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Iheoremata  quaedam  de  üemnisc^ta 

Bemouillana. 

Auetore 

D*  Biercns  de  Haati, 

Math.  Mag.  et  Phil.  Nat.  Doct. 
Amstelodamen«!. 


1.  lienmiscatae  Bernouillanae  aequatio«  sl  curvae  centram  et 
axin  pro  origine  coordinatarum  rectangulariuiu  et  axi  abscissaram 
8umamus,  est 

r^*+3^*)^=ö*(^*-y*)» (a) 

nbi  a  est  carvae  seroi-axis. 

Si  curvae  centrum  et  axin  pro  polo  et  axi  coordinatarum  po- 
larimn  somamus,  ejus  aequatio  est 


T^=2ä^Cos2(p, 


(b) 


Lineae  e  centro  ductae,  cum  alterutra  axis  parte  anguium 
45^  includentes,  curvam  in  centro  tangunt,  quod  ex  aequatione  (b) 
(ob  r*=0)  patet,  unde  Taogentes  Centrales  nuncupantur. 

2.  Theorema  L  Lemniscatae  semi-axis  media  proportio- 
nalis  est  radium  vectorem  inter  et  normalem  polarem 
cujusvis  curvae  puncti;  quando  systemate  (b)  utamur. 

Ex  aequatione  (b)  enim  sequitur: 

8r fl^Sin2y  ,  ., 

cq>  T 

uide  normalis  polaris  invenitur 

Theil  XI.  1 
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3.  Coro llarium.   Hinc  sequitur  methodus  normalem  ducendi. 

In  radii  vectoris  productione  inde  a  centro  partem  sumas  semi- 
axi  aequalem,  ex  cujus  fine  ad  axem  rectam  diicas  rectac  paral- 
lelani,  c  vertice  ad  punctum  datum  ductae ;  cum  recta,  ita  iu  axi 
inde  a  centro  praecisa,  e  puncto  dato  circuli  arcum  ducas,  qui 
pcrpendiculum  e  centro  in  radium  vectorem  erectum  in  duobus 
punctis  secabit,  quorum  unum  cum  puncto  dato  conjungendum  est, 
üt  normalem  habeas.  Quae  selectio  in  figura  nullius  erit  difBcul- 
tatis.  Caeteroquin  patet,  alteram  intersectionem  valere  pro  altera 
radii  vectoris  producti  extremitate. 

4.  Theorema  IL    Circulas  osculatorius  cujusvis  Lemnisca- 

tae  puncti  (rx,9>i)  in  eodem  puncto  curvam  intersecat, 
nee  non  in  puncto,  cujus  radius  vector  est 

Cujus  circuli  aequatio  polaris  in  systemate  (b)  est 

r»— 2(JCos9>+iySiny;r  +  |2  +  i2«  =  9a,    .    .    (4) 

ubi  £  et  17  sunt  coordinatae  centri  osculationis  et  ^  radius  curva- 
turae.    Horum  valores  inveniuntur  esse 

t_2c^CosVi       _-2ft^Sin»yi       __  o« 

f 

quibus  in  aequationem  (4)  substitutis,  tit 

r«— i-(Cos»(pi.Cos9  — Sin39)i.Sin9)r+!i?=0.   ..    (5) 

Pro  puncto  intersectionis,  si  adsit,  sint  coordinatae  polares 
r^,  92  9  simul  esse  debet 

r^ — =—  (Cos'y^ .  Cos 9^2 — Sin'^i  .Sin ^>%)r^  -|--^  =  0 , 

ra*=a«Co8  2^4; 
und«»  eliminando  r«, 

(9a«Co8  2^2  +  o«  Cos  2^,  )«a^  Cos  291 
=  16a*(CosVi  Co8  9)2— ^»nVi-Sln92)®a*Co8a9>2, 
vel 

2Sin'29)i .  Sin 2^2  •  Cos2gjb5 
=  —  Cos«2g>2 .  Cos  2^1  (1  +  2  Sin»2g>i)  +  2  Cos  ^q>^ — Cos*29>i ; 

* 

Wide  quadrando  et  reyducendo  '     • 


Co6*  29),  (4  -  3Cos«2g>i)  -  4  Co«82g?4 .  Cos  2^1  (3  -  2  Co^Jtipi ) 
+  «Co8«29^.€D«ia2^i(2— Cod«29i)  -4Co8  29>2.  Cos»29i 

+ Cos  «27)1=0; 


Cos  29 
erit 


0=4/1  (p»— 3;»'»+3p  - 1)  -  Cos«29)i<3p*— V+ß/'*  -  IJ 
=(;>  -  1)  3|4;,  -  (3;>  + 1)  Cos*2tpi  ]. 

% 

Tres  factores  o — 1=0,  vel  p  =  l,  Indicant  contactuni  secundl 
oidims»  siTe  osciuatloneni  unacum  intersectione  obtinere  in  puncto 

Si^i»^)*    Quartam  vero  intersectionem,  si  exstet  rationalis,  petere 
lebemus  e  quarto  factore,  unde 

_ra^_      Cos^2yi  r^^ 

^^Ti^      4— 3Cos«27i         4a«— 3r,«  ' 


et 


^""V(4«*-.3r,«)' 

Corollariumt.    Inda  sequitur  pro  vertice,  ubi   i*|=::a,  etiam 
rs=a  esse,  unde  hoc  puncto  contactos  tertii  ordinis  obtinet. 

5.     Theorema   IIL      Leniniscatae    tangentes,    Tan^entibus 
Centralibus  parallelae,  cum  hisce  qiiadratum  efliciunt. 

St  enim  Tangcntes  Centrales  nro  axibus  coordüaatarum  rectan- 
gobfiuiii  i^ ,  y')  assumamus,  facile  Leniniscatae  aequationem  (ob 
jrV2^=:j:'+y'  et  y  V2=a:'  — y')  inveuimus  esse 

(^«+y«)«  =  2fl«ar'y; (c) 

onde 


ergo 

pro  y  maximo,  yi'*=3a:i'*,  et  ex  (c)  x^  =z\aV\»  , 
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pro  a'  maximo,  aJi''=3yi'",  et  ex  (c)  d:i'  =  t«VV» 

y,'  =  JaVj. 
1* 


(6) 


Qiüa  vero  elucet,  pro  ^  et  x'  maximis  respecttre  Xi[  et  f/y 
cum  directiOni  tangentis  alten  Tangenti  Central!'  parallelae  coincidere, 

aequitur  illas  cum  hisce  quadratum  efficere»  cujus  latera  iaVV 
aequalia  sunt 

6.    Caeterum  ex  valoribus  Xi    et  ^i'  (6)  habemua  pro  valoci 
radii  vectoris  correspoudentis  ^  e  centro  divergentis. 


Hinc  dedueitur 

Co82i)Pi=3r=:Vi,  2^1=300,  9i=l5<>. 


ri«_ 


Unde  ex  nota  proprietate  sequitur 

CoTollarium  1.  Radius  vector,  qui  contactnm  curvam  inter 
•et  hocce  quadratum  centro  jungit,  Lemniscatae  Quadrantis 
aream  bisecat. 

7.  Quia  hoc  radio  vectore  in  quadrato  trianguius  rectangulus 
determinatur,  cujus  area  est 

ubi  Q  est  Lemniscatae  Quadrantis  area,  nobis  est 

Corollarium  2.  Figura  mixtalinea»  quae  in  quadrato  memo- 
rato  a  Lemniscatae  arcu  determinatür,  inde  a  9 =45^  osque 
ad  9  =  15^9  Quadrantis  quartae  parti  aequalis  est. 

Est  enim  ligurae  hujus  mixtaelineae  area 

8.  Theorema  IV,    Area    pro    quovis  Lemniscatae  puncto 

radium  vectorem  e  centro  divergentem  inter  et  axm  con- 
tenta»  areae  trianguli  aequalis  est»  qui  latera  [habet 
eundem  radium  vectorem,  normalem  polarem  in  syste- 
mate  (b),  et  lineam,  e  curvae  centro  ad  mediam  illam 
normalem  ductam. 

Area  sie  definita  exprimitur  integral! 

^V(2*-r^     ......    (7) 

Trianguli  memorati  area  dimidio  areae  aequalis  est  trianguli, 

cujus  latera  sint  idem  radius  vector,  subnormalis  et  normalis  pola- 

is  in  systemate  (b) ;  ex  forniula  ('2)  vero  sequitur  valor  subnormalis 


=V  C?-')=V  ^-  •  ■  •  <^ 


Binc  eraiimui  pro  prioris  trianguli  area 


9.    Ut  aream  exprimamiis,  inter  cujusvis  Lemniscatae  puDcti 
ordinatam,  curvae  arcum  et  axin  contentaiu,  in   formulam  notam 

ralorem  y  ex  aequatione  (a)  deductum»  nempe 

V~o»— 2ar»  +  aV(a^+ag«) 
"■ 2  ' 

«uhstitiiaiDuSj  ac  ponamus 
fit 


^od  iotegtale'ut  ratiODale  reddamus,  ponamus 


imde,  qnia  «  generaliter  reo  0  non  est  aequale,  seqiritur 

.2a*,  et  9p  =  7=-^-5r-,.4a*io3ii?. 


(9) 


•^     (l+to«)» —  ' (1+w«)« 

Ergo  iat^nle  ipsnm  fit 

dum  fimites  fiunt 

pro  x=:xi,  r=ari«,  tc=^=tang9i ; 
pro  x=a,    r  =  2a*,    ti?=0. 
10.    Hmc 


Tkeorema   F. 
con^traas 


'.  Pro  quocunqoe  Lemniscatae  puncto  (<x,  v) 
A  quartam  proportionalem  ad  Vf  a:  et  y,  IS 
et  C  tertias  proportionales  ad  r  et  a,  et  ad  r  et  ^  re- 
spective;  D  quartam  proportionalem  ad  r,  £  et  ^; 
rectangolus,  o  inter  et  D  constructus»  areae  aequalis 


erit,  quae  ab  ordinäta  püncti  dati  imqi^  ad  veftitem 
curva  et  axi  continetur. 

Area   memorata  enim   exprimitur   integrali  (ID)  Intra    limites 

x  =  a  et  x^izxi,  vel  w=0  et  «r='^;  est  ergo 


fl«.«' 
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Rectanguli  illius  vero  area  est 

T         T  r  r* 

Q.  E.  D. 

11.  Theorema  VI.    Pro  duobus  Leniniscatae  punctis ,  quo- 

rum  coordinatae  polares  «int  r^,  q>i  et  7*2»  92  >  construas 
radios  vectores  rs,  r^,  r^^  r^,  qui'cum  axe  respective 
iDcludaiit  angulos  45^ — 91,  45^ — 9^,  45® — 2^1,  45® — 
29)29  ä  differentia  quadratorum,  in  dimidia  r^  et  r«  con- 
structorum,  si  dimidium  abstrahas  diflferentiae  quadrato- 
runi,  in  diinidia  r^  et  r«  constructorum^  area,  quae  re- 
stat,  aequalis  erit  areae,  quae  conttnetur  axem  et  cur- 
vam  inter  ac-ordinatas  duorum  punetorum  datorum. 

Haecce  area  aegualis  «st  integrali  (10)  intra  iimites   i 

tf)=rtaiig^i  et  ti7=taiig92; 
ergo 

-  4a«(Sin«92.Sio2ya  — S!n^9i  .Sin29)|) 

=  Ja«(Siii29a—  Sin2g>^)-ia«(Sin49?2— Sin4g>i; 

=  Ja*tCos2(45®— 92)— Cos^(450— 9i)| 
-^a*|CiW5  2(46® -292)  -Cos2(4$?— .2g>i)l 

12.  Theorema  VIL    Si  in  radium  vectorem,   e  foco  diver- 

gentem, triangulum  describas,  excentricitatem  et:6en]i- 
axiii  latera  habentem,  trianguli  area  aequalis  erit  Seg- 
mente LemDiBoatae,  iunie  radism  vectorem  inter  et  semi- 
axin  contento. 

N.  B.     Hamm   arearum  differentialia  aequalia  esse,  jam 
a  riro  doct  J.    A.   Serret  in   Diano  Journal  de 
'   Liouville,  Tomo  XI,  pag.  89,  enunciatum  est. 


Si  focum  et  axiu  Lemniscatae  |>ro  polo  et  axi  coordlnatanim 
polariani  (r,(p)  assumamtis»  facile  Ltiinniscatae  aequatiö  prodit 

r*  — 4«-»Cos9+4«2r«=^c4;  .    .    .    .    (d) 

uode 

Cos(jp= —  ,  5f  = ^  ;  .  .  (14) 

Aer^  er  er*Cos<p 

qnomin  ope  eruimiis  aream  memoratam  es^e 


=  j  A'iy 


=  ^^(--^+65-l)=iV(-rH6e«t4_e4)  .  .  (|5) 
Est  area  triangufi  commemorati: 

""V  V         2  2  ^2        ^ 2  y 


_a/  /0'+g)^2e^  -(r-f)^+2e^  _  a/  /rH^tr-e^  --rH2^r+£*\ 

Q.  E.  D. 

13.  Thforema  VlIL  Girdiiltim  desetlb^  m  L«toi^te(»M$ 
totum  axin,  nee  non  duos  circulos  e  focis  cum  radio 
exceotricitati  aequali;  porro  lineam  ducas  cum  perpen- 
diculo,  e  centra  itt  atin  erecto',  eundem  angulum  effi* 
cientem^  ac  radius  vector,  seementum  quodvis  Lemni- 
scatae  abitcindend>  cuni^  ale  incladit^  haecce  Ifhea  a 
figora  curvalioea,  (quae  in  primo  circufo  r^n^i  p^it 
arearum  ei  cum  duobus  posterioribut«  circulis  communium 
aib»ttfaelk>0em )  inde  a  perpcindicuio  memorato  partem 
ahtfClffdlty  qüffe  iHi  Lemmscafad  segrtie1>to  a^qiibfld  Mt. 

Sit  (Tab.  I.  Fig.  1.)  j^JOQ=AAOP=q>^.     Si  lineae  OQ 
com  circulo  OF  intersectiöttefrA  M  Cum  foco  jungas,  erit 

Hrgor 

Segmentum  OXMO = 2e«  cp, .  ^  -  Jf?«  si„  2(pi 
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qüodVi  a  valore  Sectoris  OJQO:=:ia*<pi.7^j^    abscindas»    manet 

figura  mixtalinea  0JQMX0=zla^Sin2fpi,  idem  valor  ac  (7). 

Q.  E.  b. 

14.     Theorema  IX,    Aequatioois 

integralium'  amborum  valores  . 

unde  r*=a*Cos*^  ) 
et 

ad  LemDiscatae  arcus  complementarea  pertinent. 
Primo  ex  aequationibus  (17)  sequitur 

-''^••*''*^  } I+C3"«S^; ^^"^  ^-^^  \  -V(l-4Sin«t(,)' 

(«*+y')'=(»^'=«*Cos4^  =  a«.a»Cos»tf>(l— Sin«i(»)=a«(a:«— y*). 

Porro  flz  aequationibiis  (18)  sequitur 

-(TTOT^^»<^-^''^>'^°->^^-"*^^>*'--v(i4SinNr)^ 

r,.|„y _/-.)«-     g*Si"*^    _„,  ««Shi*i>>(i-Cos«») 

=o«(ja;a-,y>); 

ita  ut  revera  et  aequationi  differentiali  (16)  satisfaciant  et  Lemni- 
catae  coordinatas  cxprimant  valores  (17)  ut  et  (18).  Denique.  ex 
aequationibus  iisdem  eruimus: 
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qaae   omnino   est   relatio  inter  arcuum    complementariiiiii  radi<^ 
tectores. 

15.  Theotema  X.  Lemniscatae  arcus  directi  (i^  ^^^y  ^^ 
a  centro  initium  ducit)  duorum  arcuum  directorum  (qui- 
bus  reepondeant  radii  vectores  Vi  et  r^)  summae  vel  dif- 
ferentiae  aequalis,  radius  vector  r  valorem  habet 

r=««  r,V(a«-V)J:r.V(a^-n^)     ^      ^^^ 

Ex  formula  (20)  enim  sequitur,  post  reductionem, 

4  I  ar, .  Via*— r»*)  dt  Stj  .  V{a*  -  rj«)  |  i 

•*-  "  (o*+rx«r,«)«  V(o4  -r»«)  (««-V)  ' 

(o*+ri*rj)* 
«rgo 


X 


8r         _  Bri .  V(a«-ra*)  J:  8r, V(g»-ri*) 
V  (a*—r*)  v(a*-ri*)  (a*-  r»*) 

OTf  j flfa 

et  integrando 

Arcdir.(r)=Arc.dir.(ri)±Arc,dir.(ra),     .    .    (22) 

Q.  E.  D. 

16.  H3rperbolae  Aequilaterae,  quae  axin  majorem »  centrum 
«C  Tertices  cum  Lemniscata  Bemouillana  communes  habet »  (cujus- 
qne  Grenzpunkteocurve  ergo  est  Lemniscata)  aequatiö  polaris 
io  systemate  (b)  est 

Ä«Cos29=a*; (e) 

ergo 

R*r^=a*  et  Rr—a* (23) 

HiDC  sequitiir 

I^ÄTangiy; (24) 

ade 

Subtangens  Hyp.=:/2Cot29^  \ 

Tangens  Hyp.       =ÄCosec29,       |      •    •    •    (^6) 

Subnormalis  Uyp.  =  R  Tang  2q> ;        / 
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dem  eaed^m  lili^a«  pro  Lelnfitecata  ^dt 

SubtaDgeDs  Lemn.  =rGot29,      \ 

Tangens  Lemn.        =zrCo8ec2{pA     .....    (26) 

Suboormalis  Lemn.  :^r  Tang  2^.  ) 

Habemus  igitur,  quod  ad  Lemniscatam  Bernouillanaqi  et  Hyper- 
bolam  Aeqallateram  correspondeiltes,  in  hoc  systemate  (b)  sive  (e) 

Theorema  XI,  Cajusvin  Lemniscatae  puncti  normaiis  Hy- 
perbola«  puncti  cotre^poodetitls  (ra  est  eodem  angulo 
polari  gaudentis)  radio  vectore  aequalis  est. 

'%x  form.  (2)  enim  seqiiitur  Välor  normaiis  hujusce 

r         r 

Theorema  XIL  Alterflis  cur vae  Subnormalem  inter  et  al- 
terius  Subtangentem  rectangulus  quadrato  in  semi-ann 
constructo  aequalis  est. 

Ex  form.  <25)  et  (20)  sequitnr: 

Subn.  Hyp.  ><Subt.  Lemn.  =  S.ubn.  Lemn.  X  Subi  Hyp. 
c=:  fiTang29.rCot29>=  fir=o2 

Theorema  XI IL  Altcrius  curvae  Tangentem  inter  et  aite^ 
rius  Subnormalem  rectangulus  quadrato  in  Hyperbolae 
radium.vectorem  constracto  aequalis  est« 

Nam  est  ex  form.  (25)  et  (26) 

Tang.  Hyp«X Subn. Lemn.  =:Tang«Lemu.  X  Subn.  Hyp« 
^  R  Cosec2g)XrTang2(p=t:ÄrSec2g)=aaiS.ec29)=±jB«. 

17.  Theorema  XIV,  Circuli,  qui  per  Lemniscatae  duos 
focos  atque  punctum  quodvis  (x^,  Vi)  transit,  radius 
tertia  proportionaüs  est  ad  puncti  illius  ordinataui  et 
semi-axis  diniidium. 

Circuli  commeniorati  centri,  quod  in  perpendicnlo,  e  curvae 
centro  in  axin  erecto,  jacere  debet^  abscissa  sit  p;  tunc  aequatio 
circuli  in  systemate  (a) 

a:2  +  (y-p)*=|Ä (27) 

pro  alteri  focorum  et  punctum  curvae  fit 

a:i  +  (yi-p)*=r»,  ia«+/;«=r*;.     .    .    .    (28) 

quarum  differentia '  dat 

a:i«--;a»+yi«-2Mf,t=»,: 
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imde  '     ■  •'  .'.'ifi 

quo  valore  in  aequationom  (28)  ultimam  Substitute ,  eniimus 

'^  4y,«  "hl*'. 


r=-^  =  ^=M'.      .\    .     ..:.    02) 

^yi     %i      yi 

18.     Corollarium.     Hinc    d^ducitur  Lemniscatae  constructio 
satis  apta,  puto: 

Circulos  describas,  qaorum  centra  in  ]>m^eDfliGolo ,  •  cur* 
vae  centro  in  axin  erecto,  «ita  ^nt,  per  tbcoa  ttaaimentea; 
radium  ad  focum  ducas,  in  quem  ex  c^n^ae  centro  perpen- 

terminat 

priori         -      .  , ^  .  .  ,. 

paraUelair  ducas^  quarum    cum   circulo    intersectioües  Lem- 
niscatae puncta  dauunt 

19.  theorema.  XV.  Involucrum  (Enveloppe)  circulorum, 
qai  ex  Hyperbolae  Aequiläterae  niedio  radio  rectore^  e 
centro  curvae  divergente^  cum  bocce  dimidio  radio  ve^ 
ctore  ducuntur«  est  Lemniscata  BemöuHlana. 

Ctreuil  memorati  nece^i«  per  oentrum  curvae  transeont  In 
coordinatarum  rectangulariuni  systemate  (a)  habemoli  igitur  aequa*-' 
tiones  circuli  et  Hyperbolae  Aequilaterae  pro  puncto   quovis  (a,  ß) 

x^  +  y^=^(lax+lßy)  =  ax+ßy,      ...     (30) 
«2-/32=0« (31) 

DilTerentiando  hasce  aequationes^  qnod   ad  variabilia  parametra  a 
et  ßf  Dobi«  ^st    . 

•  ■ 

0=ada+ydß,  et  ^ada-'Ißdß^O;  \: 

onde 

/?^=-«y; (32)  . 

ergo  ex  aequatione  (31) 


■-•»  •  «. 
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quibufl  iu  aequationem  (30)  substitutis,  eruimus 

vel 

(^«+y«)«=a«(ar«-y«), (a) 

aequationem  Lemniscatae  B^rDouiUanae. 

20.  CoTollatium  1.  Circolus  memoratus,  pro  aliqao  Hy« 
perbolae  radio  vectore  coDstnictus,  Lemniscatam  tangit  in 
poocto,  cujus  radius  Tector  ab  altera  axis  parte  eundem  cub 
eo  efIBcit  angulum^  ac  ille  primus  radius  vector. 

Est  enim  ex  fonn.  (32) 

p       y 

quae  quotientes  repraesentant  tangentes  goniometricas  angulonnn 
rädios  Tectores  ilios  inter  et  axin  contentorum. 

21.  CoTollarium  2.  Scquitur  exinde  metbodus  Dormalem 
ducendiy  nempe: 

E  medio  cujusvis  Lemniscatae  puncti  radio  vectore  in  eum 
perpendiculum  erigas,  cujus  cum  linea,  ab  altera  axts  parte 
cum  eo  eundem  angulum  efOciente  ac  iüe  radius  vector ,  io- 
tersectionem  puncto  jungas:  normalem  construxeris. 

Quia  Lemniscata  Bernouillana  locus  geometricus  est  proje- 
ctionis  centri  Hyperbolae  Aequilaterae  in  tangentes  ^  ( Fusspunk- 
tencurve),  sequitur,  si  ex  raoii  vectoris  eiftremitate  in  eum^  per- 
pendiculum erigamus,  bujus  cum  linea  memorata  intersectionem 
punctum  esse  Hyperbolae  Aequilaterae,  lineam  igituripsam  tadiora 
vectorem  esse  Hyperbolae.  Idem  deduci  potest  ex  aequationlbos 
(b)  et  (e),  nnde 

r^=a^  Cob2(p  ~  Ä«Cos2(p .  Cos29, 

vel 

r=RCos2q), 

Elucet  ergo,  medium  bujusce  radii  vectoris  determinariconstro- 
ctione  in  hoc  Corollario  praescripta.  Quod  denique  linea,  quae 
hoc  punctum  cum  Lemniscatae  puncto  jungit,  normalis  sit,  ex 
Theoremate  XV.  necessario  sequitur,  nam  est  radius  respectivi 
circolorum  memoratorum. 


n. 

Vote  sur  nne  moniere  particnliere  de 
delerminer  les  equations  iles  li^nes 
conrbes,  en  Taisanf  u>^a^'e  de  la  fle- 
composilionetilclacompositiondevites- 
ics,  snivant  les  reales  de  la  Dynamiqne. 


Monsieur  G.  J.  Verdam, 

f  MiilivmaliquM  A  \a  FneuUü  rlea  Siicnccs  de  rilniTcnilä 
k  Loide. 


Dantt  la  Dynamlquei  «iiiand  on  est  parvenu  k  ilblcrminpr  len 
eoffdonn^es  d'un  nmliile  en  fonctinn  du  tf  mps,  od  obfient  les  vqua> 
tisM  d«  la  Inijet^totra  d^crite,  en  eljminaut  lu  variable  (,  jiar  la 
^lle  nu  difnote  le  temii'«,  ^coul^  depiiis  le  commencemenl  du 
momcni^nl  jus»|ii'a  tin  instjuit  <|ii<!  leim  quo.  Si  Ton  ti'a  pOiS  tiexoiti 
de  cunnaltre  le«  circonatances  du  mnuvenierit ,  mois  <jite  Ion  se 
propwe  seuk'iiient  de  trourcr  les  tiquatiiiiiK  de  lu  trajcctnire,  tU 
B'«»t  pa«  iieccssnirc  de  des<:endro  aux  valeurs  des  mordnnees  rec- 
fiS^e»  Uli  anpulaires,  car  on  pourrait  sarr^ler  aux  ex|iressioiis 
ilu  vltesacs,  d^rompos^es  dans  les  dircctions  des  cnordonn^es, 
|iltU  etiuiiiier  IVIc-ment  Sl  du  temps,  et  inti^grer  les  etjuotions,  qui 
•n  n^MdleTnllt.  Dnii«  ce  cas  m^mo,  il  peut  arriver  souvent,  que 
ln«n  k*  lerniL'8,  duos  tett  expreKslonH  des  vitesses,  onl  pour  far- 
leun  4e«  quntiditg  difTt'rcntk'U  de  m^iiie  ordre  et  (nus  r^latifs 
i  1«  n^mv  vurtable  t,  et  aUn»  le  probleme  se  simpliGe  ent^oru,  vu 
qn'tne  «Itmmiili'in  protirement  ditc  de  S(  ne  devra  paa  ftre  cffe- 
dnee  akMiluinenl.  Teci  aura  lieu  tnujinirs,  s)  Ton  ppul  distiiiguer 
M  exiiTinicr  exnctement  )c»  Diouvenicnta  parliels,  dout  sc  compose 
I«  OMiuveiupiil  r^el  du  mobile.    Car,  puiMqoe  les  «itesses  «e  coiii' 

rtCHt  et  iif  d^compogeiil  eomnie    des  lorces,   ei  Tun    dtk'ompoHe 
ri|P!>*u  d«  i'liaqn«!  iniiuvunient  purtii^,   en  d'iiutres.  suivaiit  len 

les  coordona^s,  et  que   l'o»  fasso  la  sonune  dea  vi- 
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tesses,  d^compos^es  siiivant  cfaaqne  direction  >  on  aura  ime  somme 
ou  des  sommes  de  vitesses,  c'est  ä  dire  une  8omnie  de  termes. 
chacun  multiplie  par  un  coefücient  diff^rentiel  relatif  21  la  vari«ible  t 

Quoique  cette  maniere  de  deterniiner  les  ^quatioiis  d'une  tra- 
jectoire,  appartient  tout  ii  fait  ä  la  ni^canique,  on  en  peut  n^an- 
moins  faire  usage  dans  la  p;eoiiietrie,  pui«que  toute  courbe  peut 
^tre  con^ideree  comme  la  trajectoire  aun  point,  mu  suivant  une 
certaine  loi,  simple  ou  nioins  simple  ou  ni^me  tr^s  compliqu^e. 
Et  bien  que  la  marcfae  ordinaire,  en  se  servant  seulement,  ou 
autant  qu  il  peut,  de  considfirations  ge 'metriques ,  est  la  plus 
courte  dans  nombre  de  cas;  c«pendant  i\  pourroit  que  Temploi  des 
considerations  dynamiques  mentionnees  ofifrit  des  avantages  r^els, 
sous  le  rapport  de  la  simjdicit^.  Mais  cette  maniere  m^rite  Tat- 
tention  sous  un  autre  poInt  de  vue;  cest  qu*elle  offre,  daa*  1*^- 
Aeiguement  des  eleniens  de  la  Dynamique,  des  exeniples  tr^s  in- 
structifs  pour  aiiprendre  k  distinguer  les  nimivements  partiels  «v 
^toentatres,  aont  se  compose  un  mouvement  conipliquä  donu^ 
h  fprmer  les  expres-sioris  analytiques  de  ces  mouvemeuts ,  ou  m^me 
ä  partrenir  aus  ^quatlons  dötermln^es  d*un  mouvement  prooos^  ' 

Cette  Observation  sH  presentolt  naturellement,  eu  r^fl^nissaot 
iBur  le  Probleme,  proposö  par  Mr.  te  Docteur  Dienger,  dans  le 
tome  Ia.  page  114.  de  ce  Journal,  et  nion  but  est  d'eclaireir  et  de 
developper  sommairement,  dans  cette  nnte,  ce  que  je  viens  de 
remarquer  en  general.  Pour  cela  ]e  me  borne  aussi  a  quelaues 
exemples,  traites  sans  details,  mais  de  nianiere  que,  par  rinaica- 
tion  suocincte  de  la  voie  ä  suivre,  et  en  rajiportant  les  resultats 
du  caicul,  iU  pourront  servir  d'exercices.  Lnlin,  comme  j'ai  Ciz^ 
mon  attention  sur  ce  point  special  par  ia  lecture  de  Tenonce  du 
Probleme  cite,  j'emprunte  les  exemples  du  meme  sujet,  auquel 
ce  Probleme  se  rapporte,  et  je  me  propose,  en  consequence,  de 
montrer,  comment,  par  les  regles  simples  de  la  decomposition  et 
de  la  composition  des  mouvemeuts,  on  parvient  ä  determiner  les 
i^4|uations  de  quelques  courbcs  cycloidales  planes,  quoiqoe  la 
memo  uietbode  est  appliqucible  egalement,  s1l  s'ngit  de  tout  autre 
gcnre  de  courbes»  planes  ou  non  planes,  dont  la  geu^ratioii  eM 
assiwilee  au  mouvement  determine  d'un  poiitt. 

■  '  '    ' 

I. 

Qu'il  soit  propose^  en  premier  lieu,  de  determiner  requatlpp 
de  ja  cydoide.  Soient  AX,  A  f(Taf.I.  Pig.  2)  les  axes  des  coordoü- 
hees  rectangiylaires  o:  et  ^;  ^.Yla  base  de  lacycloide;'^  Torigine  ou 
Vtine  des  extremites  de  la  courbe;  M  le  centre  du  cercle  g^n^ra- 
teor  dans  une  position  quelconque,  et  P  Ic  lieu  corresponuant  da 
point  g^nerateur.  iSoient  encore  r  le  rayon  du  cercle,  JS  le  poiat 
de  contact  avec,  ia  base,  et  9  Tarc  de  cercle,  dont  le  rayon  €«t 
Funite,  et  mesurant  Tanglc  PMB,  decrit  depuis  Torigine  au  iDOtt- 
vement,  on  aura  AB=iirc PB  =^rq>, 

Le  point  P  a  denx  mouvements,  car  en  m^me  temps  qa'U 
avance  avec  lo  cercle,  roulant  le  long  de  AX,  il  suit  la  circonfi^ 
rence,  en  touniant  autour  du  centre  M,  Le  mouvement  progre«- 
stf  est  exactement  ^gal  a  «colui  du  centre  ilf ,  et  si ,  dans  le  tempe 
dt,  le  rayon  MB  d^rit  Tarc  elementaire  d(p,  on  pourra  exprimer 
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U  fitesse  apgulaire  par  ^ ;  par  consöquant  la  vitesse  du  centre 

Mf  transport^  parall^iement  k  la  base  AX,  sera  =r.  ^,  puisque, 

4  cause  de  AB^=IÜD=SLrcPB  ^  le  poini  M  parcourt  toujours  un 
ditmin»  de  longueur  egale  ä  celle  de  l'arc,  qul  aura  ^tä  en  con- 
tod  avsQ  la  base  AB.    Aiusi  le  point  P  aura,  eu   premifff  lieii» 

■ne  vitesse,  [taTall^le  a  Taxe  x,  =:r.  >,;. 

vi 

En  tournant  avec  le  cercle,  le  point  P,  dans  le  temps  9t,  par- 

csvtrarc  rd(p;  la  vitesse  sera  doiic  r.  ^;    et   coiiime    le    mouve- 

ot 

■ent»  dans  cet  instant  diff^rentiel,  doit  ^tre  cens^  avoir  lieu  dans 

h  directioo  de  la  tangeute  CPE,  de  P  vers  E,  il  faut  la  decom- 

Mser  en  deux   aatres,  parailelenient  aux  axes  coordonp^es.     Or 

lugle  PCX  est  mesnre  par  un  arc  =180^ — 9;  donc  les  vites- 

MS  dfeompos^s  seront: 

1®  parall^lement  k  Taxe  des  x,  =  —r  -^tosp; 
2P  parallelement  4  Taxe  des  y,  =  -|-  r  ^sin^. 

Um,  dänotant  les  vitesises  totales  du  point  P,   paralleles  aux 
HCl  des  x  et  des  y,  par  -.-  et  par  ^-,  on  aura  finalement 

vx         ow        d(p  V 

D'abord  on  voit  alsement  quc,  pour  traitcr  ees  ^uatlens,  il  sera 
persls  d'toire: 

8jr=r8^ — rd^cosg?, 

et  comme  les  niemes  fornies  d*equations  se  pr<^senteront  dans  tous 
[es  sutres  exemples,  dont  le  traitenient  fait  le  sujet  de  cette  note, 
je  lalsserai,  pour  brievet^,  d'ecrire  dans  la  suite  le  numerateur  d£ 
oans  les  expressions  des  vitesses.  Des  equations  pr^c^dentes  les 
mt^gimles  seront 

j:=r9— rsin  q^-(- c, 
y=: — rcos9  +  c'. 


A  lerigine  dqi  mouvement  ou  a  ^r=0/ y=:0,  9=:0;  par  coiisi#- 
qaent  c=0,  c'^nr,  et  par  suite 
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x=rq>—T6in<p  1  w. 

y=ir — rcoscp     S 

et  c*est  le  Systeme  connu  d'^quations,  qiii  donnent  l'equation  de 
la  cycloYde  par  r^limination  de  9. 

Si,  en^  conservaut  ce  Systeme  d'^quations,  on  veut  introduire 
le  temps,  on  snpposera  le  mouvement  de  rotation  du  cercle  s^fl>^ 
rateur  uniforme,  et  en  nommant  la  vitesse  angulaire  to,  il  est 
clair,  qu'on  aura  <p=(o.t;  done 

a:^:r(ot — rsino><    j  ^ 

y=r— rcosw^.       ! 

On  ponrra  aussi  remplacer  ta  par  ~,  quand  on  signifie  par  a  Im 

T 

vites.se  du  mouTement  progressif  uniforme  du  centre  M, 

De  la  meme  maniere  on  trouve  les  öquations  de  la  cyclolde 
allong^e  et  de  la  cycloide  raccourcie.  Alors  le  point  g^nöratenr 
se  trouve  sur  le  rayon  ou  sur  le  iirolongement  d*un  rayon  du  cer- 
cle g^n^rateur.  801t  la  distance  ße  ce  poiift  au  centre  =a;  800 
mouvement  progressif  aura  pour  mesure,  comme  pr^cedemmeBV 
rdq> ;  mais  autour  du  cehtre  le  cfaemin  parcourru ,  et  par  cons^quenf 
la  vitesse  k  decomposer,  sera  ä  präsent  adq>;  de  sorte  qu*on  pav- 
vient  aux  ^quations  diff^rentielles 

dar = r  89 — ad<)^  cos  9 , 

ei,  en  observant  qu'au  commencement  du  mouvement ,  on  a  x^^Of 
y= — (a^^r)^  a  pouvant  etre  >r  ou  <r,  et  ^=0,  on  obtieodra 

a;=r<p  —  a  sin  9>9     |  ^. 

y=r  — acoöy.         * 

Ordinairement  on  prend  pour  axc  des  x  la  base  de  la  cycloT4e 
allong^e  ou  raccourcie,  c'est  ä  dire  la  tangente,  passaot  par  lee 

Soints  les  plus  bas.     Donc  il  faudra  employer  une  neoveile  er* 
onn^e  y\   li^e  avec  la  primitive  par  la  relation  y'=y  +  a — r,  el 
le  systöme  d'^quations  (3)  se  transformera  en  celut  ci 

a:=:r9— asing),    1  .^ 

ff'=a — aco8<p;      I 

duquel  se  deduisent,  par  r^limination  de  9,  et  8ur\'ant  qoe  a 
est  >r  oiüf  <r,  les  ^quations  ordinaires  des  cycloides  raccourcie 
ou  allongees. 

Dans  le  traitement  de  cet  exemple  simple  je  suis  enti^  dan* 
quelques  d^tails,  afin  d*eclaircir  compl^tement  mes  idöes,  exprl- 
m^es  d'une  maniere  g^n^rale  ä  la  t^te  de  cette  note,  et  afin  de 
ne  laisser  aucun  doute  sur  les  points  essentieis  de  la  möthode  en 
question;  mais  par  Tuniformit^  de  la  marcfae  je  pourrai  me  dis- 
penser, de  doTiner  des  d^veloppemens  aussi  ampl^s  dans  le» 
exemples  suivants. 


_  _.  r^icyclaTdff  (Tah.  I.  Fig.  3.)  b\  la  baoe  circulaire  a  an  rayon 
()B=:ii.  In  ntrclc  g^n^aleur  im  ravon  BC^h,  ([ue  le  mouve- 
•fDl  est  commencä  ea  A,  et  (|ue  larr,  mesuraol  l'anele  AOB, 
Ml  H«  reliiiir  ip ,  l'itrc  AB  scrn  ^^aip,  et  prenant  l'urc  IH*=:  Aß, 
P  scra  le  lioii  correBpondant  du  point,  igui  decrit  la  cüurbe. 
Dune,  puis(]uc  BP:=uqi,  l'arc,  mesiiranl  l'angti;  £CP  equivaudra 

AB, 


Eo  mime   tciii)is    <|ue   le  point  B  : 


.  parcouru   I'a 
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le  poinl  C  sera  pott6  par  nn  arc  oii  themin  ={a  +  fi)tp.  Dans 
r^Mnent  dl  Au  teinji«  ce  chciuid  devra  i^lre  repr^sentä  pur  {n-\-fi)  dw, 
tt  Ib  (UreL-tion  de  ce  luouvemcnt  ^lämcntaire  sera  parallele  a  la 
bttnule  Bfi.  Uonc,  parceipie  ce  inaiivemenl  de  6  a  lieii  indö- 
pnnmniDGDt  de  la  rotalloD,  Halt  du  ruulement,  du  cercio  CB,  le 
^t  P  purtk'ipera  ä  ce  mouSeiiient  tranälalif  le  long  de  la  tan- 
|Mfl,  et  bicD  ^|>al^niei>t ,  comine  celu  a  lieu  pour  Ic  niouveiuent 
p«jtteK«ir  (luns  le  (.-iis  de  ta  cydn'i'ite.  Par  cons^quent  il  faut  di- 
tMiijiHfivr  ce  muuTeincnt  cn  deus  autres,  paralleles  aus  axes  OA', 
fir.  et  cuinniti  l'nngle  BOO  entrc  Taxe  OA'  et  la  taiigeute  BO 
ipnnr  meHurc  u«  arc  ^n  — 17,  et  que  la  v-tter^He  däcoiDpo(<^e  pa> 
nOÜemenl  h  OX  npparticnt  ä  uii  mouvument  de  X  vers  O,  dons 
k  HM  nägutif.  les  luouvemenls  decompns^s  eerocit : 


I".   |inrall6tcment  Ä  laxe  OX  - 
2».  pnrall*lenient  h.  Taxe  O  f  = 


+  (0  +  6)89.0087!. 


i  CM  mouvements  il  faut  joiiidrc  k  präsent  ceux.  <|ui  r^etilteroiit 
fc  la  lUcooijwsitinti  du  inouvenient  de  mtatinn  du  rercle  CB.  Ot, 
m  menanl  CK  parallele  ä  OX,  il  est  Evident  que,  tn  le  cercle 
CS  a'auraU  pas  rnul^  le  loiiic  du  KPTr\c  OB,  mm»  qu'on  l'aura'tl 
IniM^,  parntl •Clement  in  lili  ni^me,  te  Ion»  de  AB,  le  raynn,  «qui 
Kdl,  an  CO  mm  en  content  dn  aiouveinenl,  diri^^  Kiiivant  AO,  auruit 
arts  le  tenips  /.  c  cft  iL  dire  A  l'lui^iant  011  l'uii  considete  la  po- 
mmi  dn  poirit  P,  la  dtrertion  CE,  pnrnllele  ä  OX.  Par  lonse- 
fBMt,  comnie  lo  cercle  rnule,  et  que  le  polnl,  Qui,  &  I  online  dn 
■mremuut ,  s»  tr'iuvait  eii  A,  »&  tranve  nclncll(;nicnl  cn  /'  et 
vm  en  /*,  "u  il  awrait  i5t^  snns  io  Toiil«!nient  dn  cercle  ^^n^ra- 
tBor,  le  puint  /v  Bpra  mu  par  un  anple  KCB  +  BCP,  nyaiil  pont 
9  +  _.(p=  (  — —  J^).     Ainsi    la  longneur  totale  de 

fP  «itant  =//.  ( '^7— )t.  'e  "Uiuvement  difTerrntiol  dp  /' 
dreotiKrence  durercles;^n(Tnlcur,  ouplulöt  snivniit  Indirec- 
Ib  lAngcnto  FPft.  sera  exprini«!  par  ^^_J_!  J   ip.      Dune. 


fUMB  toil  tiiB^icnt  ([ue  l'an^li 
a  +  A 


enire  OA'  et  la  tun^^oulc  GF, 
Ic8  rnonveincnU   ducompitBues  dpfl- 
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1«.  parall^lement  k  Taxe  OA  =  +  ^ .  bdtp .  «io^ii^^  tp, 

20.  paralldlement  ä  Taxe  OF  == -^i^.My.cos^'H-t^^y. 

PreoMit  enfin  la  aommm  des  vitesses  oa  d«i  BoinneiiieoUi  de  a^me 
dsrection,  iot^gniDt»  et  obeervant»  qu'i  rorigine  du  momrement  on 
a  x:=^a,  9=0»  il  en  r^sultera: 

V 

jr=  (a+b)  coaip — b . cos  (    T-    )  9 

^    ^   ^     ^.    .    .    .    (5) 
y=(a-f6}  sin 9 — 6. ein  (  ^y    )  y 


et  ces  valeurs  de  j:  et  y  fönt  ensenible  le  Systeme  connn  d'^qua- 
tiona«  dans  lequel  eet  comprise  T^quatioD  des  öpicycloTdee  ordi* 


analoguee 


UI. 

Lee  covrbee»  que  Ton  nomine  ^picycloTdee  et  hypocy- 
cloTdee»  ne  eont  eue  desesp^ee  d*un  genre  de  courbee,  d^cri- 
tes  par  un  point  P(Tab.  I.Pig.4.)  d*un  ccrcle  CD  toiirtiant  uniformä- 
ment  autour  de  eon  centre,  pendant  que  ce  centre  circule  ynifor- 
mdment  dans  la  circonftrence  AC  du  cercle  MA.  En  effet,  si  le 
eercle  gen^rateur  est  mu  dans  la  direction  de  A  vers  C»  on  peut 
dietineuer  deux  cas,  suivant  que  la  rotation  de  ce  cercle  a  lieu 
dans  le  m^me  sens»  indiquö  par  la  fleche  er,  ou  dans  le  sens  op- 
pos^9  qu'indique  la  fl^he  ß.  Dans  le  premier  cas  on  aura  seule- 
Bient  une  ^picycloTde«  si  la  vitesse  du  point  P  est  teile ,  que  la 
lonffueur  de  Farc  DP  est  exactement  et  constamment  ^gale  a  l'arc 
DS  du  cercle  intörieur ,  aui  touche  le  cercle  g^nörateur  dans  toa- 
tes  ses  positions.  Dans  le  second  cas,  et  en  faisant  alors  atten- 
tion au  oercle  extörieur,  qui  touche  ^Ic  cercle  g^n^rateur  dans  tou- 
tee  ses  positions,  ii  n*y  aura  de  ni^me  qu  un  seul  rapport  des  vi** 
tesses  de  P  et  de  C,  pour  lequel  la  eourUe  engendree  sera  une 
liypooycloTde,  et  si  ce  rapport  est  Tunife,  la  trajectoire  sera  un 
cercle  d'un  rayon  egal  au  rayon  ^J/do  Torbite  ^C,  parceau'alors, 
autant  le  cercle  AB  toume  en  vertu  du  niouvement  circulalit»  de 
son  centre  A,  autant  il  est  toum^  en  sens  contraire,  en  vertu  de 
son  mouvement  de  rotation  oppos^. 

A  präsent  pour  döterminer  Tequation  de  la  courbe»  dont  F^pi* 
cycloTde  quelconque  u'est  qu'une  espece  particuliöre,  il  faut  sup- 
poser  que  le  cercle  AB  tourne  dans  le  sens  de  la  fl^he  a,  en 
snivant  son  orbite  AC,*  et  assi^er  ensuite  la  quautit^  des  deux 
▼itesses,  communiouäes  au  pomt  P  par  ce  double  mouvement. 
Soient  AJU^a,  ABz:zCD=b,  le  rapport  des  vitesses  ang^lai* 


res  de  C  et  <ile  P=.puf,  et  9  l'arc.  toesiire  de  l'angle  AMC; 
ainsi  neodaiit  qiie  le  ceiitre  A  passe  de  A  eo  C,  le  point  ^  d^ 
crit  tin  am  =DP,  de  sorte    que  AMC :  DCP  =p:^,   et   />CP 

=  i.d.tfC.     Le  mouvemciit  differeiitiol  du  centre  C  dans   l'orlnte 

^C  ^tant  adip,   le  poiot  /^  participer.i 
recünn   de  ce  mouveiiieut  sera   pantll 
pa«»ant  par  le  poiat  C     Les  r 
neol  aitx  axes  des  ^  et  de'^  v 


ä  ce  moufement,  et  la  di- 
le  a  Celle  de  la  tangeiite, 
nU  (lecomptiHes,  parallele* 


p  et  aßfi.cos^ 


Pendant  que  le  ccrcle  geii^raleur  passe  de  J  ea  i',  le  polnt  B 
paniendra  en  P  et  auru  un  mouvement  aiigulaire  total  =tp  4-^ip. 
Pat  coa&tiquent  le  mouvement  el^nientaire,  dans  la  direction  de 
U  tangenle  du  pobt  P  sera  (i(tjJl\  691.     Cette  tanjtente    fera 

«TM  Tax«  de«  X  iin  angle,  meenr^par  un  arc  =^1»  ~(B^±X\fp^ 
tt  le«  d^compoe^eä  de  cc  second  mouvement  eeront 

+  .(e±«)3,..i„(^).  ..  -.(ü±S)8,..„.(£±i),. 

Ob  anra  done 

Au  comnienccuient  du  mouvement  X^^a — 6,  ^  =  0,  et,  en  leuant 
compte    de  cetle    tnndItioD,    on    iroure  le    Systeme,    comptenanl 


I  de  la  coarbe 

n  sinqs  —b  sir 


Si  0=0,  ia  riteüse  an^Inire  du  ccrcle  gen^rateur  est  pr^ciseroent 
egal«  a  la  vi[es«c  du  centre  dans  l'orliite  AC;  le  point  B  d^crit 
le  «etde  HIß,  et  se  trouve  constamment  aur  le  rayttn  des  detix 
centree  M  et  C.  On  peut  comparcr  ä  ce  mouvement  celui  d'un 
point  d«  la  sorface  de  la  Inno,  tournant  auluur  de  luxe  lunaire 
daiw  Ig  miatv.  tenips,  que  la  lune  fail  une  n'iiitution  aulour  de  la 
terre.  Et  dans  le  eos  g^neral,  si  p  et  q  ont  un  raiiport,  appro- 
cbant  celni  des  mouveoienta  moyeos  de  la  ti^rre  et  de  la  lune,  la 
courbe  d^crite  sera  une  repr^seulatum  approchve  de  la  cuuriie  nue 
d^rit,  dans  l'espace,  le  ccntce  de  la  lune  ptm4ia(it  une  Devolution 
de  la  terre  autour  du  soleil.  '-iik'j  ••'  • 
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Si  le  cercle  AB  ne  tourne  pas  dans  le  mdme  sens  Que  son 
centre  A  autour  de  ilf,  mais  en  sena  oppoa^,  on  parviendra,  pai 
aöe  marche  analogue,  au  Systeme  d'^aationH  de  la  courbe : 

x^^acoaw'^bcoB  (  iZIc  j  m 
jf=asin9> — Asinf  «^ — £  1  9 


IV. 


On  poorrait  traiter  las  probl^mes  pr^c^ents  soua  an  point  du 
vne  plus  g^D^ral,  en  consia^rant  mobiles  la  droite  et  les  cerclea 
qu'on  a  suppos^  flxes ,  de  mani^re  qu'ils  touchent  constainment  aD< 
courbe  donn^e ,  et  il  n'est  pas  diflicile  d'assigner  la  route  k  smm 
dans  la  Solution.  Mais  je  me  borne  de  retour  k  un  cas  special 
dans  lequel  tombe  celui  du  probleme  de  Mr.  Dienger,  cito  plni 

haut. 

I 

Qu'on  se  propose  donc  de  trouver  les  ^quations  de  la  coarb< 
^picycloidale  plane,  decrite  par  un  point  de  la  circonförence  d'oi 
cercle,  roulant  uniformement autour  nun  autre cercle ,  oui  lui  ra^ni< 
roule  uniformement  le  long  d'une  droite.  Soit  A  ü  (Tab.  I.  r  ig.5.)  cetti 
droite,  31  B  le  cercle,  de  rayon  R,  qui  roule  le  long  de  cett< 
droite,  et  NA  un  cercle,  de  rayon  r,  qui  roule  en  mSme  temn 
autour  du  premier  cercle ,  et  dont  un  point  de  la  circonfärence  ac 
crira  la  trajectoire  epicycioidale  demandee. 

Que  Ton  suppose,  pour  plus  de  slmplidt^,  laposition  du  cei 
de  gän^rateur  AN,  au  commencement  du  niouvement,  teile,  qal 
soit  touch^  par  la  base  rectiligne  Aü  Au  cercle  MB,  et  que  I 
point  g<$nörateur  coincide  alors  avec  Ic  point  de  contact  A.  &i  Di 
est  la  tangente  au  point  de  contact  D  des  deux  cercles,  on  aur 
AEzrzDE—BE,  et  puisque  DE=VRt,  AB  sera  =2VÄr.    D 

51us,  nommant  a  langle  NMB,  on  a  dans  le  triangle  rectangl 
mC,  NC  etant  parallde  ä  AB, 

iVC=!2VÄr=(Ä+r)sin«,  ilfC=Ä-r=(Ä+r)co8tf. 

On  conservera  la  notation  a  de  l'angle  iVJIf JB,  et  on  ne  fera  iisag 
des  valeurs  de  sin«  et  cosa,  tirees  de  ces  deux  ^gaiit^s,  qu 
pour  les  substituer  dans  T^quation  finale. 

Si  le  cercle  MB  est  arriv^  dans  la  position  OF,  le  point  d 
contact  B  se  trouvera  en  /  de  sorte  que  la  longueur  de  Tarc  F 
ögale  le  chemin  BF  parcouru,  et  prenant  l'arc  iiyt=iBD,  I 
eercle  touchant  ND',  ayant  un  rayon  r,  serait  la  position  du  cerd 


'   8« 


g^nörateur,  s'il  navait  pas  de  mouvement  propre  autour  da  c 
Oiy,  de  möme  que,  Tarc  D'A'  <$tant  ^gal  k  l'arc  1}A,  A 
rait  le  iieu  correspondant  du  point  gän^rateur.  Donc,  si  le  iiMra 
▼ement  angulaire  FOl  du  cercle  MB  est  9  ou  oi  (o  ^tant  I 
▼itesse  angulaire  et  i  le  temps),  on  aura: 


I'mirlc  A'Ti'D'^X^—a,  l'arc  A'D'  =  T{n-a). 

Hiü  le  i*«rcli5   iV/J  aymit   un  mouvenient  propre    aulour   de  DM, 

DHC  poüilion,   <]iffereiitc  de  A'N',  ({uaod  Ic  cercle  Ht  ten 

cn    O;  que,   par    eiumple,  A'Z>  soit  par                  ""     ' 


.  QU  ©t 


MfTCC 

w  mint  gcD^ateur  A  eii  /*;  iilur»  si  les  niouTemenls  angulaires 
■■ikrnies  des  deux  cercles  MB  et  7VW  soat  eutre  eux  comine  /» 
tt  y  an  v<iil  facilemeDt,    i)ae  l'urc  Ü' U.  parcouru    par    les    points 

4a  cerd«  IfN",  seia  ^gal  k  r.^-tp,  et  l'angle  IfOH'   aura  pour 


".«> 


£~.  ^,  apparleoant  ä 


I  ceicle,  dont  le  ra* 


vul  l'umlii;  duoc  aussi  langle  A'O// anra  pour  mesure  un  arc 
=2«— 


=-"-(^ 


pH  r 

'»•  m*mo  larc  HSP  t!tant  =//Ä  +  SP  =  H'ö'  +  ö'J'^r.  2^  .  g. 
^r(iK— n),  l'angle  UQP  aura  pour  meaure  un  arc 

=  2«— i  fl)-(w  — ft) 

Eafln.  QR  ^taut  perpendiculalre  k  la  base  AV ,  rangle  PQR= 
t*Qa—KtiH=PQH—(mP-FOH),  et  on  trouvera  que  cel 
angle  a  pour  mesurc  un  arc 

*f  n  8«r8  auaai  tu  mcHure  de  langte  PVV,  eiilre  laxe  des  ab- 
•önsea  AV  et  la  tansetite  PF*  aa  point  P,  parceque  lee  ci^tes 
f*Y.  VV  de  l'anele  PVV  sont  perpendiculaires  aus  eMes  PQ  et 
HÄjle  I  an"le  PQ//. 

~  l.i  J^lcrminiiliiin  des  valeiira  de  tous  ccs  anales,  ü  se- 
ü»i  de  pnrvenir  presqoe  imiueiliuteiuent  ä  lequation  de 
lalre,  en  oe  faisant  UHtige  qite  de  coiisid^ratinns  geome- 
Dir  ^7"  el  PT  Hi>nK  les  coordmm^e»  du  point  P,  on  ti- 
._  Jlement  les  valeurs  de  ces  coordonntos  des  valeurs  despar- 
AB,  HF  etc.,  dont  «lies  se  cüiii]iosenl ;  mnia  je  passerai  ce 
cdcnl,  pour  muntrer  (.onimeol  on  parvient  au  r^yiiltat,  en  ne  fai- 
HuI  attenlion  nu'anx  mouvemeote  diverfi,  quon  peut  atlribuer  au 

r*n  />.         ' 

1".  D'abord  le  po'rnl  P  a  un  mouvement  rectiligne,  jiarall^le  a 
I'UB  iem  X,  dVgale  ^lendao  que  celui  du  centre  O,  et  la  diffii- 
r*Dtlell«  d«  ce  moav«ment  s'eipiime  par 
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2^.  En  secood  Heu,  si  le  cercle  Q  oe  roalaft  pas  antonr  do 
cercle  O,  mala  quU  Tut  fixö  k  ce  cercle  O,  le  point  P  toamermit 
avec  le  cercle  O.  Son  mouvement  ^l^cnentaire  serait  la  diff^ren- 
tielle  d'un  arc  de  cercle,  ayant  le  rayon  OP,  et  la  dhrectioD  4» 
ce  moavement  serait  la  droite  PÜy  perpendicalaire  ä  OP.  AIbsI 
1»  moavement  ^l^mentaire  OP.dtp,  dirigi^  sulvant  PU,  doH  ^tra 
d^eompoa^  parall^leraent  aux  axes  des  x  et  des  y,  et  oo  flftira 
poo?  les  mouvements  dtfcompos^s: 

+  OP.Bg).i:o8PüF,  et  -^OP.Btp. sin PÜF. 

Mais  PUF  est  Supplement  de  POF,  c'est  ä  dire  =  GOP,  et  comme 
OP.  cos  GOP^ OG,  OP.sin  GOP=: PG=iFT,  les  moovemeDta 
d<kompos^  aeroot  exprim^  par 

+  OG.d^  et  -^GP.Btp. 

Maintenant  OG  et  CrP  se  tirent  facilement  des  triangles  rectaa- 
gles  de  la  figure,  au  «loyen  des  angles,  dont  les  valeurs  sontd^ 
termin^es  pr^c^demment,  et  les  calculs  donneront  pour  valeura 
aoalytiques  des  mouvements  paralleles  < 

k  Taxe  des  x....=:^R+r)S(p.  cos  |«  +  fe*+S!^^p  \ 

-r8y.cosj»+y>^+rjy, 

et  k  l'«xe  des  y....=  +  (R  +  r)Sv.Btn[a-i^^E^:^S!tlq,\ 

+  r8y.siD[»+y>^-*Tjy. 

3^.  Troisi^mement  il  Taut  considerer  le  roQuvement  du  point 
P,  occasionne  par  le  döplacement  du  cercle  QU  le  long  de  la 
circonfärenee  du  cercle  OH,  et  sans  oue  Ton  fasse  attention  au 
mouvement  de  rotation  de  ce  cercle  QH  autour  de  son  eentre. 
Ce  deplacement  ^l^mentaire  est  ^gal  a  celui  du  eentre  ^Q,  et  H  a 
Heu  dans  une  direction ,  parallele  ä  la  tangente  commune  HK  des 
deux  cercles.  Or  il  a  ^te  remarque  plus  naut,  que  le  cercle  g^ 
n^rateur  parcourt  Tarc  D'H  correspondant  au  mouvement  angu- 
Ulre  g>  du  cercle  OF,   et  que  pour  le  rayon  un  cet  arc  serait 

rc«.£..9;  donc  Tarc,  d^rit  en  möme  temps  par  le  eentre  Q, 

serait  OQ.-^. 9»   et  Tarc   d^mentaire,  c'est  ä  dire  la  petite 

ligne,  parcourue  par  le  eentre  Q,  et  de  m^roe  par  le  point  Pß  pa* 
ralUtement  i  la  tangente  HM,  aura  pour  expression 
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Cpä  doBc  ee  moavement  du  point  P  qu'il  Taut  decomposer,  et 
pehciie  TaiiAie  HKF  entre  l'axe  des  x  et  la  tangente  HK  est 
fqmteeDt  de  l*angle  FOH,  dont  la  mesure  a  ^t^  assigo^e  plus 
hmtf  on  obtiendra  pour  valeors  des  mouvements  döcomposäs : 

pmlMe  k  Taxe  des  x:.,. 

=-(fi+r)^a^.cosl«+(£|g!l)^,, 

d  panllil«  A  Taxe  des  y ... . 

4^.  Enfiti  le  point  P  a  encore  od  qoatri^me  mouvemeDt  dans 
k  directioD  de  la  tangeote  PV,  et  du  a  la  rotation  du  cercle  Q 
«tovr  de  sod  centre.    Le  cercle  N*  ötaut  transport^  de  N'  en 

9,  Ulm  p«r  cela  un  mouvemeot  aogulaire  =-^9,   et  le  mouve- 

Beut  angulaire^  occasionnö  par  la  rotation  proprement  dite^  ^qui- 

vnt  ä  2.9;  par  consäqnent  le  mouvemeDt  anguiaire  total  sera 

ht  Suite,  le  mouvement  aogulaire  ^l^meotaire  d'oa  point  P  du 
ende  Q,  qoi  a  le  rayon  r,  aura  pour  valeur  dans  la  dlreettou 
de  la  tangente  PVi 

pB 

C'est  le  mouvement  k  decomposer  dans  les  directions,  paralleles 
MX  axes  des  j:  et  ^^  et  tu  que  la  valeur  de  la  mesure  de  Tan- 

LPFÜ,  entre   a:  et    la  direction  PV,  &   6t6  donnäe  prrfc^ 
nant,  cette  d^ompositlon  se  fera  sans  difficult^,  et  on  obti- 
Qidra  pour  valeur  de  Petendue  du  mouvement  ^Iteentalre: 

puay^le  k  Faxe  des  ar,..=-ri^g±I^8y.cos|^^^-y>g+y^>|y, 
H  paranele  k  Taxe  des  y...=+r  il^^d^.gln  ^(P±Slp[!El  ^, 

Volant  k  präsent  la  somroe  de  tous  ces  mouvements  partiels 
Afatirti^reSy  on  aura  pour  les  mouvements  totaoz: 
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-(ll+r)E89.cl.+(2^'!:>»l 

_,((El|«±.^)a,.».|fct^^t'. 

Et,  iDWgrant, 

y=C-  rfi+r)  CO.  {«+(H^+2i:)y)-rco.  |<£±^|±5r^  y. 

9  ^tant  z^ro,  on  aura  en  m^me  temps  j;=0  et  ^=0;  d'ou 
C=(Ä  +  r^8ina=2Vfir,  et  C  =  R,  SuWituant  ces  valeurs  deis 
coD8tantes>  d^völoppant  les  sinus  et  cosinus  ou  a  entre,  et 
mettant  k  la  place  de  sina  et  cosa  les  valeurs,  dont  il  a^tä 
questioD  au  coromencement  de  la  Solution  du  präsent  probleme, 
on  troih^era  fioalement  le  Systeme  d'äquations  de  la  trajeetoire  dl^ 
mandöe: 

x=2VRr+  Ä9— 2(VÄr)cos  (^^  ^ )  9> 

y=Ä-(il-r)co.(H^ü:)y 
+2(yÄr).in  (B^y-rcos  f  ^±^^  |  y. 

D'apr^s  les  r^lations  particulidres  il  pourra    devenir  possible  de 
parvenir  k  une  ^quation  unique  entre  o:  et  ^  par  r^limioation  de 

S,  mais  dans  les  cas  les  plus  simples  cette  älimination  präsente 
es  diffieuit^s  essentielles,  ce  dont  on  pourra  se  persuader,  en 
posant,  par  exeniple,  R=r  et  p=9-  Cette  difficum  tient  prin- 
cipalement  k  la  präsence  du  terme  Uq>  dans  ia  valeur  de  ss;  c'eaft 
anssi  k  cause  de  ce  terme«  que  I'^uation  de  ia  courbe  ne  ser« 
jamais  alg^brique,  mais  toujours  transcendante,  comme  celle  de 


•^ 


h  cjtloM«.  S)  Ton  ÜUtH  ce  tcnne  de  la  vateur  de  :r,  le  sj-etämc 
dbi  ütmifionfl  (8J  se  rafiiiorterait  a  la  courbe,  engendree  Var  lo 
fviat  J  dan»  la  nuiiposili'in  qvo  le  cenlre  IH  da  cercle  jl/»scrail 
nr;  alnrs  rc  corcln  anratt  seatenicnt  un  mouvemeiit  de  rotntion 
«>s  tnunveinenl  de  Irunelution  le  lon|>  de  la  droite  A  U.  El  il 
i'nt  pas  diflicUa  d'entrevoir,  quelle  r«duction  dans  les  termeH  du 
Halte  «yMlctiic  devruil  aroir  lieu,  ponr  f|ue  la  Irajectoire  TiH  celle 
4nM  Ic  cnA  tl'itn  cercle  S/B,  pousse  unirfirmcroent  sans  rotatioD 
k  long  de  la  druile  A  V- 

Du  nt^te.  je  m'abetieiis  de  {ilasieTirs  aulres  remarques  sptf- 
^rs,  Biisqvetlei«  la  cntieid oratio n  des  üquatious  du  Systeme  (8) 
peol  donuer  Iteu.  Ce  qiii  precvde  BnlÜI  aussi  giour  montrer,  vunf 
iKnl  il  faudrnit  procoder  dans  des  cas  mnins  «tDiplex,  par 
«umple,  si  le  mouvement  du  cercle  ^0  devrail  avolr  lieu  le  lon|; 
Sant  Itase  cir^-ulaire,  et  iii^nie  s'it  ne  s'agirait  pas  d'une  courb« 
pluie,  mais  d'une  cnurbe  gaurhe  ou  iinn  plane,  teile  «{u'utic  courlte 
■pb^qiie.     Enfin  ,  oii  pourrnit  «^ttndre  ces  r<iebercheB,  soit  a  l'hy- 

Kibtae  d'antrvtt  courbes  dann^es  quc  des  ccrcics,  seit  ä  celle 
u  mnuvi-nient  varinlile;  duns  cetle  seennde  hypothese  nn  se- 
i^  miiduit  aus  memeH  r^sultats.  h'ü  s'agil  d'uii  seul  cercle  mn- 
Uli  taudU  qiie  la  böse  rectülgne  nu  circidaire  eatfiie,  mais  dans 
RMpposltlon  conlraiie,  et  meme  dans  celle  du  protil^roe  iU.,  le 
ptlMtne  M  cumpliquerait. 


m. 

Heber  die  Brennlinie  der  geraden 
liinie. 


dem  Herausgeber. 


Die  (te^ebene  f^erade  ] 
*lU(il  nir    als    die    Axe   i 


eren  Ürennlinie  i;esiic(it  tvird, 
Ines  recbtwinkligen  Coordiiia- 
^1) ,  und  den  Einfallspunkl  als  den  Anfuns  die- 
>M  C«itriliua(enNV9tenis  annehmen.  Den  einfallenden  und  den 
diRVlnlctcH    Ntrnhl  denken  w'n  uns    als  zwei   von    dem   Einratls- 

Ckl«  udiT  ileni  Anfange  der  .ry  ausgehende  gerade  Linien ,  und 
eirhnen  uoler  dieafir  VoranssetEung  die  von  diesen  beiden 
Sttihlea  mit  dem  positiven  Theilo  der  Axe  der  .r  eingeschlosse- 
WB  Winkel,  indem  wir  diese  WinLel  vin  dem  positiven  TheÜe 
^  As«  der  X  an  nach   der  .Seite  der  positiven  y  hin  oder  durcb 
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den  rechten  Winkel  (ay)  hindurch  von  0  bis  360^  afiUea,  reepe* 


aorcnaas  keinen  iLintrag  tnun  wird,  immer  annehmen ,  ones  aar 
einfallende  Strahl  auf  der  positiTcn  Sdte  der  Aze  der  m  oder  der 
gegebenen  geraden  Linie  liege,  und  folglich  stete 

0<9<180<> 

sei.  Der  reciproke  Ableokungsexponent  soll  im  Folgenden  dorcb 
fA  bezeichnet  werden. 

Wenn  nun  zuerst  0  <  9  <90^  ist,  so  erhellet  ans  Taf.  I.  Flg.  & 
leicht,  dass  hn  Falle  der  ZurOckwcrfung 

ein(9i  — fl00)=^8in(90«>— 9), 

älao 

cos  ^ = -^  ficos  9» 

nnd 

0<9i<180o 

Ist  Im  Falle  der  Brechung  ist  dagegen,  wie  aus  Taf.  I.  Big.  7. 
leicht  erhellet, 

sin  (2700  —  g>i)=f*sin  (90«  -  9) , 
also 

cos^i  =  — fiC0S9>, 

und 

1800  <g)i<  3600. 

Wenn  ferner  90o<9<180o  ist,  so  erhellet  aus  Taf.  L  Fig.  8. 
leicht,  dass  im  Fallender  Zurfickwerfung 

sin  (aOO-.9>J=^sin  (9— 900), 

also 

cos^^rs — fiC0S9>, 

und 

0<9i<180o 

ist  Im  Falle  der  Brechung  ist  dagegen,  wie  aus  Taf.  I.  Flg.  9 
leicht  erhellet, 

sin  (tpi  —  270^  =  fisin  (9—900), 

also 

cos  9>i  SS  «^ficös9, 

nnd  ^ 

180o<9i<360o. 

Fasst  man  das  Vorhergehende   zusammen,  so   ergiebt  sich, 
dass  in  Tölliger  MIgemeinhe 


ge 


••  liD  Falte  der  ZnTÖckwerfunc  stets  r.\vtar. 

,  I  Falle  der  Urethung  stets  zwischeu  180"  uail  360"  ge- 
MBuncm  (Verden  muss. 

Jdzt  nolleri  wir  wieder  die  gepebene  gerade  Linie  als  die 
Axe  der  j;  eines  recbttvinkligen  Contdiuatensystenis  der  xy, 
ita  AnfHng  diocs  Coordinatensyslt^ma  alter  in  der  ^egebe- 
oei)  üerndcii  Linie  ganz  belieliig  annehineo.  Den  einfallenden 
Ktrafal  denken  wir  uns  nun  als  von  einem  auf  der  positiven  Seite 
der  Me  der  x  oder  der  gegebenen  ger&deti  Linie  liegenden  slruh- 
lendrn  PnnUle  (pf/),  dessen  ('nordinateu  io  dem  ISystciDe  der  jry 
sJso  /(,  R  sind,  ausgehend,  und  bczeiuhnen  unter  dieser  V'oraus- 
nvtxuns  drn  v«n  demselben  mit  dem  positiven  Thcile  der  ersten 
Ale  eines  durch  den  Punlcl  (ptf)  geleaten,  dem  Systeme  der  xy 
Par»ltclcti  ( Koordinatensystems  eingeschlossenen,  vou  dem  iiositiveii 
Thede  der  ersten  Ajcc  dieses  Systems  an  durch  den  ents|ireuhea- 
deu  (Wrdimiten>viul(d  hindurch  von  0  bis  3ßO"  gezahlten  Win- 
kel durch  <p.  Uen  ahgcleiikten  Strahl  denken  wir  uns  nie  vorher 
als  >on  dem  r.inl'allsjiunkte  anstehend,  und  bezeichnen  nnicr  die- 
Mr  \  •rnitesetiune  den  von  demselben  mit  dem  positiven  Theile 
der  ersten  Aie  eines  durch  den  Eiafallspnnbt  gelejiten,  dem  Sy- 
■leno  der  xg  parHlleten  Coordinatensystems  eingeschlossenen,  vou 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  an  durch 
dm  entsprechenden  Cuordinatenwiiikel  hindurch  von  0  bis  360" 
«csalillen  Winkel  durch  9>,.  Dann  niuss  man,  wie  aus  Taf.  1.  Fig. 
10.  leicht  erhellet,  für  tp,  q»,  in  der  vorher  gefundenen  Uleichung 


coa  ifi  = 


~  f^cosf) 


dive  tp^-WOP,  9,  setzen,  wodurch  dieselbe  i 
I)    coa9>i  =  ^eos9> 


]  die  Gestalt 


I^UÜ.  Der  Winkel  w  liegt  jetzt  immer  zwischen  160"  und  .360", 
und  der  Winkel  ip,  ist  »vlc  vorher  Im  'Falle  der  Zurückvierfung 
stets  zHini-hen  0  und  ItsO",  im  Falle  der  Brechung  dagegen  stets 
»Tischen  1W>  und  360"  xu  nehmen ,  was  man  im  Folgenden  je- 
dcneit  nobl  vor  Auti;en  zu  bebalten  bat. 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie,   in  welcher  der   einfallende 
Stnlil  liegl ,  sei 

vt  M.  weil  diese  gerade  Linie  durch  den  l'nnkt  {pq)  gebt, 
q  =  Ap^B. 


y~q=A(x—p). 

Nach  den  bekannten  Principien  der  snalyllscbeu  (ienmctrie,  wo- 
JlfA.tna   nur  die  aus   dem   Vorhergehenden   bekannte  Bedeabing 
rcalsahalten  hat,  ist  aber  allgemein 
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il=taiig(9 — 180^:=  taug  9» 

and  die  Gleichang  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  einfallende 
Steh!  Uegt,  ist  ßlgliGh 

2)    Jf— ?=(^-- p)tang9. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Goordinaten  des  Einiallspunkts  dnich 
Pii  gi;  so  ist 

alik> 

3)    pi=p — ^coty,  9i=0. 

'  Die  Gleichung  der  geraden  Linie >  in  welcher  der  abgelenkte 
Strahl  liegt,  sei 


so  ist,  weil  diese  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (pi  qi)  gdkt> 

also 

Nach  den  Princinien  der  analytischen  Geometrie  ist  aber  im 
Falle  der  ZurOckwerfung 

-4|  =  tang9i, 

und  im  Falle  der  Brechung 

Ai = tang  (9i — 180®) = tang  91, 

I 

so  dass  also  allgemein 

^i=tang9)|,^ 

und  folglich 

^)    y=(^-Pi)tang9)i, 
oder  nach  3) 

5)    y  =  (as — p  +  q  cot  9?)  tang  tp^ 

die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  ist,  in  welcher  der 
abgelenkte  Strahl  liegt.  Bekanntlich  liegt  91  im  Falle  der  Zuriick- 
werfiing  zwischen  0  und  180®,  im  Falle  der  Brechung  zwischen 
180®  und  360®. 

Weil  nun  nach  1)  allgemein 

C0S9|C?(KiC0S9 


2» 

kt,  90  ist 

sin  9i*  =  1 — ^^  CO«  9*, 
nd  folglich 

6)    8ln9i=J:V  1  — (»•co»^, 

ffo  man  im  Falle  der  Zaiückwerfung  das  obere,  im  Falle  der 
Brecfaone  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat  Also  ist  unter  der- 
selben Bedingung 

-V     ,                 ,    Vi — u^cosg)* 
7)    tang9)i=±  ^        ^, 

and  folglich  nach  5) 

Qv       .  VI — tt^cosg»*/  ,        .    V 

8)    y=± £^^ -^(a:— p+q cot q>) 

^  f&COS^  ' 

die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
fiegt  Nimmt  man  aber  (i,  welches  bisher  stets  positiv  war,  von 
jetxt  an  im  Falle  der  ZuHfck werfung  positiv,  im  Falle  der  Bre- 
chung negativ,  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

n\  V 1 — ii*cos®*,        _  ,         .    . 

9)  ff= 5- ^(ar  — ti  +  acotg>) 

'     ^  fiCOS^         ^         '^      ^        ^' 

die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
Fflr  den  veränderten  Werth  q>'  von  9  ist 

10)  3,=VH2^(^_p  +  ycot/) 
^  ^cos^'  ^ 

die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt,  wobei  natQrlich  p,  q  constant  angenommen  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  x^  y  die  Coordinaten  des  Durch- 
echnittspunkts  der  beiden  durch  die  Gleichungen  9)  und  10)  cha- 
rakterisirten  geraden  Linien,  so  mflssen  x,  ^aus  diesen  beiden 
Gleichungen  durch  gewöhnliche  algebraische  Elimination  bestimmt 
werden.    Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

11)    {  ,  ,    "°7 

COS  9) 

ao  erbkUen  wir  auf  diMem  Wege  ohne  Schwierigkeit: 


Setzen  wir  <p'ss^+^^,  so  ist 
und  folglich,  wie  mao  leicht  findet: 

oder 

Da  nun  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinie  offenbar 
die  :6rSiiieil  sind,  denen  die  vorhereebtifekden  CooFdinateo:  jr,  [jß 
sich  nähern  9  wenn  man  J(p  sich  der  Null  nähern  tässt,  so  erbaMwü 
wir  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen,  wenn  wir  diese 
Gränzen  der  Kürze  wegen  durch  ^»  ßf  selbst  bezeichnen,  ftfir  die 
Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinie  unmittelbar  die  folgenden 
Ausdrücke : 

dF(<p) 

^^^"  W) ^. 

Durch  Differentiation  findet  man  aber  leicht  nach  II): 

8fYg)     _       (l-fi*)cosy 
15^     I        öy  sinqp*  Vl^^os^ ' 

'"^^"".    eos9i*VT^-fA:o89^' 


»1 

felgiieh  nach  14) ,  wie  man  nach  einigen  Reductionen  leicht  findet: 

«— p=(l  — ft*)eot9".9, 

16)  i  _'/VT^ 


/Vl^«co»»«Y^. 
V  sing?        J     II 


freicbes  abo  die  Gleidrangen  der  Brennllnie  der  gegebenen  ale 
Aze  4^  op  angenommenen  geraden  Linie  sind. 

Für  die  gewöhuliche  ZurüciLwerrung  ist  bekanntlich  fft=  I,  und 
folglich,  wenn  man  nur  berücksichtigt,  dass  nach  dem  Obieen  ip 
immer  zwischen  180^  und  360^  liegt,  also  sin^  stets  negativ  ist: 

worans  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  die  Brennlinie  der  g^ 
gebeoen  geraden  Linie  sich  auf  den  durch  die  Coordinateo  p, 
—9  bestimmteo  Punkt  rediicirt,  was  bekanntlich  ganz  den  Leh- 
ren der  elementaren  Katoptrik  entspricht. 

Dm  die  Gleichung  der  Brennllnie  der  gegebenen  als  Aze  der 
jt  angenommenen  geraden  Linie  zwischen  x  und  y  zu  finden^  muss 
man  aus  den  beiden  Glelebungen  16)  den  Winkel  ip  eHmfaiiren. 

Zu  dem  Ende  erhalten  wir  zuvörderst  aus  der  zweiten  der 
beiden  Gleichungen  16): 

fiy / V 1 — ^*  cos  <p^Y    ft  y'  _  /l— ft'cosy^V . 

^  ""  V        «iny         /         9*    ""  V     siny*      /  ' 


V      g"  sin9>'  X       r-         ^ 


d.  i. 


Verbinden  wir  hiermit  die  erste  der  beiden  Gleichungen  16),  so 
erhalten  wir: 
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-t^'=(£^,. 


Liegt  nao  tp,  welches  bekanntlich  immer  zwischen  180^  md 
300^  lie^y  zwischen  180^  and  270^,  so  ist  coto  positiv,  und  fbig- 
lich nach  der  zweiten  der  beiden  vorhergehendeo  tiMdmngett 

also 

(1— ^«)V^    ^    '         (l-^")V'9» 

nod  foJgUcsh  wegen  der  ersten  der  bdden  Gleichnngen  18)s 

I  .  t 

19)  «=p-(j-V7*^)t/  j-  V^-V>*V| 

^        (i-ft»)V? 

Liegt  V  zwischen  270^  und  360^^5  so  ist  cot^-  negaMv,  and 
folglich  nach  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  18) 


also 


(l-,i«)V^«    ^     '        (l-ft»)V7» 
und  folglich  wegen  der  ersten  der  beiden  Gleiqliungen  18) 

^   '      (i-,i«)V^ 

Aus  den  Gleichungen  19)  und  20)  ist  ersichtlich»  dass 
im  Falle  der  Zurückwenung  und  im  Falle  der  Brechung  alsBreon- 
linie  ganz  dieselbe  Curve  erhält »  weil  diese  Gleichungen  sich  nicht 
ändern,  man  mag  fi  positiv  oder  negativ  nehmen.  Es  kOnnen  also 
nur  gewisse  Theile  dieser  Curve  dem  Falle  der  Zurfickwerfng, 


3S 


ET. 


wisse  Theile  derselben  dem  Falle  der  Brechang  eotspreckea. 

a  die  Gleicbungen  IS)  beide  Fälle  gAoz  streng  und  bestimmt 
¥OD  eioander  nnterscbeiden »  so>lasse  ich  mich  auf  weitere  Unter- 
sochongen  bierflber  jetst  nicht  ein,  da  fiberbaapt  diese  Abband- 
long  vorzugsweise  d«  Zweck  pat,  die  aHgenieine  Metbode  der 
EDtwickelung  der  Gleichungen  der  Brennlinien  durch  ein  sehr  bemer« 
kenswerthes  Beispiel  zu  erläutern,  und  möglichst  zweckmässige 
■od  einfache  Formeln  zur  Construction  der  Brennlinie  der  gera- 
iImi  Liinie  zu  finden. 

A«s  den  beiden  Gleichungen  17)  ergiebt  sich  auch  unmittel- 
die  Gleldmng 


also 


i      Mglicli 


oder 


''-'•'C-f)"=-l'-V"'^T- 

<._„.  (£=£)■=- j,-^(J)«j, 

I 

,,(l)S^(l-,.).(£=£)5=,. 
21)   (i)-(-±^)\  =1 


oder 


22) 


(i)%r=i-v=. 


VV^a— i. 


wo  die  erste  oder  die  zweite  Form  in  Anwendung  zu  bringen  ist, 
jenachdem  der  absolute  Werth  von  u  kleiner  oder  grösser  als  die 
EiDoett  ist 

Da  es 9  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  offenbar  verstat 
let  istt  |i=0  zu  setzen,  so  ist  auch 


23) 


iNi 


()'-(zr^v=. 


Vi—ii*. 


) 


IMIIL 


34 

od«r 

I 

i 

fenachdem  der  absolute  Werth  tod  u  kleiner  oder  grosser  als  die 
Einheit  ist. 

Hieraus  ericeont.  man  auf  der  Stelle ^  dass  die  Brennltiile  "der   ; 
geraden  Linie  die  Evolute  eines  Kegelschnitts  ist 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  beliebigen  Punktes  (^Tt^gö 
der  Brennlinie  von  dem  entsprechenden  Einfallspunkte  (Pi^i)  dinai 
R,  so  ist  bekanntlich 

Ä=V(ar-pi)»  +  s». 

Weil  nun  nach  3)  und  16) 

Piz=p  —  qcot<p; 

ar=p+:(l^^«)C0t9».9,  y=  ("V  1-  |.«co«g>«y .  g  . 

V'       BHup         /     r* 

also 

^-?A  =  |1+(1  — A')cot^)5röot9, 

oder,  wie  man  leicht  findet , 

Ä— Pi  X ^ — s-^  ccqlttp 

ist;  so  ist,  wie  sich  mittelst  leichter  Rechnung  ergieht: 

also  nach  6) 


Ä.=C£in2iy._2L^ 

VsmqE)/      fi'^sm^)' 


Bekanntlich  ist  q  immer  positiv,  fi  ist  aber  im  Falle  der  Za- 
rflckwerfung  positiv,  im  Falle  der  Brechung  negativ;  der  Winkel    i 
9.  lie^  immer  zwischen  180^  und  360^»  üinq  sin^  ist;  daher,  steto 


26)  »=TÄiy.-.ii--»iSjs;,  , 

\8in(p/    fi8inq>  fisin^'         ' 


• .  I 


wenn  man  im  Falle  der  Zurückwerfung  das  obere,  im  Falle  d«r  ^ 
Brechung  das  untere  Zeichen  nimmt.«  Bezeichnen  wir  aber  den  , 
absoluten  Werth  von  fi  durch  (n) »  so  ist  in  völliger  AllgemeiDbeit 
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* 

beiden  Fonoeln' 

27)      C08Q>i=:ttC08a)> /£= — J  ^   .        «  ; 


(|[i)8in  9^ 

.   ■    i     t  •   •  .      ■■       i  I 

-  ,i  •  ■ 

bei  denen  man  sich  zu  eriiMieni  hat^  dass  a>i  im  Falle  der  Zorflck- 
werfbng  zwischen  0  und  180^«  im  Falle  aer  Brechung  zwischen 
180^  ond  360^  genommen  werden  muss,  bieten  ein  vortreffliches 
HiiUsroittel  zur  Coqstructioo  .d^r  Trennlinie  der  geraden  Linie  dar, 
was  weiter  zu  erRj^terto  hier"  hiebt  nuthig  sein  wird. 

Wir  wollen  iizm  aber  n<ich  die  Winkel  aus  den  obigen  For- 
meln ganz  eliminiren,  und  bloss  Linien  in  dieselben  emfuhren, 
was  b^nders  bei  der  Construction  der  Brennlinie  wünschenswerth 
sein  kann. 

Weil  nach  3)  . 


\ 


cotg)  =  £ — P^ 
9 

ist,  so  ist  .(''.         I     '/''■ 

Sin<P*=3  »  1 ^-^-it*  COS<P*= -r-^^2- 'J"  ■•■'a» 

'^   <P^ih)*+g*      '     (p-Pi)*+9^ 

Bezeichnen  wir  nun  aber  die  Entfernung  des  Einfallspunktes  (Piqi) 
von  dem  strahlenden  Punkte  (pq)  durch 'r,  so  ist  bekanntiich 

■      ;  ■         ■ 

■  ■  ■ 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

»■ » 

,in,,.=(i)',  co8„«=(^--a)' 

Also  Ist  nach  6)        . 

sm9i*=l— |**cosq)*= i--^4 — ^^* 

Dm  sing)  immer  negativ,  g  dagegen  immer  positiv  ist,  so  ist 

. .  sin  9=*- 2.,  sin9'=  i-^ 2j ; 


sm 


und  folglich  ,nach  96) 


3  • 
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Setzt  man»  was  offenbar  verstattet  ist»  psO»  so  wird 


oder 


30)    Ä  =  !±=mi^tf2l). 

r  11.1  A« 


M9' 


Auch  ist 


oder 


oder 


"'"=Ä  IG) -•(?)'! 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte 
Strahl  liegt»  ist  nach  dem^  Obigen  bekanntiich 

Vi — tt*cosq)*/  V 

^  |XC089?  "^         ^*^ 

Für  p=0  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


also 


1-*  fi*cos  gfl  = 15-^—  9 


VI  — fi*co89*=  —  Vr* — |*Vi*5 


und 


0  s 
eosop*=^. 


Nun  erhellet  aber  mittelst  einer  einfachen  geometrischen  Betraeh- 
tung  soffleich»  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  das« 
«=0  sem  soll»  pi  positiv  oder  negativ  ist,  Jenacbdem  cp  zwischen 
2700  und  3600  oder  zwischen  180^  und  270»  liegt»  d.  h.  jteiäft- 
dem  coso  positiv  oder  negativ  ist»  so  dass  also  pi  und  cos^  je- 
derzeit gleiche  Vorzeicheti  haben»  folglich  nach  dem  Obigen  in 
▼Olliger  Allgemeinheit 


coso=ö 
r 


ist.     Alao  ist 


34)  Vr«-ftVi«(^^     ^ 

fie  deichuDg  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenicte  Strahl 
liegt.    Diese  Gleichung  Icann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrOcken: 

oder  auch  anf  folgende  Art: 

36)    ,=  :f(l^E.^)l(lr-p,)(ir+p,), 

wenn  uian  nur  in  dieser  Gleichung  jederzeit  im  Falle  der  Zurfick- 
werfoBg  das  obere»  im  Falle  der  Brechung  das  untere  Zetchennimmt 

WeU  nach  39) 
also 

ist,  so  ist  nach  34)  auch 


oder,  wie  leicht  sthellea  wird. 


"^  »=^'0-ä)v^  . 


die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt ,  wenn  man  nur  in  derselben  im  Fälle  der  Zurflckwerfung 
des  obere,  im  Falle  der  Brechung  das  untere  Zeichen  nimmt. 

Die  beid«!  Gleichungen 
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WO  man  im  Falle  der  Zurückwerfung  das  obere,  im  Falie^  der 
Brechung  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat»  scheinen  mir  bei  der 
Constniction  der  Brennlinie  der  geraden  Linie  auch  eine  beson- 
ders zweckmässige  Anwendung  zu  gestatten.  Für  jeden  in  der 
gegebeneu  geraden  Linie  angenommenen  Einfallspunkt  kann  man 
mittelst  dieser  Gleichungen  leicht  die  Lage  des  abgelenkten  Strahls 
und  die  Entfernung  des  entsprechenden,  in  diesem  abgelenkten 
Strahle  lieceuden  Punktes  der  Brennliuie  von  dem  angenommenen 
EinfallspnidLte,  auf  diese  Weise  also  beliebig  viafe .  Punkte  der 
Bfennlinie  bestimmen,  und  diese  Curve  daher  selbst  constroirffD- 
kth  mochte  selbst  diese  Gleichungen  bei  der  Constniction  der 
Brennlinie  noch  den  trigonometrischen  Gleichungen  27)  vorzuzie- 
hen geneigt  sehn,  wenn  diese  -letzteren  Gleiehupgeii  auch  aller- 
dings eine  leichtere  numerische  Rechnung  gestatten. 


Tit. 

Bemerfcnngr  zur  Abhandliiiu:  VII.  Ib 

Theil  X. 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    D  i  e  n  g  e  r , 

Lehrer  an  der  hdlieren  Bärgerschale  zu  Sinsheim  bei  lleidelberg. 

Wie  der  Herr  Vf.  dieser  Abhandlung  bemerkt,  hängt  Alles 
von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 

D£f(Jt,n)=ZDf(x,n) 

(S.  77.)  ab.    Diese  aber  ist  richtig,  wenn  die  Reiben 

f(xj)+f(x,2)+...m  in«,  und  r(x,l)+f'(x,2)+..An  inf. 

beide  konvergent  sind,  so  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Differenziation  unbedingt  Statt  findet. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nnmlttelbair  ansDi^k* 
sen:  „Organen  der  ges.  tr.  Analysis'^  1.  §.  313.  Lehr- 
satz 27.,  wenn  man  dort 

setzt,  und  annimmt»,  dass  um  mit  wachsendem  m  sich  der  Null 
nfihere.    Denn  dann  ist,    nach  dem   angefllhrten  Lehrsätze»   da 

ist«  '^ ' 


3» 


f  Unid  in  Analyst  Matliematica  valeant; 
8i|^a  lila  acßf^  Iiog^Co?),  Sino?,  Coso?, 
Aresin  o?,  Arccosa?^  dlsauislllo« 

Auctor  Dr.  E.  G.  Bjorling, 

ad  Acad.  Up«al.  Docen«  Math.,  ad  GjmD.  Aros.  Lector  Hath.  detigo. 

iEx  Actis  Acad.  Scient.  Stockh,  anni  i845,)  ') 

Continoatio   **)• 


CAPUT  ffl""*. 


Quid  in  Analysi  valeant  sigoa 
Sin  X  ßi  Cos  jr,  Arcsin  x  et  Aroeos  x. 

Quid   valeant  signa   Sinj?  et  CosoTy   x-valore   quolibet 

Reali  x  <|oAlibet  aeqiiatio  (31)  in  Cap.  Imo  suppeditat 

(  Co8a;+  V^  Sina:=:«'V^ » 

(1)    .    .     .       i  ^  ,— ,  ,> 

I  Coaar— V^Sinj:  =  €-'^^^; 

«de 


^•Coaf.  nolnlam  .heic  prozime  8ab«e(|uentcm. 

**)  Ba,  ^^ut  pratcedaat  (vid.  Th.  IX.  hu  jus  Archiv!  p«g«  383  «cqq»)* 
•»Bi«,  4aM  d«  «igau  X9  et  Log  ^J:)  in  Actis  Acad.   ScieoU   Stockh«  ot 


Co8a;  = 5 — — ^ — ' 

Imagioarift  autem  .t  noUus  his  sigois  Sino:  et  Coso:  in  praeceden- 
tibus  Analyseos  partibus  tributus  fuit  sensus.  Licebit  igitor  ab- 
hiDC,  omni  absone  periculo  harum  partium  laedendarumy  aequa- 
tiones  illas  (x)  rata«  haberi  et  universales  slgnorum» 
de  quibns  quaeritur»    definitiones,    ideoque  —  looo  ipsins 

SP  expositA  a+ßV^  nee  non  dctUitA  aeqoationis  (31)  in  Cap.  I«o 
ration^  habitA  —  statu!: 


Sio  {a+ß\r^)=^\'^'^8in  a  4:  ^^^Cos«.  V;^ 
'  ^'^^  Cos(«+/J V^)=  ^±5I?Co8 a- ^5?=^^S!n u .  V^t 


müdem  disserlaiiooi  titnll  heic  »nperscrlpti  referenda  cnrtTimas,  conficinnt. 
ytiae  loco  eil.  [Arch.  Thl.  IX.]  deprehens«  sunt  mcnda  aliquot  graTiora 
typographica  alc  decet  corrigit 

Pag.  S83.  Li^.  &  loco  Anctore  leg.  Aocior. 

„  386.     „     penol».  loco  VIII.  leg.  YII. 

„  991.     „      17.  insignienda  e»t  notnlA  (6''). 

„  395.     y,     3.  loco  edito  leg.  edicto. 

n  401.     f,     penalt.  loco  Qaadrati  leg.  Quadrat. 

>,  408.     „1  „      0B')  „     (23'),. 

,1  404.     „      16  '  „      quaeqoe     „     quaeqnae. 

„  409.     „     ultima  insignienda  est  notulA  (54). 

„  410.     „     5.  loco  (53)  leg.  (54). 

„  411.  in  aeqn.  (21)  loco  X/JH*  leg.  XfV*. 

„  412.  liin.  19,  loco  protmntie    „     pronniitia. 

„  4ia.    '„     11.  inaigsienda.  est  notiiU  (26). 

t,  418.      „     5.  loco  (^COTi  ....0?)  leg.  (2X|  ••••d^)* 

,9  ,1         ,»     5.  (ab  imA^  loco  quem  leg.  quam«    • 

„  ^20.      „     5.  loco  ß  leg.  ö* 
«       »•        »»     22.  II     (8)  n     (3 ). 
»,        fi        f»     26.  „     valueris  leg.  volueris. 

I,  421.     .,     13.  „    tö  ,1     i». 

„  428.     „     T.  (ab  imA)  loco  i?-|-jr  leg.  7*+5r. 

„  429.     „     10.       „  I,     (2*+l>r  leg.  (2*'  +  l)fr. 

4»         „  II      utraqae  leg.  olerque. 


♦f         »»  n 

,1    -431.     ,1     2.  loco  incommodo  leg.  iucommoda. 

II       I,        ,1     10.   „     fueiis     ^        II     feccris. 


Haec  fere  de  praecedentibos.  Deiis,  qaat  sequonluri  admonen  oportet 
contnlisse  nos  heic  in  nnam  nön  modo  ea',  qaae  de  hac  re  In  Actis  Acad. 
Stockholm,  annl  1845,  sed  etiam  qvae  in  NoiA  quadam  (sappl6menti<honun 
Instar)  Academiae  eidem  d.  2.  Febr.  ajini  hojasce  l847  referenda  curairinuu. 


m 


iSiii(^J:jf)==Siii^Co»y±Co8a?Siof  y  '  ■•     ■ 
Co«(^±y)=Cosa:CosyTSiiixSiDy 

I 

■  ■  ■      • 

ezposnisse  eanimqiie,  Qt  ex  aequationibiiB.  (2)  et  (29)  [^Cap.  I.] 
pUlM  apparet,  maoere  Um  immutätani  o?-  et-^-Taloribiif  tjoibiw: 
f  »quii  admonuisse;  quanim  praeterea  benefilcio  rectl»''daiii  erlt: 
opus,  cetenus  deduci  licebit  innummera^»  ex.  gr. 

SiD  f  ä-T^1=Cosa?, 

.  Siii(»TJ?)=±Siiijr; 

Co8(«Tjr)  = — Cosor; 

'  . .  I 

et  sie  porro. 

Praeterea  notataeat  vere  condignum,  qooniam  juxta  aequ.  (27') 
[Cap.  L]  ;r-valore  qaoBbet»  reali  aeque  ac  Imaginario,  habentar 

-i=l+j-V-l  — 5^-1^273  V -1+1^2.3.4+®*"' 


•  _l-j  V^— j  2  +  i.2.3^~^  +  1.2.3.4    *'*■ 

propterea  sie  quoque  j:-yalore  quolibet,  luxta  aequ.  (2)  [vi  qai- 
dem  theorematis  nlfiia  3t  in  pag*  289.  öperis  ,>Anal.  Alg^br/' 
dtati]»  obtinere 


x^  x^ 


Sio  «=«  -  j-^  + 172-^^-  etc. , 
(5)    .    .    . 

Co8*=l-j-2  +  j-23;^-etc.  *) 


■ 

*)  H««  ipsae  tnnt  aequalionet  (nti  satis  est  nolam),  qaae  apnd  Caachy 
DafiBitionnm  occnpaat  locam,  nottrae  antem  Definitionen  [aeqaaliones 
laif«am  (ji)]  Cartollarla  Kamm  censentar.  — 'Hao  qtiidem  In  re  nil  tana 
laiereat,  vier  potissiimim  eiigalur  ordo  rernm;  sed  lamcn  simplicilati  ma- 
lim  etta  conaaltnm  Tidelnr ,  ti,  dam  ita  fiarl  potett^  finitae  formae  for- 
poliaa  quam  infinitaa  Definilionum  in  locnm  cooptaveria. 


•  »■■■  .■        •  ■:::  .?■»..;.  .■  '        i-  •    •    ■:    .. 


j.2.    . 
Quid   valeat  sigDum  Arcsin  x*),  ar-valor«   qaollbet 

1.    OmnluiB  primo  juvabit»  quod.prozime  anteoedentibus  intimo 
coojunctuin  est  nexu»  hoc  8oIvi4^ 

P  r  o  b  1  e  m  a. 


'  .  lliFeDire  aiiantitatea  eää  i  uj^iversas»  qaibos  cöA- 

(6) S\nt=(t+ßV^=x 

(a  et  ß  realibij^  quibuscomqne) 

Hat  satis.    Tali  (si  exsistat)  <|uantitati  unicoique  forma  cedat  ne- 

cesse  est  isthaec  u+v  V — 1  (u  et  v  realibus) ,  ideoqae  loco  aeqna- 

tionis  novissimae  hane  licet  substitui  Dovam: 

# 

Sin  (tt + c  V"=^)  =  o + j8  V"=l , 
i.  e.  [juxta  C^')  in  §®  praeced.] 

i.  e;  . 

— 5 — Sint(  =  a, 

(6*)  -  e.  -  ^. 

— 5 Cos  u=ß. 

< 

1») 

Quoties  iiec  a  oec  /?=Ofueriiit, 
toties  loco  aequationum  (6^^)  substitui  licet  hasce 

2  Sin  t« ' 

^ i  e^-^e-^ ß_ 

2       ~"Costl' 

*3  PraecedentibuB  ex  Analjseos   partihns  commonere  hoc   loco  iavatf   x 
reali  ac  numerice   ^  1 ,  signo  illo  Arcsin  ((2*))  intelligi 

±(ArcMi.«-i)4j±t*«  »e.  Arc.i«((l))  J:(Ar<»in«-J.), 

scilicct    „ArctlnJ?**   hocce    limitibiis  4-^  luind  czcedcnle. 

S 


\  - 


' 


(qsoniam  fieri  bod  potesMa-  boc'cami  ut  Sin ii  nee  Co8ai=0  sit); 


Slnu""  Cos» 

(8) {  .  • 

*    _^ «_        p 


ideoqiie  (td  ipsam  u  inveniendam)  habetur 


■  ••   "ii 


Sin»  "^Cosu 


(•  ^ 


sea  —  [qnoDiam  jazta  (ß)  fleri  n^n  Rötest  nt  u  (si  cxsistat)  talb 
nt>  nt  ^.    /et  |7~-xCodem  «eseot  valore  numerico]  istbaec 

«*  ß*    _| 


Coa*«— (1 :- ««-/??)  Cos  «ti-.j3«=0, 

aeo,  qaoniam  fieri  non  omnino  iget^st  ütCos^  negativa  ait  qnan- 
titas, 

ideoqoe  )    y 


S|„,.  =  ^±pJ:^^f^±E±I^ 


«« 


«» 


nee  non  (qaeniam,  aecund.  (7),  Sintieodem  necesae  ait  aigno  aca) 


a 


nO) Sint<=-,  *) 


Mm 

^  Ooantita«  Imec  —  reverÄ  namerice  ^1  est.     Ecenim  8i  foret 

r 


•rice  ^  1 }  i.  e» 


v..>\r?!±pti+^  c-:^±f±-')"-* 


«IBO«|me  obciaeret 


4* 


1 


posiU 


seu,  quod  idem  valet, 
(11)  ...  M=:Arc8iDrr-^^=Arc8lD((l))±(ArcsiD-— |). 

Idcirco  qnoniam,  utijam  compertum  häbemiis,  fieri  hob  polesi 

quin  'ip«l  u  bk  u  +  v  V— 1  (si^uideiii  exsiBtai)  certe  quispiani  cadat 
valor  ex  iU»  quos  compreheodit  posterius  hoc  membnim,  ideoqpM 

prout  u  superiori  erit  forma  (11)   aat   ioferiori;     propterea  prior 
aequationom  (8)  abit  in 

positt  acilicet,  brevit|ti8  ergo» 

seu,   quod  idem  valet  (quippe  quod  realium  modo  quantUatoiii  9 
heic  mentio  est  ii|ata), 

(12)   .   .   .   .'v.   .     =±%  +  ^^d), 

vi  aeqiiatioDis  iilius  (a)  in  notft  contextui  heic  subscriptA. 


hCU 

id  quod  «bsardam,  qaolie«  (at  heic)  oec  «  ntc  /?=0  fneiiiit. 

*)  PotitiTam  reVerA  es&e  karam  utramqve  xJb~7Si^»     ^'     *^ 

Vp 

«•40.  (9)  patet,   quippe  qnae  indicat  etse 


um 
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Eosdem  qvooiam  posterior  {nsoper  aeqiat*  (8),8uppediti4  r* 
Talores,  jam  probe  est  ezpertum  fieri  non  posse  ij^uio,  certenec 

teaui  ^Biqoidem  eaeielaiit)  in  peeteriort  comprehenaa  ait .  oiembro 
aequafionie   hujusce: 

a3)...i==Aroeio((I))  J:  [Arcsin  ~f  +  V=I  •  %'+:^^]. 

Et  qiddein  reverft  jam  omni  absque  negotio  ezperiri  licet  ea- 
wwm,    qtpaa   comprehendit   hoc   membrnm    posterius,   quantital 
■■A^s4qiie  ^en  satis  proUemati  seu  aeqoationi  (6>  vel  ^^.)i 

20) 

•  ■ 

Sin  Tero  a:=0  sit 
Otaque  x=ßV^'-i,  ß  reali  quäiibet); 

aeqoationes  illae  ((i")  in  has  abeuot 

— ^ — -Sin  t«=0, 

(7') !  ^     , 


qoarnm  prioris  in  loco^^ppo  cui  aliter  satisfieri  oequeat  realibus 

titui  HC 


tc  et  V,  substitui  ßcet 

Sinic:=0. 

Idcirco   qnouiam    (ut  ex  hac   patet   aequatione)    fieri  non  potest 

qoui  Ipri  u  in  ti-f  v  V— 1  (siquidem  exsistat)  certe  auispiame 
▼alor  ex  iis»    quos  coroprehendit  posterius   aequanonw'  bilji 


cedat 
jusce 
menbram 


(IV)    .    .    .     M=Arcsin(j[0))=Arcsin((l))T|. 

ideoqoe 

Costi=-jbl» 

proot  «  snperiori  erit  forma  (110  ^"^  ioferiori;   propterea   loco 
aequationis  (7')  habetur 

e»«e-»=±2/J,  seu€»  =  ±i8+V^Hi, 


=v-.JLa 


r 


Uaoqoc  ejäftdem  8igai  qnanlitalcB  «mbat|    i.   e«  (qnoiiUm  y  p08liiT«  et!) 
ptftitiTM,   ttl  fccil«  patet. 
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■      ■  .  •  ■  .       .        • 

^ibus  jam  probe  est  expertam  fieri  öon  posse  quin  in  lioecavB 
-coaifiiaeqiie  quantitatiun  2 -quaesitannb  («iquidem  naHMtoA)  hipei^ 
teiiori  comprehensa  sit  membro  aequationis 


Mit 


a3').v.^  i==Arc8in((l))dbfV^-l.i(/J+ VFFl)- 1). 

Et'  qoidein  reverft  jam  omni  ab«qoe  negotio  expeiM  Befet  ear 
Tum,  qoas  compreheodit  posterhia  boo  membram,  qnaotitadpoi  «aA- 
qaiqite  fieri  «atis  probiemati  proposito.  —  Et  quod  ae^iajy  taiec 

(13')  nonnisi  ipsam  (13),    posito  in  ek  a  =  0  [onde  y  =  V^/J^+1, 

d=:V^],  conficit;  propterea  jäm  nobis  licitum  est  contendere 
ipsft  hac  aequatiooe  (13)  ^oiutum  esse  problema  nostrum,  certe 
nisi  ß  sola  =0>  i.  e.  nisi  x  reaiis  =a  [haud  ziSro],  fne- 
rit    Et  quod  ad  specialem  haoc  casum  attinet,    scUicet 

30) 

81  ß  sola  =0  Cuerit 
(ideoque  x  reaiis  =a,  liaud  z^ro), 

haec  tandem  adjicienda  sunt  verba.  ^^  Aeqoationes  illae  (6^  tone 
abeunt  in 

;    42 ..     Sin  if?=g, , 


■  •  • 


I  •  • 


1  ■.....*' 

patet  exfemplö  fieri  non  posse  |it  nttnc  Sliitf:£:V^it.     '*' ' 

iarain  posteriori  satie^eri  aliter  non  poiest  nisi    •     \  '   .  .i  ., 


ünde 

Harain  . 

l)  per  CosM=0,    2)  per  «•—!?-• =0.  '^''  " 

,,Co8tt=0''  secum  ferat  necesse  e^  Shitf=:(l,    vi  cnjüs'^or 
(7*)  abit  in  ^ 

6»  +  «-»=±2cf,  i.  e.  €«'=dba±Va*— 1; 


pertinere  relationem    lilam  üosm=U.     l^uare   tunc  posteriori  i/") 
aliter  satisfieri  nequit  .nisi  acceptft  rclatione  alterA 

e^^c^^^-O,  i.  e.  v=0, 

vi  cujus  prior  (7")  abit  in  . 

i 

Sin  ti  =  a ,  11  =  Aresin  ((«)) , 
atque  habetur,  quac  ex  clementis  jam  satis  est  nota,  aeqoatia  illa 


'«7 

OST)  .^4  x*aAh5*i((a)).=:Arc8i»^))±(A^to«— J). 

Bmo.bmtkm  BdaequatioDcin,  eUamsItraaniei'iee^^lB^» 
ftn^mai  plaw  apparct.   -^   fit  qaoi  aeqoatio  lia«e  (13^)  oomusi 

^iii'(lS)9  foiAtis  Ui  eft  ß=0  atqoe  a  uumerice  ^1  [unde  y^l, 

1=0],  .cooficils  propterea  jam  pobis  licitum  e^t  «ontendere  in  hoc 
etiam  casu  soiutum.esse  problenia  aequatione  hac  (13). 

Dum  vero  a  liunerice  >1  est  *);  e  contrario  altera  illa 
rdMio  c'-<-ff^=0  (i.  «^«sO)  nihil  ad  rem  habet  momeati,  —  id 
qaod  es  -  priori  X?'')  plan«  appawt  -^;  tjoare,  in  hoc  dcmum  oasta, 
sahmi  Id  reatat  nt  accipiatnr  Coatia:^^  ideoqoe 

Sini<=±l 


■  II 


qoamm  tamen  ambarum  —  [ut  et  priori  (7")  patet]  —  auperior 
•oln,  dun  a  poaitiTa  eat,  inferior  aum  a  negativa,  erit 
adaatttenida.    laeoque: 

priori  in  casu  (a  positiv^  >1)  aequatioiiibus  (7")  satisfieri 
aliter  neqoit,   nisi  acceptia 

Sintt=rl,  «==  Aresin ((])), 

*•  «•  ^  .  .  .       .     i 

c»=a±  V«*=l,  t)=±/(a  +  V«V^); 

posteriori  autem  (a  negativa  Dumerice  >1),  nisi  acceptis 

SinuS'^l^  tt=  Aresin  ((—1)), 

i.  e. 

qnibiu  jam  probe  eit.eipertam  fierl  non  poese  'qoia,  dum  ß=0 
at^ae^  a  numerice  >  1  est,  unaquaeque  quantitatum  z  quaesitarum 
(8U|oidem  exäiatant)  in  posteriori  comprefaensa'  sit  aequattonis 
bojaece  membro: 


*)  Admon«re  obiter  jovat  in  hoc  casa  abire  aei|aalionem  (l3)  in  formam 

^■ippe  «fnoniaiir  ia  bee  eaan  obtinett 

QmMtmum  «0  quonam  demom  pacto  lio«al  coniendl  aeqnationo   hao  (rS)  toln- 
in  hoc  qaoqne  casu  probicma  proposiium,    id    insetiuens  jam    com- 
r«bit  examen« 


Et  qoidem  referä  jam  omni  absque  negotio  eiperiri  ttctt  et*- 
I,    qüas   comprebendit   posterius   hoc   membrnm,   oiuuititaiHB 
noftquftque  fien  satis  probleinati  seil,  aequatiooibus  illis  (7^.  — 
Ef  quod'aequatio  illa  (13),  positis  in  eA  ß==0  atque  ix*>  1  [uaie 

y=Va*>  4=V««— 1],  formam  tllam  QT)  *)  indait:  qüae  astem 
ipsa  [slve,  quod  in  ei  occurrit,  symbolo  7^  vim  subjeceris   +1 

sWe  —1]  Donnisi  aeqaationem  (13'^  conficit  ^);  prapterea  jam 
demum  nobis  licitum  est  contendere  in  omni  casn  8«- 
latum  esse  problema  propositum  aeqoatione  illA 

aS)...  z=ArcsiD  ((!))  J:  [Arcsin  ~  f  +  V^ .  I(y+  ;^8)l 

2.    Jis  convenienter,   qnae  in  doctrina  jam  ouantitatam  realiom 
fuerunt   accepta  ***),   universalis   ea  formula    [  posterius   iaquam 


*)  Yid.   notam  (8nb  coateztn)  proxime  praecedenUm« 
**)  Nam  1®)  dum  a  positiTa  est,  aeqoatio  (iS'"')  dat 

%  =  Arcin  ((!))  ±  V^.  /( V»*  +  tl?^) , 
atque  aeqaatio  (fi)  tnnb  abit  in 

«=Arc.i>i(0))±  ♦^=T./(V»»+ :^.  V^i'^i); 

qaaa  e^uidem  ambas  idem  prorsns  Talere ,    sjmbolo   Uli  ^  sItc  -|»  1  ai^e 

^1  aobjecerla  noiionem,  id  omni  abscpie  ezplicatione'^atet. 
Et  <ji4^am"$^]^  dnm  a  negativa  ett,  aaqnalio  (iS''^  dat 

^      :      .»=:Arcaiii((-.l))±V^./(V«*+^'^?^)t 

■  w 

•tgM.ae^aiio  (ß")  (nao  kbit  in 

»=  Arc.U.((l))  ±  [_»  +  1^rT./(V<»'  +  ;^.  Vi5=Ö]  i 

I 

qnaa  item  ambas  idem  prorsns  talere,    tymbolo   illi  siTe  -^1  aiv«  — f 

•nbjeceris  notlonem,  id  abnqiie  negotio  patet  ex  eo,  qood  triboa  hiäoe 

Arcsin  ((—!)),   Arcsin  ((i))+ir,  Arcain((i))— ir 

nnns  reTerA  idemque  inest  sensus* 

*^)  ßtenim  aeqnatio  illa  (I)  anbseqnens,  dum  /9=0  est  atipia  aimol  nm^ 
merice  ^  1 ,  identica  eradit« 
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Moationw  (13)  membrum],  quae  in  se  cunctas  continet  qnibus 
proUemati  vixdum  soluto  neu  aequationi   tili  (6)  satisfiat  qoantita- 

tes,  sigDo  illo  ArcsiD((a-|-/3  V^— 1))  seu  Arcsio  ((o:))  erit  intelli- 
gembu  Itaque«  realibus  a  et  ß  quibuscumque,  habetur 
aeqoatio 

(I) Arcsin((a  +  /SV^))  =  Arc8in((l)) 

db  [Aresin  ^  -  J  +  V^l .  /(y +:^  ^]. 
scilieet 


(W) 


10  qoa  praeterea  signo  -^,  dum  simul  ß=0  atque  «•>! 

tant  [dam  a  oumeriee  ^l  est   atque  ß=0,   ipsa   d  in   0 

[     abit],    ex  arbitrio  +  J  aut  — 1  intelligi   licet.     Quo  igitor 
I     ia  casQ  speciali  aequationem  sie  licet  deBcrioi: 

dO  ....  Arcsin  ((a))  =  Arcsin  ((1)) 

±  [Arcsin(^,)--f+1^=J7(  Vc^l^i?^)] 

=  Arcsin  ((1))  ±  [Arcsin  (:^)  —  |j 

=  Arcsin  ((^))  ±  V^ . /(V«HV^Si^l). 

Determioatori  nos  deinceps ,  cuinam  potissimam  ex  lonumeria^ 
qiias  in  se  continet  posterius  aequaiionis   hujusce  (I)   merobniro, 

qnaatitatibus  Signum  illud  Arcsin  or  seu  Arcsin  (« +  5  V^ — 1)  nee 
■on  denominatio  illa  j^Principalis  ipsius  Arcsin  ((jr))  valor'' 
resenretor,  nullä  in  hoc  negotio  ali&  ex  praecedentibus  Analyseos 
partibos  nee  adstricti  surous  nee  adjuti  quidera  lege,  nisi  ut  iden- 

ticm  eradat  pro    J  0S<  j  [    ca,    quae  deGnitionis  locum  occupatum 

deirain  erit,  aeqnatio.  Cui  quum  pacto  aliter  (ut  facile  pntet)  sa- 
lisieri  neqneat  nisi  Arcsin  :i:  cooptatft  eA,  quae  positioni  Ar=ü  in 
generali  ilU 

Arcsin  ((l))==|-l:  2  A« 
Thcil  II.  4 


/ 
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Hignoque  plua  ancüi  []  in  aeqimtioDe  (I)  praeixo  debetvr;  wo- 
pterea  ruta  nobin  et  universalis  ipsins  Arcsln  ^rdefinitlo 
R.tatuenda  hacc  esse  videtur: 

(II) ....  Arcsin  (a+  /5  V^)  =  Arcsiii  -  +  V^Tl .  /(H"]^  ^. 

Acceptil  nniversali  hac  dcfinitionc  id  certe  eomparatimi  est 
comiiiodi,  ut,  quae  antea  rcaiibus  modo  atque  unitatem 
haud  excedentibub  x  obtinuit  locum,  aequatio 

(III) Arcsin  ((ar))=Arcsin((l))J:  (Arcsin  jr—^ 

qHibuscnmqac  abhinc  ^-valorib^s,  imaginariis  aeqne 
ac  realibus,  rata  «it  permansiira:  —  id  quod  collatis  inter 
86  aequationibus  idis  (I)  et  (II)  plane  apparet. 

D^  cetA-o^-cx  ii»sa  dictionc  aecinatlcvnis  hiijusce  (II)  in  oculos 
cadit:  videri  nobis  in  praesenti  Analysen»  statu  nee  injunctum  esse 
onichim  nee  veniam  quidcni  datam  aliud  quodpiani  de  notione  illa 
Aresina,  dum  a  numerice  >1  est«  statuendi  in  genere  Disl 
hoc  solum:  Signum  illud  Arcsin  a  in  Analysl  n«sq«aü 
pro  a^>l  adhibetur«  nisi  quo  iimes  umquam  signiiice- 
tur  ipse,  in  quem  imaginaria  ea,  cujus  tunc  m^tttio  klt^ 

Fitnetln  Arcsin  (a  +  ^V^)  conrergat  jj  suft  iBdefin^a 
in  0  tendente«  verbo:  ■     ' 

(II')....Arc8in a= Arcsin f-^)  +  V^ .  /(Va*±  Va^dl)] 

=  Arcsin^^^)  +  V^  ./(i/«^+  V^i^^)^ 

prout  ea,  cujus  sUrneotio,    a  limitem  conficit,    in  quem  proposita 

quaedam  a\BS  —l  aut  a  —  B^  — 1,  decrescente  Numero  3 
in  0  indefinite  >   conver^it  '). 


*)  O^timo  noKU  iore  liciipm  «mc  censere  ia  praesenti  nee,  i^ioa- 
ctum  e9«c  officium  ncc  fd^tAiu  fluidem  veaiafii  noliouis  Arq^i^aa 
Iiuju»  alitcr  ilclinicnUiiC}  id  rcciA  c(>o.sc(|uitur  ex  eu,  quod  i'*)  ])r««cede;i'- 
tCA  Aualyscos  partes  liberum  omuino  noitis  pcrmittunt  arhilrinm'uM'A 
ptflUHiinum  placuerit  ex  amhalio«,  quas  pracKcti(i  iu  cahu  snppcdilat'^ioftt^ 
riu»  acffaalionis  (IT)  sen  (H')  fucmhrum,  qaaniilatihus  hoc  ftigtio  'tfislia^' 
gneiiAif  nee  2^)  scquentibus  ex  Analyseos  partibas  (qiiippe  qtt^ili 
ad  hoc  usquc  tcnipu»  uulhis  omnino  fucril  usop  sign!  hujuscr)  ne  minima 
qiiidcm  data  nobis  fnit  caaii»a,  cur  allrram  anibarum  quHs  modo  ^fariy*^it 
quauliratum  alleri  pracfcrrcmus  quodammndo ;  qunre,  donec  huiu.<icemodi 
for.Hitan  data  fucril  cau».Ha  «en  ratio  sufJicienA,  pcricnlum^  est  ne  Analysia  Jt 
corsu  prac\erlat,  qui  temcrc  ita  nnll^que  rc  ccrlA  adductus  alUri  portal« -m 
alteri  enrum  hoc  signum  addiccrc  sit   ausurus. 

Praelerea   qncmadmodum   eA ,    cujus   in    praecedentibus    [vid,   notam   sub 

conlexlu  png.  388.  T.  IX.J  menlioncm    fecimus,    definilione  signi   illius   O', 
sie  quoque  (nli  nobis  videtur)  deiinitionc  illA  (11')  acceplA  de^ideriis  Analj- 


«1 

Nota.    Ex  aeyialianibus  (I)  et  0J)  in,  sfe^  xv>|i«equitur  epse, 
t  reali  quftlibet, 

aee  oon  .  -^ 

(II')  ....  ArcsinOSV^=l)=V"^./(/?  +  V^Hl). 

§.   3. 

Qiid  valf at  sl^nniii  Atccqbx  ^),  ir-valor«  quoilfoet. 

L    Problema  kocce   9, Invenire   quaotitates   eas  z  uni- 
rersas,   qvibn«  fiat  satia  conditioni  buic 


apprixne  est  »alisfactnm.      Scilicct   Mgnum   lioc   0^,    ^aimiqna^  nullnm 

Uli  Alinm  conG«4eTe  licnit  .nsum  nini   quo  limcs,   multiplex  ille  (jaidcm,    to' 

functioniun   diversarum   signlficctar,    neminl    tamea    in    mentem   Tenii 

tx  Analyst   plane    tollendi.     Fr^vtim    sane    talc   fuisset   q^nsiliam ; 

•atcin  ptMlme,   nt  plane  apparet,    in  hac  rc  AnaljTAi   for.et  jconsulinm, 

tf  itJi  dfefiniretnr  lioc  O',    nl  nnicae  inde  functioni  «i ,    qnac  limiicm  conficij^t 

^ari»  cajmdam   specicfi    exprca»ionnm  (a-f'/^^'"~  l)^*   propriam    id   si« 
forcl  ••Btcpdiim. 


(De  hac  re  plura  in  „Nota  II."  snb   finem    disscrt. ) 

Qniboa  praelerea  ey  omnlbos  ^lanc  apparet  non  >po8te  no».  quin  et  pri- 
■tianm  illud  IlluKtrissimi  Cauchy  consiliiim  signi  Aresina  (pro  a' ^  l)  es 
Aiulyii  prorsQs  tollendi  rcpudicmu»  et  noyum,  qnod  pag.  38i5.  operis  prae- 
dari  .„Bxerc.  d*  An  tf  1.  et  de  phyi.  matli^m."  nuper  adniodnm  promul- 
gavit  auclor  indyiiMimus,  novain  (iuqnani)  signi  hujuM-e  altcrulri  soli  «  et 
^■idem  puperiori,  •mbarnm  quae  in  posteriori  aeqnationis  nnstrae  (II') 
>ro  caniincßtur  quantitatum  yindicandi  conanxen  Analysi  vere  predcsaa 
it  dubiteinus. 


P.o.stscriptam« 

Dttalmnlare  dkoc    loco  non  fas  est  nosmet   ipsoa  in   ea ,    qnam  de  ha€  ^e 

■MO  1845  Academiae  Scient«  Stockliolin.    obluleramo» ,    di4aert4tioaflt  (qoaft* 

^M  in  ,, Actis*'    anni   cjusdcm    relata    estj    novam  lianc    ipsam  definitioncm 

CncbyaBam  nostrft  quidem  parte  sponic  proposuissc;    postca  autem  re  accu- 

tatfat  perpensA  et  quidem  ingenti  ipsA   animi  oblectationc  es    eo,   .quod    no- 

riraai  haoc  deünilioncm    sie    novac  illi  Caucliyanac  onniibus  omnino  numeria 

CiP|racBtem   esse    cognovcramus,    praetcrmissA  nos  in  Nota,    quae  de  hac  re 

li  Acad«  Sciant.  Stockholm,  d.  2.  Febr.  anui    Uujusee  IH47    supplemcnti   in- 

tlir  praectdentinm  relata  fuit,  eam,   quam  hcic  supra  in  medium  protulimna 

Mailioaeiii  prioris  in  locum  deniquc  substitnisse. 

^  fratcedeplibus  e^  Analyseps  parrlbus  can\inonere   hoc  loco    jnvat,    X 

mU  ac  namarice   ^  i  ,  signo  illo  Arccus((j:))  inlelligi 

.j-^rccosor  J:2^  acu  Ar€«os((i))i(-Arcco8;r, 

löU  „ArccosX"  hocie  limitibus  0  et  9r  baud  excedente. 

4* 
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(15) Co»*=«+(JV"^=a:  («  et  ß  realibus)«', 

accurate,  ut  ex  aequ.  (4)  patet,  idem  est  ac  problema  »ylnvenire 
quantitate«  eas  z  universas,  quibus  conditioni 

Sin 


in(f-i)=«+|3V-l  = 


fiat  satiä'S  ideociue  solutuni  jaro  isthoc  habemus  aeqnatione  ilU 
(I)  in  §^  2.  praecea.  i.  e.  aequatione  ] 

ß  ^ 

(16).^f  ~{Ärcsm((l))dt[Arcsin^-|+  V^l./(y+:^  I 


ß 


=  Arccos((l))±[Arcco8^-.V^J(y  +  :^a)], 


.;    I 


denotantibus  heic  y  et  d  easdeni,  qnae  in  §^  praeced.  expositae 
sunt,  expressiones.  ■  * 

2.  lis  convenienter ,  quae  in  doctrina  jam  quantitatum  reaIiiiB|  [ 
fuenint  accepta*),  universalis  ea  formula  Qiosteriiis  inquam  aeqpuH:' 
tionis  (16)  menibrum]»  quae  in  se  cunctas  continet  quibus  pvrf? 
bleroati    huic  seu  aequationi  (15)   satisfiat   quantitates»  signo  .UW 

Arcco8((a-|-/?V^— ]))  seu  Arccos  ((j^))  erit  intelligenda.  Itiqi% 
realibus  a  ei  ß  quibuscumque,  habetur  aequatlo         .,.^y 

(I)....  Arccos  ((«+iS  V— i»  =  I  -  Aresin  ((a  +  ß  V^)) 

=  Arccos  ((!))  ±  [Arccos  y^  V^l .  /()+^*)i 

ß  "^ 

in  qua  praeterea  (sicut  in  §^.  praeced.)  signo  7^,  ditli| 

simul  /3  ==  0  atque  a^>  1  sunt   [dum  a  numerice  ^  est at* 

Cjl^ue  ß=^Of  ipsa  ö  in  0  abit],  ex  arbitrio  -|-1  aut  — I  Intel- 
iigi^  licet.  Quo  igitur  in  casu  speciali  [y  tunc  =Vc^  est» 
4=  V^^--*i]  aequationem  sie  licet  describi: 

(!')••.  Arccos  ((o)) =ä— Arcsin  ((a)) 

= Arccos  ((1))  ±  [Arccos  -^  -V^ .  /( v'««±1''I3C:i)l 
= Arccos  ((^))  ±  V^ .  /(V««  J-  V^?^). 


*)  Etenün  aeqnatib  (I)  subsequens,  dnm  /?=0  enr  mqiie  »imiil  o  iiMmcrice 
^  1 ,  identira  evadil. 
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DetenniDatori  dos  deinceps,  cuinani  potissiniuiu  ex  innumeris, 
'  continet  aeqeationis  hujus  (I)  membrum ,  quantitatibus  sii^num 

Arceosj:  seu  Arccos  (a  +  ß  V  — 1)  nee  non  denominatio  illa 
«PriDcipalis  ipsiu«  Arccos((j-))  valor*'  reservetur,  iisdem 
ae  in  ^  praeced.  rationibus  permoti  eam  ipsam ,  quae  poaitioni 
i=0  10  generaU  ilift 

Arcco8((l))  =  ±2A:« 

«gB(H|ae  plus  uneis  []  in  ae^a.  (1)  praefixo  debetur,  hoc  modo 
iMboiendam  esse  censemus,  ideoque  ratam  hanc  et  univer- 
salen! ipsius  Arccos^i:  statuendam  esse  a^quationem: 

(U)..Jkrcco8(ir+/3V^)=Arccos~-^^./(y+^^ 

=  I — Aresin  («+ 13  V^). 

['       Ex  quibus  jam  patet,  V)  eam»  quae  antea  realibus  modo 
atqie  uoitatem  numerice  haud  excedentibuso:  obtinuit 
'  beim,   aeqoatioDero 

(DI)  .  •  •  .    Arccos((j:))=Arccos((l))  J:Arccosa; 

fiibsseomque  abhino  ipsius  x  valoribus,  imaginariis 
•cqae  ae  realibus,  ratam  permanere,  atque  2^)  nouis  equi- 
4cn  de  notione  illa  Arccosa»  dum  a  numerice  >  1  est,  nihil  aliud 
ilrtaendnm  esse  videri  nisl  hocsolum:  Signum  illud  Arccosa 
ilAsalysi  nusquam  pro  a  numerice  >1  adhibetur..  nisi 
qas  limes  omquam  significetur  ipse,  in  quem  imagi- 
iiria  ea,  cujus  tunc  mentiosit»  functio  Arccos  (a-fl^V— 1) 
tsifergat  ß  su^  indefinite  in  0  tendente,   verbo: 


WO 


Atccos  a  =  Arccos  (r^  T  V^ .  /(Va«+ V^*^), 

(a>americe  >  i)  \^^  / 

prout  ea,  cujus  sit  mentio,  a  limitem  con- 
ficity  in  quem  proposita  quaedam  a-t-BV-~l 
aut  a^BV — 1,  descrescente  Numero 
ß  in  0  indefinite,  convergit; 

=  5-  —  Aresin  a. 

Nota.    Ex  aequationibus  (I)  et  (II)  praecedentibos  in  specie 
MMequitar  esse,  p  reali  qu&libet, 

a%..Arccos  (iß  V^))=  ^ —Aresin  ((|5  V^)) 

=Arcco8((l))  ±{l  -  yr-\ .  /(/J+  ViFR)  ]. 


u 


N   O   T   A   E. 


I*  I 


Nota   11. 

(Vid.    pag.    51.) 

QoDm  cnpra  alicabi  (^Cap.  F]  fn   eo  eramnt,   ut  definiretur  «ignaai 
Ulnd 

(ßV^yu^  ^  reali  ac  ratibhali, 

ea  tunc  quoquc  propnncbatur  qaaestio  *) ,  miittne  Aiialyii  bcM)  fillMei 
concnltam  triliutd  huic  signo  dennitione  quädani  illi  analogd,  quae  cigna 
Uli  Of*  antea  [rid.  aotam  8iib  pag.  386.  T.  IX.J  fiierat  irindicata,  ya#^ae 
aocttptis  bis  demam  aequationibus 

proat  positiva  est  aut  neg»  a, 
ätqtle 

0?V^)A<=lini(a+/^V^)iu  tehrfente  a  coä  k  0  indeAtllCe.      ' 

[Reyerä  (lat  in  pag;  394.  oit.  explicatnin  est)  bie  Doics,  duin  f  Jfoti- 
tiva  est  quantitas,  nnicns  est  ac  pcrfecte  determinatus,  sive  poaitiiri 
ex  piagä  sife  negativa  tendatr  a  in  z6to;  at  yero  anceps,  dam  ß  negtr 
tiTa  est,  certe  nisi  fs  ipsa  ndmerice  integra  aut  0  fiieritj  **)» 

Tali  ex  modo  rei  gerendae  id  (intcr  alia)  commodi  fui«set  profectam, 

nt  BoUä  So  sequentibos  ö|ius  fuisset  signi  hnjus  (/^V — 1)/*  mcntione  spe- 
cial!,   quippe  quoniam  singulis  demum  calculis  iis,    ubi  forsitan  de  hoe 

signo  ageretur,  ea,  quae  de  (a-^-fiV-^iy^  positirä  a  ncgativäque  jan 
faerbnt  ailata,  saflectUfa  eklent. 


♦)  Vid.  „Ohserv."  in  pafe.  393.  T.  IX.  hu  jus  Arcbiri. 

**)  Commonere  jnvat   hoc  ioco   definidonibus ,  qnas   in  Cap.  hoc  I^  sts- 
taimas,  bisof 

atqne 

id  csac  Aualysi  conrilialoDi  commodi,  ut 


nnn  pnlL-ot  rcverA  perniiiltiO:  ptiailf^Riqne  k**" *''"'''■  ■■>"<' 
■■■wati.  nitioam  ad  liunero  iiindiiiii  tri  Kfirrndiic  i-ntn|ir0liaiH(ii)n  ud- 
ftftl  «iilliiif  llmrc.  Kcilirtt  (ut  |>uucia  iitninurj  qiiFmiidniiiduiii ,  dum  de 
ilna  U*  »xitiir.  innnnipn  Analjui  contingutiC  emolumcnta  pk  tuli  drfi- 
Mlam,  fuit  nnlln«  illi  aliiin   iii  BiiUM.-v«a<>iu  Iribanlur   KViiiti«  nUi  Diiilli' 

elllr  limltin.  in  ijnein  prnpiiiitn  quumliini  (a-f-(SV  — l)s,  lendcnti- 
4cminii  »  vi  ^  int*  in  li  indt-Dailei  vonvcrgal:  nt  inlidrm  rcrtc  e 
nMlwin  ninfirulntii  raarnt  inrnnitii'idn,  i'i  iln  (tutiniretur  hnr  |>N,  dC 
■iiiraliirl  lade  ■.■iiliiiani  liiiruin  liiuilniu  fnri'l  adflinm;  lii:  fne.  de  aigno 
i/V^i)''.  cnjrn  hrir  iiicnliu  est,  jnje  lirput  jndirnri.  tirr  taar  irriliint 
U  ridrtur  r**c  |irai->inHluni.  fnre  Vt  inli  «iliin  deftnitiiiriiii  f^n<irr  i^ndeat 
k«  fii<H|ar  (ifriiiiin  (,*V  —  Ifi  Krilli-nt  rtnißriiintii  dciiium  |irnbnldi|ue 
MMifeDt  ri,  qu>ni_ii  nttlii*  equidcm  in.  Cap.  1°  iimuiiBd.  nüntfuu  «oncittt 
jnm  niiiMr.  Ip-n  fnnthy  '1 ,  i>p>ni<in«  itv  »iKno  (a  +  #V3iy".  np(r«- 
1itAa««a|HU  HC  patiiiTd,  Annljueii*  iii  imud>  Tci-ti:ail<t>    rtftflacnti  ah- 

■  (!■  tcaipnre.  quo  ruiidet  iiiiqiic  plrri^qiic  nini  illp,  hIi  illuntr. 
CaaiAj  ai^i^^Ini,  uC  ult^Dln  hi>r  (a  +  ^  V  —  1)»*  |>ra  ■  n«R«(ivi  fnlai 
hn»  fi  liiii-^m  (ueric  «MlDfn  ■iiuiiarica  iiut  l>]  «i  Anuljii  (lUnv  ri'jri'lniii 
«Hn  rrnacLint.  iiiTi'[iTaliit|U(!  iuan|ii!r  cimsiiPliidin«  si^nuni  illud  (ßV — !)'• 
jmnfuaTCi  mm  liiulti  «iiliui,  quam  Anntyai  luiieMtitf-m  reddidorant, 
(i-f^V"^)'  f|irn  a  (iimilivil]  reiervatiim  emn  judirandi,  |irae«enti  rcrte 
Hnftfe  (InqHOinJ)  rem  aliinr.  qiinin  ut  ex  Tcrbi*  in  ..übser«."  modii 
0ÜA  allaiia  cuntUI,  4iTintEndi  nfc'ciipia  erat  nre  npla  lalia  ocr.aaiu  **). 
AlU«r.  ut  |ib1(i|,  Inn^p  «oaa  tea  «IJttrr  di-  aijniu  illo  An-sino  [n  nu- 
■nicF  S  1]  habalinl.  ^ulllt  cnim  *x  Btiteccdcnütmi  >riijuiplnm  ratinnibua 
|mt*ani|>U  tmt  ri«  har  ta  utiinin,  quippc  qnnd  npud  Ca/tehj-  sulnm 
an»  fuarit  N'fsni  hlijnare  ni^nlifi.  aad«iuqiiu  —  rt>rl«  ai  nntiaiiioa,  qnae 
It  ha«  nr  DI >(erlnliniic  in  „Eicrcicoa"  aiiia  aniii  prnilmn  pmetcrlupai 
MU,  terlia  r\c(:p*ria  — '  nnnni«!  nt  es  Analyti  hoc  aifni'm  tnllendi  oc- 
aabaoe  ntKrrtur  Kc  if^ilur  ad  Tiiinr  iiaqiie  dU'm  air  fcre  inle);ril  relictA. 
•  ftiaiK  inilv  ad^rfimiu  ram,  qnA  ii*i  ininua  quRitque  anlu  Analj'a!  inro 
■alnuria  na«  lidntnr***),  (fcfliiitiaiifini  atalnondi  otcaaiunetu  aniplexi 
«Mwa  c»aniudaiii  aalia  atque  idunuam, 


pat  llnlinn   tanrl  conficUi.  uolciim  cum  qniileni  ac  iiarfnrle   dtlarail- 
«,    ia    qnMn    (■  +  /**''— ij"  unani.«i>r[na,  PonvergcnlK  ß  tu»    [|<UE>iÜTii  ail 
M  MgatHs,    ml  rrfarl]  iu  tt  inilDliiillc,    («ulil:     verho    [A  cl  B  Numc- 
PM  4«i»l«nUbd»l   tamper  ts« 

*)  Vli.   „rntltalipluni"   Illud  ia  yaq.  4'i3.  T.  IX.  buiaa  Archlvl. 

**)  Qb*i  li«ai  .It»  tU  in  gancro  admlita  horuique  dcBnilio  ligni 
fßV  — l)".  mlul  lamm  ijn|«djt  qiiomini» ,  qiiicumiju«  «ril,  aui  f"flT  iiolim 
nlaifai  •liFM  t-iijiri  luiiri  manttoncni  tci^tmut  •JRni  liuiut  •IcGiiiii«,  is  itii' 
fslit  In  laUiilii  rulil  >l^nl  liiiiaa  aiil  o|mo,  dunti'  vnlgo  lorfllAu  nota  Imcc 
4«Kaiil<i  "liui  fu«ril  um  (•'i'i'|>U ,  cxi>t(s*U  iii  aulevcuum  iadiccl  icrliii  elt  ■« 

***)  Cvafi  n'ilaia  ij-aiii"  «ouicxiui  In  int;.  5t.  iirncccil.  lublctpuuiam. 
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VI. 

Auflösung  der  beim  rechtwinklicliteii 
sphärischen  DreieclK.  yorliomiiienden 
Aufj^aben,  TermiUelt  durch  das  sphä- 
rische Ffinfecli. 

Von 

Herrn  Dr.  M.  A.  F.  Prestel 

in  Emden. 


Vorbereitende  Betrachtungen. 

§.  1.  Es  sei  l?iVJ/(Taf.  Il.Fic.  l )  ein  sphärisches  Dreieck,  wel- 
ches bei  N  rechtwinklicht  ist.  BMNK  sei  die  dem  Dreieck  ent- 
Sirechende  körperliche  Ecke.  Man  denke  sich  aus  K  mit  dem 
albmesser  KB=zK3J=:KN  die  Kugel  FBNSQR  beschrieben. 
Es  werde  femer  die  Seite  BN  tiber  die  KugeloberflSche  zu  dem 
grössten  Kreise  NBFJQS^  die  Seite  NM  zu  dem  grossten  Kreise 
NMDLR  und  die  Seite  MB  zu  dem  grussten  Kreise  BMGHT 
erweitert.  Fenier  beschreibe  man  aus  B^  als  Pol,  den  grössten 
Kreis  JEDGS,  und  aus  M,  als  Pol,  den  erössten  Kreis  FELHQ. 
(In  Taf.  II.  Fig.  1.  sind  nur  die  auf  der  Vordferseite  der  Kugel  liegen- 
den Hälften  der  genannten  grussten  Kreise  zu  sehen.  TalTlI.  Fig.  2. 
stellt  einen  TheiT  der  auf  der  Rückseite  der  Kugel  liegenden  Stücke 
der  genannten  grössten  Kreise  dar.  Taf.II.  Fig.  2.  ist  nämlich  das  Bild 
der  Kugel  TalVII.  Fig.  1,  wenn  man  diese  letztere  sich  um /^Q  als 
Achse  von  der  Rechten  zur  Linken  um  90^  gedreht  denkt) 
Nach  Obigem  ist  in  Taf.  II.  Fig.  1.  und  Fig.  2. 

ßog.iVi?F=:Bog.FJfi=Bog.firQ=Bog.  QSA^=90o, 

„    BFJ  =   „  BMG=  „    BNS  = =90», 

„  MDL=   „  MGH=  ,,   MBO  =    „  ^2VP =90o. 

Da  alle  grössten  Kreise,  welche  aus  einem  beliebigen  Punkte 
des  grössten  Kreises  NBFRQS  beschrieben  sind^  den  grössten 
Kreis  NM  DLR  ^  dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  gelegt  ist 


/ 
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«mI  muT  der  Ebene  jenes  grßssten  Kreises  rechtwinklicht  steht» 
■I  einen  um  90^  von  dem  grussten  Kreise  NBFJRQ  entfernten 
Pulrte  schneiden,  so  ist  auch 

Bog.iVj|fZ>=Bog.  DLR=Bof;.  DEJ=zBog.  DGSz=zW>; 

ferner  sind  die  spl^ärischen  Winkel: 

Von  den  auf  der  KugeloberflSche  durch  die  angegebene  Kon- 
fftroktton  entstandenen  sphSri^chen  .Drei-,  Vier-  und  Fünfecken 
nflosen  nun,  Behufs  des  Folgenden,  einer  genauen  Betrachtung  unter- 
wiirlea  werden: 

I)  das  sphärische  FCnfeck  MDEFB  (Taf.  II.  Fig,  !.)> 

S)  die  sphärischen  Dreiecke  BMSy  MGD,  OLE,  EJF 
(Taf.  II.  Fig.  1.)  und  BOF  (Taf.  II.  Fig.  2.). 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  soll  im  Folgenden  die  Seite 
MB  durch  a,  die  Seite  MN  durch  b,  die  Seite  iV^  durrh  c,  der 
Winkel  MBN  durch  B,  und  der  Winkel  BMIS  durch  C  bezeich- 
net werden. 

Durch  Betrachtung  der  Figuren  ergibt  sich: 

a)  Das  Maass  der  Seiten  des  sphärischen  Fünfecks  MDEFB 
ist  den  in  dem  ursprünglich  gegebenen,  reehtwinklichten  sphäri- 
schen Dreieck  NMB  vorkommenden  Seiten  und  Winkeln,  oder 
der^  Komplementen  beziehungsweise  gleich.    'Ea  ist  nämlich 

1)  MB=a, 

2)  MDz=:DN^M]V=90^^b, 

3)  BF=:FN'-BN  =  W^c; 
femer  EG=DS;  zieht  man  hiervon 

DG'^^DG  ab,  so  erhält  man 


4)  EBz=iGS^jLB\ 

endlich  ist  FL=EU 

und  EL=EL;  dieses  abgezogen 


gibt  5)  EF=LH=^a 

.  b)   Die  Dreiecke,   welche  über  den  Seiten  des  sphärischen 
Fuiirecks  liegen,  sind  sämmtlich  rechtwiuklicht  und  zwar: 

\BNM  bei  iV, 
^MGD  „    6?, 
\DLE  „   L, 
lEJF    „   J, 
^FOB   „    O. 
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Ferner  ist  das  Maass  der  Seiten  dieser  l>reieclrc  deo  Seiten  «ad 
Winkeln ,  oder  deren  Komplementen ,  welche,  in  dem  ursprüngliGli 
gegebenen  Dreieck  £iV;>l  vorkommen,  gleich.  Von  den  Seileo, 
welche  zugleich  Seiten  des  sphärischen  Fünfecks  sind»  ist  dieses 
schon  nachgewiesen;  für  dieüurtgen  ergibt  es  sich  aus  Folgendem. 

In  dem  Dreiecke  HNM  sind  die  drei  Seiten  a,  b,  c. 

In  dem  Dreiecke  MGD  ist 

DM—ySP-^b  (s.  oben), 

DG=zGE-ED=z9(P'-B. 

Id  dem  Dreiecke  DLE  ist 
£/>=Ä  (s.  oben), 

I./>=I.Ü/-Z>J!f=00O-(90O— 6)=i6, 
LE=LF-^EF=:z90o^  C. 

In  dem  Dreieck  EJF  ist 

EFzzzC  (s.  oben), 

£J=Z>J- Z>iS==900-Ä, 

JF=JÄ— FÄ=:900— (900- c)=:c. 
In  dem  Dreiecke  FOB  endlich  ist 

JSF=90o^c, 

F0=E0^EF=9iy*-'C, 


Zusammenhang  unter  den  Seitendes  rechtwinklichten 
Dreiecks,  so  wie  unter  je  drei  Seiten  des  sphärischen 

Fünfecks. 

$.  2.  Lehrsatz.  In  jedem  rechtwinklichten  sphäri- 
schen Dreiecke  ist  der  Kosinus  der  dem  rechten  Win- 
kel gegenüberliegenden  Seite  gleich  dem  Produkte 
aus  den  Kosinus  aer  beiden  Selten,  welche  den  rech- 
ten Winkel  einschliessen. 

Beweis.  Es  sciÄiVil/(Taf.  II.Fig.I.)  ein  bei  iVrechtwinklich- 
tes  sphärisches  Dreieck  und  BKNM^  die  demselben  zutrehorige 
körperliche  Ecke.  Man  Hille  von  B  auf  KN  das  Loth  bA,  und 
vom  Fusspunkte  dieses  Lothes  A  auf  KM  das  Lo^h  CA  und  ver- 
binde B  und  C  durch  eine  gerade  Linie.  Hiefdtirchj  entstehen 
drei  Dreiecke,  von  welchen  £C/f  und 'iiiC^  hei  C  und \B^JS^  bei 
A  rechtwinklicht  ist.  ^ 

Es  ist  nun 

im  A  AKO.  J^^'=cos itfiV,  folglich  KC=KA.cosMN\     '  (1) 

\m\BAK'Ä^  =  cosBIS\      „        KA  =  KB.cosBN.        (2) 
KB 


Sdbsfitiiirt  man  den  Werth  von  KA  aus  (2)  in  (]),  so  orfaäk  man: 

KC=  KB .  cos  MN.  cosBN, 
KC 


= cos  MN .  cos  BN, 


D^  Dun 


so  ist  aocb 


KB 

KC 


g^^cos  MB, 


cos  MB = cos  MN.  cos  BN 


\gt  mm  Über  def  Seite  eines  rechtwinklichten  sphärischen 
Dreiecks,  welche  dem  rechten  Winkel  ge^enfiber  steht,  auf  die 
oben  angegebene  Weise  ein  sphärisches  Fffnfeck  verzeichnet,  so 
gelten  von  diesem  folgende  Lehrsätze. 

€.  3.  Lehrsatz.  Der  Kosinus  jeder  Seite  dcTs  sphä- 
rischen Fünfecks  ist  gleich  dem  Produkte  der  Sinus 
d«r  beiden  mit  ihr  zusammenstossenc(en  'Seiten. 

Beweis.  Nach  Voranstehendem  ist  im  Dreiecke  MNB 
(Taf.  IL  Fig.  1.) 

cos  MB:£zco&MN.coB  BN; 

femer  BN=i:90^^FB  und  iWiV  =3=90« -/);!f;  durch  Substitution 
dlMerW«rthein  die  voranstehende  Gleichung  ergibt  sich,  dass  auch 

cosüf JB=cos  (90*  —  Ffi) .  cos  (90*  —  Z>ilf). 

Da  nun  cos(90^— FJ?)=sinFJ!?  und  cos(90«-/)Jtf)=sinZ>^,  so 
ist  auch  \ 

cos  MB = sin  DJI.  sin  FB, 

Eben  so  beweist  man  mittelst  des  Dreiecks  DGM,  dass 
cos  DM  =  sin  MB .  sin  DE,  mittelst  des  Dreiecks  VLE,  dass 
C08£/>=i:sinZ>Jlf.sin£/*,  u.  s.  w. 

6.  4,    Lehnitix.    Der  Kosinus  jeder  Seite  d^s  sphä- 
riichen  Fünfecks  ist    gleich  dem  Produkte    der  Kotan 
genten  der  beiden  Seiten,  womit  ^ie  nicht  zasammen- 

StÖ88t.  \.  ■ 

Beweis.    Es  ist  nach  §.  3. 

cos  DE— sin  DM .  sin  EF, 
cosEF=z6\nDE  .s'inFB, 
folglich  cos  DE .  cos  EF=  sin  DM.  sin  EF.  sin  DE .  sin  FB. 

DWidirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  durch  8in£F.sin/>£, 
<o  erhält  man 

cos  DE.  cos  EF      .    -V-,    .    iTTjr,  .V 

siuDE.  siu  Ejp 
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Es  ist  aber 

coaDE^^     .    yv^r,    cos  EF        .    rc 
ihrZ>JB=  •'"*SÄ*^.  ^gp=  cotg  EF 

und 

sin  DM ,  sin  FB = cos  MB. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (a)  erhält  man 

cotg  DE .  cotg  EF=:  cos  MB. 

Diese  Gleichung  erhftit  man  immer ,  wenn  man  zwei  beliebige 
Seiten  des  sphärischen  Fünfecics»  welche  in  einem  Punkte  rasam- 
mentreffen,  als  Funktion  der  mit  jeder  von  ihnen  zusammenstcMi« 
senden  Seiten  ausdruckt  (S-3.),  die  beiden  AusdrOcke,  welche  mao 
erhält,  multiplicirt  und  die  dann  vorliegende  Gleichung  mOglichst 
vereinfacht. 

Auflösung  der  beim  rechtwinklichten  sphärischen 
Dreiecke  vorkommenden  Aufgaben,  vermittelt  durch  das 

sphärische  Fflnfeck. 

6.  5.  Fflr  das  Folgende,  wie  für  den  praktischen  Gebraudi 
flberbaupt,  ist  es  bequem,  das  Bild  des  sphärischen Ffinfecks vnd 
der  Ober  seinen  Seiten  liegenden  Dreiecke,  abgesondert  von  der 
Kugel,  vor  Augen  zu  haben,  wie  es  in  Taf. II. Fig. 3. dargestellt  Ist. 

Zu  den  Stücken,  welche  bei  der  Berechnung  des  rechtwink- 
lichten sphärischen  Dreiecks  in  Betracht  kommen,  gehören  die 
Seiten  a,  b,  c  und  die  Winkel  B  und  C  Diesen  Grossen  oder 
ihren  Komplementen  entsprechen  die  Seiten  des  beschriebenen 
sphärischen  Ffinfecks  beziehuns{sweise.  Soll  aus  je  zwei  von  ih- 
nen eine  dritte  berechnet  werden,  so  suche  man  die  ihnen  oder 
ihren  Komplementen  entsprechenden  Seiten  in  der  Figur  auf» 
drGcke  ihren  Zusammenhang  entsprechend  einem  der  beiden  Lehr* 
Sätze  §.  3.  und  §  4.  aus,  und  forme  die  Gleichung,  welche  man  da^ 
durch  erhält,  so  um,  dass  die  gesuchte  GrOs^^e  auf  einer  Seite  al- 
lein steht.  Hierdurch  ergibt  sich  die  Formel,  nach  welcher  die 
numerische  Berechnung  ausgeführt  werden  muss. 

§.  6.  Aufgabe.  Gegeben  die  beiden  Katheten  b  und 
c,  gesucht: 

a)  Die  Hypotenuse  a.  ^ 

Nach  S-  2-  ist 

cos  a = cos  b  •  cos  c. 

b)  Der  Winkel  B. 

Im  Fflnfeck  (Taf.II.  Fig.  3)  entspricht  der  Bogen  DE  alsMaass 
dem  Winkel  B,  ebenso  ist  Z>iir=90*'— 6  und  FiB=90"--c.   Nach 

§.  4.  ist  aber 

cos  FB=  cotg  DE .  cotg  DM , 
cos(90o— c)=cotg  Ä.cotg(90o -6). 
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Da  noD  coft(90— c)^sinc  nuAcoig(90— b)^tgb,  so  ist  auch 

8inc=cotgi?.tg6, 
folglich 

^  tgA 

Auf  dieselbe  "Weise  findet  man 

.    ^     sin  6 

{.  7.    Aufgabe.  Gegeben  die  eine  Katbete  b  und  die 
Hypotenuse  a,  gesucht: 

a)  Die  Kathete  c. 

Ana  cosaf=co86.cosc  folgt,  dass 

cosa 

C08C= r. 

cos  6 

b)  Der  von  der  Katbete  6  und  Hypoteouseaein* 
geschlossene  Neigungswinkel   C. 

Im  Fünfeck  entspricht  der  Bogen  EF  dem  Winkel  C,  Bogen 
MB  der  Hypotenuse  a  und  Bogen  DM  dem  Komplemente  vOP 
—6  Toii  b.    Nach  §.  4.  ist 

cos  EFz=  cotg  MB .  cotg  DM , 
cos  C=  cotg  a .  cotg  (90^  —  6), 
cos  C=cotg  a .  tg  6. 

c)  Der  Winkel  B,  welcher    der  gegebenen  Ka- 
tbttte  gegenübersteht. 

Da  Bog.  MB  der  Hypotenuse  a.  Bog.  MD  dem  Komple- 
mente 90^-^  von  b  und  ^og.  DE  dem  Winkel  B  entspricht,  und 
nach  f.  3.  , 

cos  DM^=:  sin  MB.  sin  DE 
ist,  so  ist 

cos  (90 — 6)=:sina.sinA 

oder  sinft=sina.sini?, 

.    n     sin6 
sma 

§,  8.  Aufgabe.  Gegeben  eine  Kathete  c  und  der 
ihr  gegenüberstehende  Neigungswinkel  C,  gesucht: 

a)  Die  Kathete  b. 

Nach  $.  6.  b.  ist  sin6=cotgC.tge. 

b)  Die  Hypotenuse  o. 
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Pbeh  S»  7.  cü  ifit    . 

8^n  ersinn, BiuCt 
woraus  folgt,  dass 

sine 
8in  a==-r 


smC 


c)  Der  Neignngswinkel  B, 

Es  entspricht  dem  Winkel   B  der  Bog.  DE,  dem  Winkd  C 
der  Bog.£jP  and  dem  Komplemente  90^— e  von  c der  Bogen  FB^ 
Es  ist 

cos  JEF=  8inED.  sin  FB, 

cos  C  =  sin  JJ .  sin  (90® —  c), 
cosC  =sinfi.coso, 
cos  C 


si 


in^    =T- 


cosc 


'%:  9.   Aufgabe,  Gtegeben  di«  beiden  Ilelgiingswjnkel 
B  VLuA  Cf  gesucht: 

.  • 

.a)  Die  KatJiet«  i. 
Eben  so  wie  §.  8.  c.  ergibt  sich,  da^s 

.€08 B  rrjäo {!.  COS. A 0 

woraus  folgt 

.      cos  B 

8inU 


b)  Di«  K&th«te  c. 
•:    Nach  ^«  &  c  ist 

cos  C=  sin  £ .  cos  c , 
folglich 

cosC 

COSC=     .     n' 
91li'B 

c)  Die  Hypotenutf-e  a« 

Es  ist 

icos  ilf JS  =  cotg /)£ .  cQtg£F^ 
cosa=cotg2^.  cotg  C 


•  I 


■  *  j 
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Heber  die  singmlHren^lVerthe  bestimm' 

ter  Intei^ale. 

"Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schi o milch 

«B  4cr  Ulli versi tat  so  Jona. 


Sehr  faSofig  kommen  bestimmte  Integrale  von  der  Form 

f{*,t)iit  (I) 


/' 


Tor,  worin  %  eioe  willkührliche  Constante  bedeutet  und  die  Funk« 
tion  fi^yt)  die  Eigenschaft  besitzt,  för  ein  gewisses  spezieUes 
«  sich  zu  annulliren,  wie  z.  B.  l(\-{-%t)  fffr  x=:0;  in  solchen  Fäl- 
len meint  man  gewöhnlich,  es  miissc  ftir  diesen  Wcrth  von  x  auch 
der  Werth  des  ganzen  Integrales  verscim'inden,  weil  sich  das- 
selbe auf  fO,dt  reduzire.  Diess  ist  indessen  nichts  weniger  als 
aligemein  richtig  und  es  muss  hier  noch  eine  besondere  Einschrän- 
kmg  hinvugefögt  werden«  Erinnert  man  sich. nämlich,  dass  dak 
in  tio.  (tS  aafgestellte  Inteeral  nichts  Anderes  als  der  Gränsweith 
My  welcnem  sich  der  Aasdruck 

...+f(x,a  +  i^^^6)],  (2) 

d= ,   n  ganz  und  positiv 

■ 

flir  unendlich  wachsende  .n,-.>also  bis  zur  Null  abnehmende  öy  nä- 
hert, so  erkennt  man  sogleich  die-.Jlichtigkcit  folgender  Bemer- 
kungen.    In  der  Reihe  (i)  nimmt  i  successive  die  Werthe  a,  a-f  d, 

a  +  2^,...a+ 7i— IiJzzÄ  —  ö  an,  d.  h.  es  durchlauft  stetig  das-In- 
tenrall  t=a  bis  ti=ib;  istnun/l(K,f)z=0  für  jenen «peziellMW^rAfc, 
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• 

der  etwa  »'  heissen  inuge,  gleichgiikig,  welchen  von  den  Wer« 
then  a,  a  +  ö,  a-i-2ö  etc.  man  dem  i  geben  möge,  so  verscl^win- 
det  jedes  Glied  der  Reihe  (2)  (ur  sich,  und  folglich  erhält  man 
d.0=:0  als  Gränzwerth;  oder  mit  anderen  Worten:  das  Inteeral 
in  (1)  annuliirt  sich,  sobald  f{x,t)=0  ist  fiir  x=x'  und  jede» 
t  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  6.  Anders  aber  wird  die  Sache, 
wenn  es  unter  den  Grössen  a,  a  +  d,  a-{-^2ö,  etc.  eine,  d.  h.  In- 
nerhalb des  Intervalles  a  bis  ö  einen  Werth  von  t,  etwa  f  giebt, 
welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Funktion  f(%»ii  filr 
x  =  x'  und  t=f  unbestimmt  oder  gar  unendlich  wird;  In  diesem 
Falle  wird  nändich  eines  der  Glieder  in  no.  (2)  selbst  unbestimmt 
oder  unendlich,  und  man  kann  Jetzt  nicht  mehr  behaupten,  das« 
der  fragliche  Grhnzwerth,  nämlich  das  Integral  in  (1),  Iflr  xsz%' 
verschwinde.    So  z.  B.  annuliirt  sich  der  Werth  des  integral« 


/ 


k     ^ 


für  x=0  nicht,  obgleich  diess  im   Allgemeinen  mit  der  Funktion 
-3 — -ü  der  Fall  ist.    Innerhalb  des  Intervalles  /=0  bis  <=A  kommt 

nändich  auch  der  Werth  <=0  vor  und  für  diesen  wird   ^ ,  ^    an« 

bestimmt  =  TT-,  wenn  zugleich  x=0  ist.    Der  wahre  Werth  jenes 

Integrales  flndet  sich  dagegen  leicht  durch  unmittelbare  Integra« 
tion,  denn  es  ist 

_^,=  Arctan-. 

o 

folglich 4  wenn  x  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt. 


^''"!/'5^='^'"**"*=r 


Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  Einführung  einer  neaen 
Variabein,  indem  man  <=xt  setzt,  wobei  die  neuen  flir  t  eel* 
tenden    Integrationsgränzen    durch   die   Gleichungen  0=xr,  Smq 

T=0>  undA  =  xr,  aIsor=  — ,  bestimmt  werden.    Es  ist  dann 

X 


/f"    xdi    _p*   dt 
n^  +  t^^J     1  +  t*' 

n  f 

,.       P^   *dt         V"    dt         n 


Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Integr^e 
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/* 


^     dt 


wem  man  %  ins  Unendiiche  wachsen  lässt.  Es  ist  dann  zwar  im 
AügeiiieiiiCD 

Lim  I  e-«*^  ■—  e-ß^*  j =0, 

Act  deaemeften  der  Werth  des  Integrales  nicht  =0  f&r  x~od. 
Demi  ifinerhalb  des  Integrationsintervalles  kommt  auch  der  Werth 
t^O  Ter  Bnd  filr  diesen  vnd  »=ao  stellt  sich  der  Bestandtheii 
g  •^ — «-P**  unter  die  unbestimmte  Form  e— **®~e-**^.    Setst 

■an  dagegen  1=»^  so  wird 

/A  dt        /*Ax  ^r 


und  hieraus  findet  sich  f)ir  unendlich  wachseode  x 


tr 


^^M^'^ 


O  0 

indem  man  eine  belcannte  Formel  io  Anwendung  bringt. 

Diese  besonderen  Wert  he  des  Integrales  (1),  welche  fiir  eia 
paar  bestimmte  Spezialisirungen  k=k',  t=^f  eintreten  können, 
leissen  belcanntlich  singulare  Werth'e.des  Integrales  und  die- 
len in  Tielen  Fällen  zur  Auffindung  der  Werthe  doppelter  oder 
•ehr^cher  Integrale ,  wovon  bereits  C  a  u  ch  y  einige  Heispiele  ge- 
lebt hat  Ich  gebe  hier  noch  ein  paar  andere,  die  sich  beson- 
ders dadurch  auszeichnen,  dass  in  den  fra^chen  Integralen  will- 
kfibrliche  Funktionen  und  willkährliche  Constanten  vorkommen, 
fon  denen  die  letzteren  gleichgültig  fär  den  W^erth  des  Integrales 
änd. 


].    Ich  betrachte  zunächst  das  üoppelintegral 


(3) 


worin  i  und  h  positive  von  Null  verschiedene  Grossen  bezeichnen 
und  die  Funktion  f(€)  so  beschaffen  sein  soll,   dass  ihr  Differen- 
aialquotient  /'(()  stetig  und  endlich  bleibt  von  /=:0  bis  t=h.  Da  « 
«nter  dieser  Voraussetzung  f(t)  selbst  weder  unstetig  noch  un- 
cndlicfa  wird,  wenn  t  von  0  bis  A  geht,   und  da  ferner  der  Aus« 


Thmi  XL 
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von  ti=£  bis  tf =00  und  <=0  bis  t=zh  niemals  unendlich  oder 
unbestimmt  wird,  so  folgt,  dass  die  Funktion  zweier  Variabebi 
(u  und  t) 


(11«+ r»)«^ 


worauf  sich  die  beiden  Integrationen   beziehen ,  w&hrend  der  Tor-   j 
hergenannteo  InterFalle  endlich  und  stetig  bleibt*  und  ndlilfai  irt  ^ 
^es  ^aubt,  indem  Doppelintegrale  iS  die  Reihenfolge  der  biv»  \ 
gratiooeo  «mzukebren ,  also  zunächst  nach  ti  m  inlegriren.  •  Difff  ; 
giebt 

S=fmätf''.^^dn.  (4) 

O  f 

Bei  unbestimmter  Integration  nach  u  ist  nun 

I 

und  folglich,  wenn  mtm  fiir  u  die  Grenzen  tf=aD>   ai~^  einCUirty    \ 
Substituiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (4),  so  wird 


•i 


^-f^nm-^ 


Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze,  wenu/'CO  stetig  and  end- 
lich ist  von  1=0  bis  f  =  f, 

.  I 

I 

f(f)  =f(0)  +  //'  (Xt) ,  1  ^  1  ^0 

und  folglich,  weil    wir  f'{t)   als  stetig  und  endlich  wShrend  des 
Intervalles  0  bis  A  vorätissetzte , 


*=«/'>f .  +/*^^ 


(U)dt 


o  o 

=AO)Arctan*-  +  ./*£;W?.. 

O 

1 

Lassen  wir  jetzt  die  Grosse  e  bis  zur  Gränze  Null  abDebnea,  W9    ] 
ist  vermöge  des  ersten  und  letzten  Werthes  von  5  \ 


•       X 


«t 


=  *  AO)  +  Lta.  [,y '  ^A).  ;    :  I  <5) 


Grftnzwerth  des  Integrales  rechts  ergiebt  sich. leicht  aus  fol- 
der  Bemerlraiig.  Da  f*{f)  Innerhalb  des  Intervalles  0  bis  k 
Kdi  bleibt,  so  ist  diess  um  so  mehr  mit  f'ßf),  wo  Af  <^  der 
1»  «nd  folglieb  sind  das  Maximum  und  Minimum,  welches  f'(Xi) 
iflialb  des  genannten  Intervalles  Erreicht  ^  endliche  Grossen. 
cichncD  wir  sie  mit  M  unct  N,  so  ist 


o  o 

I. 

sicJi  nno  fdr  anendlich  abnehmende  i  die  Produkte 

i/(t«+A«)  und|/(t«) 

Gräoxe  Ndlt  n&hern,  so  folgt 

o 

I  sadi  «o.  (5)  ergiebt  sieb  jetzt  das  bdrtefk^DSWtrtbei  Theorem 

o  o 

il.    Für  ein  zweites  Beispiel  gehen  wir  v<m  dem  D^piellii- 


o  o 

#y  wofiif  CO  und  k  positire  von  Null  verschiedene  Consfanten 
feoten  und  der  Funktion  /(Q  ^le  Eigenschaft  zugeschrieben 
riy  dass  ihre  Derivirte  f  (tS  stetig  und  endlich  bleibt  von  ttsSi 
\  1=  h.    Da  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Funktion 

5  • 
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weder  unstetig  noch  unendlich  oder  unbestimmt  wird  innerlialli 
der  Integrationsintervalle  ti=:0  bi^  u=m,  1=0 bis  t=k,  so  darf 
man  statt  der  Gleichung  (7)  durth  Ümkehrung  der  Integrations- 
ordnung  auch  die  folgende  setzen: 

o  o 

^ — oto..  g—ßtw 


V   /"W* i 


Vermöge  der  Gleichung  f(i)=f(0)'i^tf'(Xt)  ist  di^nn  wdter 

r— dt 


o  "       i 

Setzt  man  im  ersten  Integrale  .atc=t,  so  *ird  jj 

5 

U 

o 

Lassen   wir-  nun   co  ins  Unendliche   hinaus  wachsen,    so  er^ebC 
sich  verm5ge  des  ersten  und  letzten  Werthes  von  Sz 

f     ^«/     [ße'-ß''^--ae-^]f(i)dt 

o  o 

0 

# 

Da  /'(XQ   von  /=0  bis  t=ih  stetig  und  endlich  bleibt,  so  staid 
sein  Maximum  M  und  Minimum  iV,  welche  es  innerhalb 
Intervalies  erreicht ^  endliche  Grossen  und 

f  V  (^0  [e-^'— «-/*«'  1  dt 


u 


<,M  r  [e-<^'—er-ß''^]iH  und  "^N  f  [«-«««— »->«]rft 


d.  h. 


jyrl— «-«*  _  1— c-/»*^ 

»La  /}       -i 


sieb  sogleich  ergiebt 


Lim  I  yV(AOr«-~*— «-''"*]  <i<|  =  *» 

O 

id  foiglitb  nach  no.  (8) 

o  o 

Beide  Tbeoreme  (6)  und  (9)  haben  das  Besondere,  dass  der 
ITertli  des  in  ibnen  vorkommenden  Doppeiintegrales  unabhängig 
m  der  CoDstanten  A  ist,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  positiv 
■d  >0  bleibt.  Setzt  man  A=x  und  wählt  dann  f(t)  so,  dass 
^{f\  stetig  ood  endlich  bleibt  von  /=i:0  bis  ^=qo,  so  kann  man 
Uni  ein  paar  passende  Beispiele  finden,  für  welche  sich  die 
bligrationeD  ausfahren  lassen. 

Setzt  man  endlich  noch  /(0=9>(^-f  0»  wo  nun  g>'![z)  stetig 
IbI  endlich  bleiben  mu^s  von  z=ar  bis  x=ar-f  A,  so  genen  diQ 
Mea  Theoreme  (6)  und  (9)  in  die  etwas  allgemeineren  Aber: 


*  ••*-  ^  g>(x+idt^^<p(x),. 


o  o 


•  o 

Wibd  die  Variabele  x  der  Funktion  9  als  arbiträre  Constante  hin- 
Uttth  dtor  beldeD  nach  t  und  ti  auszufahrenden  Integrationen 
%virt* 
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0 


vin. 


1  ■  ■  1 


Entwlelieliiiiir  l^estimiiiteF  Ifftei^ale 

^    ''  Von  dem 

Herra  Doctor  F.  Arndt, 

,  tichrer  am  GymiiMiom  la  Stfahun4* 


■  f 


•'.'•.>.'   '\*\ 


.  Der  Werdi  eines  bestimmteii  Integrab  Itest  sieb  Mvfig'Jft^ 
durch  finden,   daas  man  fiir  einen  Factor  der  Fiinction  ttntet "dMk 


neuer,  auf  anderem  Wege  vielleicht  nur  umständlich  zu  ermittelii- 
der  Integrale  geführt  hat«  so  dürfte  das  Folg^^e  mcht  ohne  b- 
teresse  sein. 

1.    Von  dem  Integral  c»=  #         ^  ,     ,  » 

t 

1  ^,^    i       I»»    ' 

"  -     .      -  1         Into^ 


e~~^sinzdz,    und  kehrt   die  Integration   um,    so  erhält  man 
CO  :=  /       cos  mordj;  /       c— »*  sin 282  =  /      sin  28z  /      e^**eoanucBx» 

t/o  t^o_  t/o  t/o 

y^OD  ^-   ,  2 

«— ^c6smir3^=:-5-Y — 2>    folglich   o>  ss 
0  2  -f-  Tn 

^   2Sin2dz        ,  /**  a;sini?ia:oa: 

^äqp^,    also,    2=1110?  gesetzt,    »=  /  |^^a     *   wo 

'^'^     sin  im 
so  erhält  man  die  Differentialgleichung  w-f  ^=0>  deren  Auf  15- 


m  positiv  sein  muss.    Da  nun  offenbar    ^r-  =  —   # 


da) 


p— -j  =  ^  üherirelit;    ea   ist  also  C— Sv 
od  Mg^cb 


Sin       f^xmmtlr      « 


Wird  j!=^-.  aad  dann  m=a&  gesetzt. 


T9    =0,.«'"^ 


/•  a;sio/>3:8j-_  «      ^ 
-J«l^ä— -2'"    = 


n«  ■  trad  b  positiv«  (iirÜBseii  sind.     Auch  darf  in  der  ersten  Gle!- 
dna^  B=:0,  in  der  iweilen  a^O  sein. 

LatroJi  erwähnt  im  Traifc.  Tom  nL.p.4'J2— 03  nur  IteiläuQg. 
knoin  Vcrfuhrea  von  La  place,  den  Wert))  des  ohigen  lnte{;raln  zu 
■■hkkelii,aiirDoppclinle(;tatianznracl£komme  ((.'est  jiar  la  consi- 
d^li«ii  des  intvgrnles  douhlse,  qneM-  Laplace 


Htre  tcs  llmites  3-=0  et  j.=  i 


,  la 


ale< 


"f: 


^      1 1--^  ' 

•eine  AVoita).  Mir  ist  dieee  Methud«  abrigens  nicht  gegen- 
wlrtisi  dach  scheint  es  die  von  Miiidiiic  (lnlei;ralrüchuuni!. 
Bt'lln.  INÜi.  S.  240.)  in  AtmeiiilunE;  gehracbl«  zii.  aein,  i«eldie 
ufcälio  OiffcrenliulgJeicitung  zweiter  Ordnung  OibrL 

Ganz  an$;ciiügei]d  ist  die  Herleitviig  von  Poissnn,  welch« 
Liervlx  m.  n.  0.  au%eB«ninien  hat.    Puisaon  differenzIrtnKmiich 

fic  GIdcbnng  »^  /  '["TTä"^    zweimal    nach    in,    und    ümlel 

f^=~J  — (::p^s^.«nd  daraus  »-g;;;-,-^  cos,„rf^. 
Ef  Mtzl  d«T»  Werln  i)iese»<  liifeRrnls  ^0,  wegen  der  hebannlcti 
GWcbimg  /      e'""<:oemj:dj:=:-x— — ~  Das  Integral  /      rnsm.rd.r 

kl  aber  gar  kciaeu  besttmniteu  Wccth.,  vrle  vu  j  cosm-tSji 

—  — — -  -l-const.  ethcMt,  «nd  somit  würde  iler  Werth  vnn  u^—g—^ 

Wibulu'  uahcBtimnil  6«i^  Dies  i«t  iiulesfien  wiedci  nicht  iIm, 
f>ll,    da    Uta    der     obigt:i]    «Irengen    lletkttuni;    der    UloidHinff 

•«»«-•  in  A»t  That  Toigt  »~ ^-^^.Q.    >Nnrin  liegt  nun  dioset 


72 

Widerspruch  ?  Darin «  das«  die  Gleichung  g^= —  /  — |  ,  ^§^' — 
ganz  unrichtig  ist    Das  Integral  rechter  Hand  ist  unhestimnit» 

'"''•v.  -TT^-=y.  — iTi' — =y.  ^*^ 

y^       cos  THXVdC 
— r-i — K-  ist,  WO  nur  der  erste  Theil  unbestimmt»  der  an- 

dere  hestimrat  ist.    Hieran  knGpft  sich  eine  wichtige  Bemerkung. 

Wenn  in  einem  bestimmten  Integral  eine  der  Grenzen  0  oder 
oo  ist,  80  darf  man  nicht  immer  nach  einer  Constante  unter  dem 
Integralzeichen   differenziren ,    d.  h.  es  ist  nicht   in   allen   F&Uen 

5"   /     fia,x)dx=  I     -^g-^3a:,  sobald  eine  der  Grenzen  m,n 

=0  oder  oo  ist  Man  wird  auf  diesen  Ausnahmefall  geführt,  wenn 
man  den  Beweis  dieses  Satzes  aufmerksam  durchgeht.  Beson- 
dere Untersuchungen  darüber   behalte   ich  mir  vor;    hier  mag  ein 

Beispiel  genflgen.  Es  ist  bekanntlich  /  — '—da:=zin,  wenn/J 
positiv  ist    Differenzirt  man  nach  /Sauigew&hnliche  Art,  so  kommt 

/»OD 

/      coaßxda:=zO,  was  nicht  richtig  ist 

Dieselbe  Bemerkung  findet  ihre  Anwendung  bei  den'^^'f'^^ 
welche  man  durch  successive  Differentiation  der  zweiten  Gleichung 
(1)  nach  b  gewohnlich  ableitet,  nftmlich 


•  ar«*+isin  hx^x     ,     ,xt «  «j,  _^ 


Diese  Formeln  gelten  nur  für  X:=0,  für  X:=l,  2,  3,  etc.  sind  die 
Inteerale  linker  Hand  unbestimmt,    wie  man   durch  Zerlegung 

der    unächten    Function       ^     ^  oder  -«T"^  ***  ®*"ß   ganze   und 
eine  acht  gebrochene  sogleich  findet 

II.    Von  dem  Integral  (»  =  /        «■  a2  ^og("0' 

Für  log(tti)  setze  ich  hier  /      3a?.    Die  Iden- 

tität  beider  AusdrOcke  wird  auf  folgende  Art  nachgewiesen. 

_       .         /**cosar  —  cosarz^  /*®cosar^         P^  coaxx^ 

Es  sei  0=:/      dx=  /      ox  —  /     dx, 

^       j/ p  ^  J  V       ^  J  V       ^ 

wo  p>0  sem   soll,   damit    beide   Integraje   bestimmte    endliche 

Weithe  haben.    Setzt  man  nun  im  zweiten  Theil  oi-z  =y,  so  kommt 
r  S2if!8^=  r^^dy,  oder  =  P  '-^d:c.    Daher  i.t 
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J?  ^  t/P»  ^  t/F  ^  t/oD  ^ 

m*w%  9't^^n/'  COS  mJC 

=5 1      -f-tr-öa?-    Entwickelt  man  dud  —7- in  eine  Reihe,  und  in- 


X 

tfgrirt,  so  kohimt 


f=Iog(|«)-i.^|^+i.I^^4-.... 

+•1.2      ♦•1.2....4  +  "'* 
Ltiit  man  endlich  p  sich  der  Null  nähern,  so  ^hält  man 

cosjr — cosxz 


^/«' 


dx-^rlz^ 


«1  folglich  /      — dar=:Iog(ti2).     Wird   also   dieser 

Wertb  TOD  log(tp;)  in  dem  vorgelegten  Integrale  o»  substituirt,  und 
Im  die  lategrattoo  umgekehrt^  so  kommt 

P  •  cosiizdz   /•*  cos  X  —  cos  uxx ^ 
•=l/.     -A^J.    X »* 

P*  dx   /•  cos  azdz. 

Der  erste  Tbeil  des  zweiten  Integrals,  nämlich    /         21  Aa  cosa? 

^*^cosa2co8ti:rz  ^ 

-  ex 


«1  =sr«^"^cos^  DÄth  (1);  ferner  bat  man    /  «-i-Aa 

,  /*•  cos(a+far)i+co8(a — ux)i  ^      .    /••  cos(a-fiu:)z  -, 

^^P^cas(aux)z^^  wo  der  erste  Tbeil  =  Je-*(«+«')  ist 
(nch  (1)).  IVas  aber  den  zweiten  Tbeil  betriiTt^  so  ist  er 
%^e^*-«')*,  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenach- 
*lema — ux  positiv  oder  negativ  ist,  d.  i.  jenacbdem  x  zwischen  den 
Greasen  0  und  — ,  oder  zwischen   —  und  00  liegt.  Daher  ist  offenbar 


«/ 


*  cos  az  cos  tij?z  ^       it     '  .'  .      ^      .^  Ä».         Ä 


n 


^3T(e^+e"-^)e""*"  von  0?=—  bis  «=qd. 
Btniich  ist 


/ 
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-ä:^(c<»ar— co8iia»)=:2gr-«*(coe« =5 ) 

von  d?j=s:0  bis  d;=s—> 

II 


▼on  ar=—  bis  a?=  od. 

Theilt  msn  also  das  Integral  co  von  j:=0  bis  :r=-  und  ▼onors- 
biA':r=^ae,  ao  kommt 


»       . /*«,  e*~  +  e-»"v  3«  .«_./**  cos a:« 


n 

Die  Function   /       -— - — 3br=: —  /      —j-Sy  ist  gteicb  -^r-^  wo 

t/ «      ^  t/  OD    y 

Ä(ir^)=:C+log(aÄ)-i6  +  i.^-}.^^+...., 

C=  095772156....  die  CoDstante  des^  IntegraUagarithmiis. 
Setzen  wir  aber«  wie  schon  früher  geschehen,  ' 


2«    .  .      2» 


£i(z)=C+logz+2+i.j-2  +  l.j^2;3  +  ....  ♦), 
so  wird    /       &r=— jBt( — ab). 

M 

]>ie  Function  #      ~^^  '^^  ^n   oiner  froheren  Abhandiniig 

""heil  X.  Nr.  XaII.)  mit  Ci(m)  bezeichnet»  und  dafik  hat  mw  die 
eihe 

/**  cos«r^  ^,fa\ 

ao  iass  sii^  1    .  7"^^^=""  vil -J  ist. 


-•1 


*)  l«t  %  aegatiT,  oder  s  =  — |r,  wo  $t  potitiT,  «o  matt  min  log|r  «tetl 
logs  nehmen.  Diese  Untertcheidoug  filit  weg,  wenn  man  liog.(s)*  in 
der  Formel  tohreib t.  -  .  ;  •  , . ; 


Vi 


Um  endltcb     /      (cosar  —  -^^ — o"— ^ — )  —    weiter    zu     ent- 


#       (cosor  — 

jin  den  fJoslnus 

ICD  Auf  und  integrire;   iaan  erhält  dann 


wi(l^f|i](,  töse  m^n  den  fJoslnus  und  4ie  Exponentialfiinctionen   in 
«MOdtiche  Reiher 


.      :  ~**    1.2     ■^.*'1:.2....4       •    •' 

Mgfich 

i  feV     /iY     T-V 

y.  ^*~* r5~T:>*-~«*"rr+iTx:3~-i:2...6+- 


I    > 


I  < 


,   (a^      .      (ab)*      .  («&)« 

""'•  1.2  ~*'1.2....4    "1.2...6' 

••■..:.■       1-1 


■I       ■ . 


Isoliere  T,kl?il  rfcljtw  Haud  i«t  gleich  C«(j) -nC— Ipg  (0^ 
tonntere.   wie  man  leicht  findet,    eteich   C  +  \oe(äb)  —  iEÜab) 


•  I 


-  4  £i(«iÄ)  —  lEi  (—  fl6). 


' « 


flnhrfhiitrV  man'  Aiin  alle'  die  gefundenen  Werthe  in  dem  obigen 
Ansdrack  von  co,  so  Iconimt 

«  =  ge-»[log(«6)  +  ci(^)-Jie*(a6)-t«(-a*)] 

^  Jr^  <7i  (J)  +  5  («^ +  «--»)  JS.- (- «Ä) . 
<^  dwf h  Zifsainra«ii2iekung 

Die  GruMen  a,  b,  u  sind  hier^  wie  auch  im  Folgenden,  stets  als 
positiv  zu  betrachten. 

Auf  eine  ganz  ähnliche  Art  kann  man  ^=/      ■  « ,  ^a  log(ta) 
^sMckeln.    Man  erhält  nämlich 


»  ■.      • '. . I 


7« 


/*  Ar   /*•  zsinotdz ,  •     v 


Hier  ifit  nun  nach  (1)   #       — ä-pp-cosa:=5-c"^co«jr;    aerner 

y^*  xBingicostegigag         /**^  ^    sin  (g  +  ux)  z  +  sin  (g — tu?)  « 

■  »  ■ 

.        I  ■«:■* 

Ist  g — fi^  positiv,  oder  j?  zwischen  den  Grenzen  0  und —^  so  wird 


^  » 


das  Jietzte  Integral  gleich   ö"^^*""**'»  wenn  diigegtfn'g  — ttr  nc-' 

g  % 

gativist,  oder  jTzwischen  —  undoo  li^t,  so  wirdesglekh — ye+*<**-«^, 

wie  leicht  erheilt,  folglich 

rtt      /•**8ittörcos«rjfe     n     ^, -^ .      ^,.         ^ nk-  «« 

(5      /      -' iäLfftä =je-«*(e*«'+e-*«')  von  4^=0  bis  ar=^. 


=?(r-«*— 6^)e-**^  von  ar=-bis 


also 


P^  zBinazdz,  \ 

I  a  ,  »a  (cos X  —  costur^) 


=  a  «-•*  (coso: -3^ — — )  von  ar=0  bis  a?=  — , 

=  5-r-«*cosa:-— Wr"«*--^^)«'-*"' vonÄ==:---MAÄ==Oft. 


Nach  dem  Obigen  ist  also 


daraus  wie  vorher 


#.  •  •  •  •  • 


77, 

— je+«»£;.(-o6). 

Diebeiden  Gleichungen  (4)  und  (6)  hat  S eh lu milch  im  Archiv. 
Theil  V.  p.  211.  und  212.  mit  Hülfe  des  Fourler'schen  Theo- 
remif  gefunden,  wobei  nur  zu  bemerken,  dass  dort  die  Functio- 
nen £i(ii6),  Ei{—ab)  durchv/t(^)>  H^e"^)  bezeichnet; find. 

III.    Von  dem  Integral  ©=  /       -aiTn'^^^'^S^*^*)' 

* 

y^öD  gl  Uli  j^ 

Ich  setze  hier  arctang  {uz)=^L er^dx.   Diese  Formel  er- 

^  ^        ^    ^^ 

Ult  man  nSmlich  auf  folgende  Art.  Es  ist  I      e'~**cos6j:3j:=-2TT2' 

HottipKcirt  man  diese  Gleichung  mit  ob,    inteerirt  von  6=a  bis 
isp,  und  kehrt  die  Integration!  um,  so  entsteht 

/    86/      e~"'cos6a:3j?=  /      er-^dx  j    co8xbSb=  /    irZÄt* 

• 

MgBdf,  wenn  man  die  Integrationen  ausfiihrt, 

,^      /*•  sinjJj: — sinoj:       .^  ^       ß  x       « 

(7)     #       — ' e-^  ox  =  arctang  —  —  arctang  — 

Fflr  a=0«  a=l  kommt 


/ 


OD  Sin  |5^ 

— ^-—  c-'&r  =  arctang /3 « 


r 


c— *3j:=arctang  (uz).  Wird  also  dieser  Werth 

ö  ^ 

^^  arctang  (tcz)  in  den  Ausdnick  von  co  gesetzt,  so  erhält  man 

/*•  sin  ax8t  /^*  sin  ttzar        ^ 

—  /**  e-^dx  P^  sinazsintfcriQ 

"Vo    ""^Vo        ^*  +  ft* 

""i/o        J?   Jo        I  2^  +  6*  ~ 

'tkit  man   die  letzte  Integration  wie  in  II.  mit  ceh5riger  Unter- 
tcheiduDg  der  Grenzen  von  x  aus,  so  erhftit  man  leicht 


7g 


•  •■■■■■*. 


o4.er  t  — 6u=m9  l-f6u=n  gesetzt^ 


Nun  hat  man 


i 


^' iir^hsb  ^,      na        "  ä       '. 


und  findet  durch  unbesttsimte  Integration  leicht 


:!•. 


folglfch  durch  Substitution  und  Zusammenziebung 

^^  t/o     lH6^  arctang(t£2) 

...  ^         ^  W 

40  M  '' 

'i  ■ '.s 

Fär  1  — 6tf=0  gilt  diese  Formel  nicht;    man  erhält  vielmehr 

Das  Integral  6=/      -.  ^^  i"  j^a'  afctang(Ki)  lässt  sich  auf  ähnliche 

Art  entwiclceln.    Es  wird  geniigeli,  das  Resultat  der  Betrachtung 
hier  anzuführen.    Man  erhält 

/       ZCOS  O^vZ 
t*+b*  arctang(io:) 


r:j  «+-£••(- J-iiÄ)., 


79 


-.geg«.fi.r«4  = 


»*>   /*^Sq^'«<^"g(0=-f«'-[<^+'<»f(2«*)] 


-ye+-»£»(-2o*) 
wo  C  immer  die  Constente  des  Integrallogarithmus  bezeichnet. 


IV.  • 

Wenn  in  den -Im  Vorhergehenden  entwickelten  Integralen  eine 
«der  einige  GrSssen  verschwinden,  so  werden  die  Resultate  ein- 
bcher  und  die  Eiitwiclcelnng  selbst  hat  einen  von  der  der  allge^ 
Mieiaen  Fälle  verschiedenen  Character,  weshalb  jeder  dieser  beson- 
ftereo  Fälle  eine,  besooderfe  Betrachtung  erfordert 

1.  Es  »ei  in  IL  a5=0,  oder  w=:/  "a^^  aainden^Hier 
koaiBQit 

•=/.  ^Tv^J.  — 5 — :»* 

y**3£  /**cosa; — costtu?^ 

sr        I  A    /**    «OS«  .        »  /*•  chsiexi.        «       . 

•sssi  /      3^    ^"«ö  Integral   kann   auf   zwei  ver- 

sditedeoe  Arten  entf^ickelt  werden. 


a)    Blan  setze  ^ä  / dx,  wo  p>0,  theile  das 

Integral  in  /  9x  —  /       8ä,   und  setze  im   zweiten 

Tlieil  a:  statt  frtu?;    dann  kommt  ^=— /      8^+/       » 

oder,    für  die  Integrale  die  schon  bekannten  unendlichen  Reihen 

?=-c-iogp+i.f2-i.j-i;-j+.... 

+  C+l«g6«p-6«p+;.^i^-i.5^+.... 


80 


LSsst  man  jetzt  p  «ich  der  Null  nähern ,   so  erhllt  man 

■  ■ 

6)    Um  den  Werth  des  Integrals  linker  Rand  zu  finden,  kann 
für  ~  das  Integral  /      er^iz  einfahren;   dann  kommt 


man 


w=/      (cosx  —  er-^dx  /      e-^dz 

t/  0  i/o 

y"»«  /»CD 

&   /       (cosa:  — «-*«*) «-»'Sä. 
o  i/o 

/»CO  j  /»OD  j 

Nun  Ist   /.      cos  j:e-«*3a:= J--7--5,    #      <r"(*+*«)2bF=:    ■    .    ,  iUh« 

«4log(l+»«)  -iIog.(i  +  M*=  ilog.^^^gijgä^,  folgUch  oP 

fenbar  /      8z (x^f^ - rfÄÜ/  =  i 'og •  (*«*)*» o«*er auch qs  10^(6«)^ 
da  fr,  tc  positiv  sind,  mithin  a>=log(6«),  wie  vorher. 
Durch  Sabstitution  erhält  man  nun 

Zerlegt  man  log(tfz)  in  logti-hlogz,  und  beachtet,  dass  /       >^^ 

JT.  .         .        ,     /**  log 282      ^,      , 

=  26  ^S"'  8®  kommt  »«chy^     ?+p=2g*^8*- 

2.    Es  sei  in  dem  Integral  /  24, a^   logC«^)   die    GrSsse 

/^^  BlUittBz 

6=0,  oder  0=:/       log  (uz)  zu  entmckeln.    Es  konmit 

^ /**  sin  flzftg   /**  cosj: — cosmzjt  q 

"~t/o  2:      Jo  ar  ^ 

/»»  diC   /•*  sinaz^  ,  . 

=  #       —  /       — ;^ — oz(cosa7 — costurz). 

1/0       ^1/0  * 

Man  hat  femer 

y"**  sin  az  cos  norz  ^       ,   /**  sin  (a+  ua:)z  +  sin  (a — u.r)  z  ^ 
.  — i — ^'=i/.  ^ — ■ — ^' 

beachtet  man  nun,  dass  bekanntlich    /       --->-- ^fc=:^,  da- 


81 


ffigak  I       -r-^ ^=3  +  s;  oder  —  o»  jenacbdem  a— iix  poafr 

fif  oder  negativ,  d.  L  o?  zwischeo  0  und  —  oder  zwischen  -^  nnß, 
OD  Begt,  80  iiat  maD  .         > . 


y: 


2  2  tt 


=:0  von  j;=:^  bis  dr:;=Qe; 


VKDCn 


/ dz(eoBa'^coBua:x)=^^(c6sx'^l)  von  ;r=Obis^=— i 


=:ä-cos^  von  0;=—  bis  x:=sm 
2  .  ti  ' 


<">  /.' 


sfncptdz 


log(i«)=~2<5+'°6i)- 


Ffir  if=a  erhält  man  / Iog(az)3x=— ^-C,    wo  es  merk* 

*Hig  Ist,  das«  der  Integralwerth  von  a  nnabh&ngig  ist 

3.   Setzt  man  in  den  Formeln  (8)  und  (9)  u=^cp,  nnd  beach- 

M,  dass  arctang  (tä)  für  diesen  Werth  von  tc  in  ^  übergeht,   so 
cnilt  nan 

Diese  merkwürdigen  Gleichnngen  findet  S^eh  10 milch  In  der 
•^  eHirten  AbhanSlnog  (Archiv.  Tbl.  V.  p.  211.  Formel  (27) 
^CiS))  ^  mit  Hfllfe  des  Fourier'schen  Tneorems. 


*)  1»  «kr  Fonscl  (28)  ist  ein  Drackfehlcr,  indem  staU  4m  -f  vor 
>  twcltes  Theile  rechter  Hand  ein  -r  ■tebeo  nniM« 

TlieÜXL  6 


(13) 
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Die  Torhergetienden  Formelif  wfirden  Moiit  ah  «jpeeNIe  FUe 
dei^' Formeln  (^  und  (0)  erdi^heitien.  Ich  weiss  aber  Dichf»  ob  Xä 
hier  in  Annendang  gebrachte  Schlussweise ,  dass  z.  B.  das  Int^nral 

/        >2  ■  Aa  arctang(tfi),    weno  ic  sich    dem   ÜoeD^iicheo  nähert, 

gegen  die  Grenze  /      — 57;r2-arctang((x)  convergire,  ausser  alle» 

Zweifel  sei,  und  nöehte  aus  den  Formeln  (8)  ün^  (9)  nichts  wel- 
ter schliesse'n,  als  dass  die  Integrale  linker' Hand i sich  den  Gros- 
sen in  (13)  rechter  Hand  beliebig  nähern,  wenn  u  ins  Unendliche 
wächst.    Man   kann  bei  Schlüssen  dieser  Art  nicht  vorsichtig  ge- 

aus  folgt,  ,df$s  der  >yerth  von  /     .e~^cosa:dar  der  Null  beliebig 

nahe  gebracht  werden  kann^  wenn  a  ins  Unendliche  abnimM. 
Keineswegs  davf  nian  aber  geradezu  in    dem  Integral  a=0  oder 

/  cos:rdj:=0  setzen^  denn  dfes  Resultat  ist  nach  dem  Obigen 
unrichtit^.     Ein  anderes  Beispiel  ist  folgepdcs.    MlBtn  weiss,  dass 

/^flD  Qf^g  ffjpm.^^  sin  bün 
in  Fo^ge  der  Subtraktion  /    . -. 14.V2 — ^8«=;0,    rfndv  diese 

Gleichung  ist  st^ts^  richtig,   werin   Ä>0  ist:     Nähert  siül/ 6  der 

Null>  so  bleibt  der  Integralwerth  immer  Null;    etwas  ganz  Ande- 

cos  ötK  ^"^  00  sin  bss 
res  ist  es,    6=0  zu  setzen,    denn    die  Function  <  ,  ^ 

wird  =  ,  ,    2  fiir  6=0,  und  /      tT'"2  ist  keineswegs  gleich  Nnll, 

l-f-iT  J  0      1-f-a; 

TT 

sfiodera  gkieh  ^<  ;         •.     x  .    ! 

Mit  i^nderp  Werten,  man  ist  gar  nicht  berechtigt»  .einer  CoiH 
staute  in  einem  bestimmten  Integral  einen  siolchen  sneciellen  Werth 
beizulegen,  ilir  welchen  die  Entwickelung  des  All  gern  einen' Falls 
ihre  Anwendbarkeit  verliert.  Dies  ist  bei  den  lutegrt^len  (Q)  pn4 
(9)  der  Fall,  indem  die  ol»ige  Herleituns;  ihrer  Werthe  darauf  ije- 
ruht,  dass  man  fiir  arctang(M:)  ein  bev<ti|nmtes  Intec^ral  «et3fct/mu^ 
nicht  mehr  geschehen  kann,    sobald    aus    diesc^r  Fupction  eine 

Constanze,   nämlich  arctäng((x)^ 5- wi^d«:  (      . 

Die  Integrale  (13)  linker  Hand  sind.hiervach  besonders  zu  ent- 
wickeln, und  eis»  ist  roerkwiirdlc,  dass  die  W^rthfe  derselben 
schwerer  zu  ermitteln  sind,  als  nie  der  zusammen  (gesetzteren  In- 
tegrale (8>  ;UDd:(^)*  .  Wir.  haben  \\\<t\  ein  Beispinlf  dai^s  da^^^Ug^ 
meme  nuti|nt^r'lei^ht^r  zn  bestimmen  ist  aU.  4:^:  ßQfw4<^e, 


V. 


Bev<»r  Ich  aber  zum  Beweise  der  Formeln  (13)  übergehe,  ist 
es  nuthig,  folgende  Integralwerthe 


f 
■  *  ■ 


*  •  "■'•II» 

kamchen^  wo  bekanntlich 


a(ui)  =  /   -^-3^. 

a)  Kehlt  ^öan^iie  I^togratiön  üin»\60  ^häK  niati*\ 

-—1  /^ _  /**  C08(a — ux)z — co8(a  +  tfcr)z ^ 
-I/o  .^v/o  «?+6»  ""*• 

'    •■     ■     l  ..  ,  ■     -  . 

•1 

»  hat  nnn  /      — ^TföS      ^  ^^'^*  vewjhieden©  W<ertlfe»  jiBt 
Uem  ü'-^ux  positiv  oder  negativ  ist,  nämlich  im  eisten  Falle  den 

ift^r-«(«i^"),  hn  andern  den  Werth  '^e+*(— «*),  ***S^1^ 
tllt  immer,  der  .erate  Werth,    da  nach  x  von  0  bis  1  integrirt 

^  /^l  ^fttur ^ — hux 

"den  soll  9  nnd  es  kommt  w=:jr6-'«*/     3a:,    oder, 

Ab       Jo  X 

man  leicht  findet« 

« 


l'  .      («<*')•' 


V  ■  mm    _  VM.  ■   1 


nm  dagegen  I7<r/  «o  wird  #       ä+Ää — öz  bald  den  emen, 

d  den  andern  der  oben  angegebenen  Wertheii^rfialten,  nSmiicb 
I  «=0  bis  ar=  --  den  erstem,  von  4r=--  bis  a:=l  den  zweiten» 
1  man  mnss  also  eine  Theilung  von  co  vornehmen,  nämlich 

6« 


1 


^/«    ar^o  2*  +  Ä* 


Demnächst  kommt 


und  fiberdies  w  * 

J  a         X  Ja  X  J  ^        X 


tt 


t/   CO  f*         t/   OD  ^ 

J^  ^      ^x=J ^    ^—~dx=^Ei(ab)^Ili(^ab). 

^  :     .  .        ^ 

Führ^inan  diese  Wertbe  ein/ sa  entsteht 


: '       ■'-..; 


.  .y.'ii.  ■    ■     ■  ;   •  .  .  ...  » 

46 


.      I  -£e+-*r£«ea6)-JBtV« 


/3)    Kfihfi«  mftD  io  dem  ,  Doppelintegrai  9  die  Integraüen  « 
80  kommt  •  \-': 

Ä— /*^?£  /**  cosazcostt£z^ 
"T/oD  ^t/o  2*  + 6« 

/^i  8a?  /*»  co8(a  — tiar)2  +  co8(a+ja?)i- 


a  =: 


Ist  nun  zuerst  — ^1>    so  wird^    da  nach  x  von  ao    bis  1  intef 

j          11      X  X       =                      j        .  X    /**  co8(« — nx)t 
werden  soll^  stets  av^  ux  sein»  und  es  ist   /      . ^  .  ,j,  ^  ■ 


:  II.    .1    i;} 


BS 


tkt 


-  I  '  .      1    •    -  -  »        "■  . 


.  \. 


...   1 


(o  ^  u). 


\      ^ 


bligegen  ~^  1»  so  setzt  man 


VflD  ^t/o 


•  cosatcosuxt 


+  *^ 


,«:  :=.; 


«derUlt 


Nim  bt 


■  « 
P'*e^±f:Zsx=iEi(ub)+Ei(-ub)—Ei(ab)—Ei(—ab), 

t¥A  ,■-•-; 


•  f. 

!  ■•     1 


=  £  e-«*[£«(Mj)  +  JE<(— I*)  -  £»'(o*)  ]  +  £  e+«»JBi(-f oft) 


(a^«). 


I       .  i.  ■:{* 


y)  Wa«  die  Integrale  »i  uAd  6|  betrifft»  so  mag  es  eeniieen, 
Uo«  die  Resultate  der  Entwickerune,  deren  Gaos  nun  schon  hin- 
iiiglich  bekanpt  ist ,  anzugeben.    Mao  erhält  nämuch 

_  JrH»[K(_flft)— £,-(-h6)]    (a^tt). 
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(21)  y^    jllpg  C»(ie)az=+|e-*[£;i(tt6) -!-£»•(— iiÄ)-£«(aft)l 

•  ■  t   .  =*•  ,  I'    ■    •    :     ^'      ■     t 

...    I  ^1  •  • 


VL 

tlni  MD  die  ForAietn  (19)  herzaleitmiiy'^ehe  man 'vob  felgeiH 
den,  schon  in  einer  andern  Abhandlung  (Theil  X.  Nr.  XXV.)  tob 
mir  entwickelten  Integralen   aus:  •. 


M 


vi" 

.  *  ■  ' 

Man  multiplicire  jede  dieser  Gleichungen  niit  ^x»    und   setse  ih 

57  r-**  das  bestimmte  Integral  /  ""Olgf"»  ^™^  köhre  die  Inte> 
gration  um;   dann  kommt  ...  « 

J«        '  Z^*    8y     /*'^CMxsdz_P'*>    dz      p*  tsomanbx 

Dabei  ist  aber  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Formel 

*  cosjraflx      iE  *--»* 

nur  unter  der  'Vöraussetzüne  eines  positiven  x  gilt;  tn'den  M-' 
den  letzten  Gleichungen  ß),y)  sind,  die  Grenzen  vqu  o;  ped^,  sie 
gelten  also  unbedingt»  .in  der  ersten  aber  wird  .4|ö  ö^^x^  a«<*|i 
nur  positiv,   wenn  a>tt,    und  nur  unter  dieser  Bedtogunff  Wt  mm 

gültig.  Fuhren  wir  jetzt  für  die  Integrale  /  .  .  ■■■■*-^-i/  ''\ 

^^  «'"•*■*'  t/D"        Ä'-T^  ■*/-•+«  F"^«- 

P^cosxtSx  '  ■     *        ^-     - 

und  /      -r-—  ihre  in  einer  vorhergehenden  Abhandlung  (Theil 

X.  Nr.  XXII.'  XXIV.)  gerundenen  Werthe  ein,  so  kommt 


8Z 


Dm  nun  die  Werthe  von  Qi,   Q^y  Q  aus  a),    i),   o)  bekannt ^   und 

die  Integrale  /  -^rg^Cii^)^*  f  ^njgSUjiujdz  ^n  V.  ent- 
wickelt sind,  80  sieht  man»  das«  mit  Hälfe  jeder  der  iieiÜen  Glei- 
dbsDgen  ß*),  /)' das  Iht^räl  7         ^  ■,a2   gefanden  werden  Icann. 

An  ^nfacbsten  ist  es,  entweder  die  Formel  /)  anzuwenden,  oder 
anf  folgende  Art  zu  verfahren.     Man  findet 

_     P^siuaz  f^  sinazdz 

-I/o    ?+6S*("')9^-^y,     15  +  65^ 

vid  folglich,  wenn  iiir  den  effeiten  Theil  sein  Werth  aus  14)  ein- 
gefäkrt  wird  *), 


« 


fibereinstimroend  mit  13). 

Um  endlich    /       "3t  4.^2.  '^  bestimmen  **),  braucht  man  nur 

fie  Gleichungen  a) ,  R) ,  c)   mit  5-  zii  mültipliciren,  und  für'  qr«~*' 

/^^  2sin^zcz 
m  bestimmte  Integral  /  ^  ,  t^    einzufahren.    Es  kommt 

I  fe  =^y^^;  i?^  [»to  äz  I  Ci{iii)r-^c»))  -^co«  «i  I  Si{uz)--SiXa0 

n  p^      zdz  '     '^  ^' 

f  »         /•*     23r         .  ■..'....       I..  . 

^  j^=  #  2    i.A2  [  *'"  ^^  ^*  (^'O  +  ^®*  «2  {  4^  —  jS«  (fl*)  I  ]. 


•r.'\\ 


»4 

*)  Mm  darf  hier  nicht  Alt  Gleichung  15)  anwenden,  da  in  a')  a^u 
•da  MOM. 

*9y  Matf  .ftöaate  tfad  .lategral  doroh  IMflSftfcnCiation  deih  trorhergnlrt^ndon 
Mchuig  nach  a  entwickeln;  cm  geschieht  hier  nicht,  weit.  >vegcn  d^ 
^NneB:0|.»  In  Djflfereiisifen  unter  dfidlniegralaeiolieii  nach  dem.  OIH7 
SMBUMlIcb  ist. 
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Hier  kann  man  nan  entweder  in  der  letzten  Gleichong  fBr  die  In- 
tegrale  J ^  .  i«q7p  Oi(flz)&,   J ^     ^»^^  5i(a2)&  Um  ob|gcn 

Werthe  einfttliren»  oder  die  Gleichung 

'    •■'••■■■■■_■      ..     '  .      -.  ■   , 

bilden,  nnd  erh&lt  durch  Substitution 

:..        .  ■■  ■•■Li'-  ■  .■     .         . 

i   ;'.  .  ■  ....  ■  -1 

woDut  die  Formel  ()3)  wieder  in  Einklang  ist 


.  i .  .■ 


Heber  den  Fall  eines  K9|*per8  lünss 

einer  Parabel. 

Von  dem 

Herm  Doctor  J.  Dienger, 

Lohrer  der  Mathematik  und  Phyiik  an  der  höheren  Boigertdwle 

'  so  Sinsheim  bei  Heidelberg, 


Es  stelle  ADB  (Taf.  II.  Fig.  4.)  eine  Parabel  dar,  deren 
Spitze  D  ist;  DF  ^ei  ihre  Haup&xe.  Ein  Kfirper  falle  fofk:]^ 
nach  X  auf  dieser  Parabel»  und  man  fragt  nun  nach  der  Zeit,  di4 
er  dazu  gebraucht  hat. 

Sei  der  Bogen  DX^$,  DF=h,  DV^x,  t  die  Terki^ 
Zeit 9  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  (=±r9",  806..*),  so  i^ 
(Poisson,  Mechanik.  I.  g.  194): 

» 

Sei  nun  f/^^px  die  Gleichung  der  Parabel,  so  ist  y=V>^^ 

2Var  dx       1  ix         2vS 


—  1  /** 
~3J 


(/?-f  4r)8j? 


(/?-f*4ar)9:r 


(2) 


Um  also  t  zu  erhalten,  darf  man  nur  das  letzte  Integral  be- 
«timmen.    Dasselbe  koipint  aber  auf  eltiptische  FunetioDen  sorflck 
swar  Termittelst  folgender  Unigestaltungeu. 
Man  setao 


bestunme  femer  die  Grosse  z  so,  dass 

alsdann  ist 

1    AVp.(»--l). 

bx  .  J    — 3« 


v^.vi=^.^^e    VT=i«.v 


L"-A'V 


Sei  Dun 

Dt  ferner  die  h  nnd  d?  entsprechenden  GrSnzen  Ton  %  sind:  — 1 
«ii  s»  so  bt: 


*^*'-'=-/"(*r 


(iVi-£)  Vi«  -  iv«i*vr^* 


'        /    • 


Man  setse  xsb— ^.o.  so  i«t 

Setzt  man  nun  e^ain^»  so  Wird:'      ■      ' 


i-V.o    (l  +  A8in9)Vl-iP«i 


woA=^=- 


„  .y^-Vi   (v»+f-VD; .,.,,, 


V^fVf 


Setzte  man  demnach 


k= 


(v^?-Vf)" 


80  wSre: 

_  ^    /*» »in y9y ,1, ,  :.,;, 

•  ■tf"j'^'         .1.        f.;  ».  >        I  Ol 

TT  1 


Nim  handelt  es  sick  um  die  B^stesuing  der  Intogkalt cA  _ 


/ 


o    (l  — Asin^)  V^l — A*sin*9 
Vor  Allem  ist  Uar,  dAiu   ^  i 


^  :   1'.«  i 


\' 


kity^woruie  folgt  . 

y    •  I  '.       •    ^ 


Ferner  ist  z'      ,  \ 

J^A  .■'   (H-As»ny)8y    ^  .    ^        /' 

_  P9 8qp /*SP         JB:8in<p8y     ■'  •••  - »     -•? 

"Vi,    V(1  — A^sinV'  Vo    V(1— A^sidV)'' 

Das  erste  dieser  Inteerale  ist : 

'  •  ;      £(y »JBr)  V^         jj:* sin  g)  c^ög  y  l         /  '   ^  \ 


/ 


dfts/sweite  wird  auf  folgende  Weise  gefunden»         . 

Bfan  setze  kB\n^=:tH\u^,  wais  erlaubt  ist,  da  i^<l(  also 

y^y        jfcsiiiygy       „Z*"^  sintl^aif; 

„    V(l-A*stnV)'~t/o    cö8*tViE«-sinV 
Setat  man  nno  cos^=:j:,  so  ist  dieses  Integral 

wenn  *i*=l— A*,         .  •    /  -  .... 


]  I 


Beniiacb 


■      .ii 


n 


^         (1  -  *«)  V  1— A«sin  V     ^^^ 


Aco89> 


(1— il*)Vl— **«nV 


M _  ^(y»*)  .      1  cosy  4/  /l-MslB5p\ 


kV  .     .    • 


Hieraus  folgt: 

p^ ay  _^V?'V^    *    . 

also  eodlich 

....  ' 

^  fi  r^(j.*)-g(y.*)^  *  cos y  4 rrosür^n 

+  I*L 1* +'1=25- V  I-Annyj 

Die  GrOsse  7  iat  so  bestimmt,  dass 

X yfp         l-f-siny 


2^  >.  .P-  "^ 


oder 


I  ■  :■. 


.      _w  +  k'(x-h)  „_      V^ 


»  ■    !  •     J  / 


-     I 


Um  die  Zeit  t  su  bestimmeD,  dl6  der  KSrper  braucht,  bis  er 
in  D  ist,  hat  man  dr=0»  also  9>=q  zu  setzen.    Dah^r  ißt        .f 


+:pL — i^ — J 


Sei,  um  ein  gpezielles  Beispiel  ananfUiren,  A=r2p,  so  ist 

■  ■  •  •  .. 


also 

4 


A=ipVl^,ß=Zp^r^,  ^,=sV>,  ^=3V^; 


V^^.«jVFU6£  g.5)-4F(j.?)l+3Vi;i8£(j.|) 


^n 


=  6V7[-''(^§)  +  8Js(J4)]. 


rinn  ist«  w      •  "  '^  - '        «  « 


/•(j.JYrr  1,68575; 


^^^Uk  4     I  ,.k'»'..fc     .-» 


*     w:    ^    > 


Di«  Zeit,    die   ein  Kurper   braacbtr  am  fte^.dufch  dio»  H5be 
h^ip  ZQ  fallen,  ist: 

s 

*o  daM  die  Fallzeit  sehr  vennehrt  ist^  nngeßihr  5;inal. 

Zieht  man  eine  ^rade  Linie  durch  die  Endpunkte  des  betrach- 
teten Bogen«»  so  smd  die  Koordinaten  des  äussersten  Pml^«»: 


3»,  pVT;  delboaefti  iBdet.1ii(8B  di«  .Fallzeit,  wenn  man 
eben  aetz\    .   \        /  '  •.'•-. 

?  V  ■  r 


Statt 


also  diesÄ:  '   ' 

Die  fiir  den  Fall  durch  die  Parajiei  Dothige  Zeit  ist  UDg 
das  Doppelte.  -    ' 


• 


•■.  ' 


<■' 


\  '    .       •       /  1  ■  I 


.  / 


ZorfickfUinuiK  de^  Integrals 


i-.» 


Jo  a 


-r.*  sin  vyVn^EfiEv 

•    •     •  •  •  t  '    ■     /     * 

auf  elllptisclie  Funktionell. 


••  .  i 


Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  M aÜbeoiatlk  on^/l^^til^  an  d^r  hofeiY^  E^rgerachide 

Sinshelpi  bei/'deiddfterg^  /  ^ 


-^^'..iri 


X     •     •• 


§.  I. 


"8^  kii:.1;nM  man 


1. 


•      i 


1.^   .^ 


9       sin 

I. . 


sin  «flpS^) 

,.•  |.  I*  il  •■>.  •  •  1* .<■  ■  r  ■>!< 


\  .  ^•,-*iV,:^^^,  }     (1) 

Da  aber,  nach  der  vorhergehenden  Abhandlung: 

•  ain  /n\ 

(2) 


Termoge 
ie  Be- 


)  ■•'■■; 

Ü 'iRy  wenn  man  A^y  Ai,:../.  al^  bekannt  voraussetzt» 
(l)Jnch  Ni,   N^f—   gegeben.    Es  han4e|t  th;k  also  um  die 
itiifmong:  von  4^»  ^i».—     Nun  ist        y^     ;  y 

tVp  VT^^^*= *^^ — ^- 

Dieas  vorausf^esetzt,  hat  man  folgende.  Reduktionsfoitnel  (Gn- 
lermaBB,  Theorie  der  Modnlarfanctiolieii  ^fe.  {."?!.):' "'■ 


iß-l)i*4n=(n-  2)  (1  +  *2)  An-^  -  (n-SyA. 

,.  ■;       /  +c<(sg.eln»r»gi:VT^^Fsi5^..  ,,  (4)^,, 

Vermöge  der  Formel  (4),  in  Verbindunff  mit  (S),  ist  man  im 
Stinde,  die  Grossen  A^,  A^,„..  durch  elliptiscne  oder  logaritkflüsoli^ 
Fnktionen  auszudrücken^  und  zwar  wird  An  durch  elliptische 
Fiulrtionen  ausg^röckti  wenn  *^  gerade  ist.;  ist  aber  n  ungerade, 
•0  enthält  An  ke^ie  elliptischen  I«^unktio;ienj  IM  also  Ao,  Ai,.... 
>bbebmnt  angenommen  werden  konneb«  so  sind  auch  ^i,  iVa,.... 
Mannt,  s^bo  Sie  Aufgabe  gelöst,  x 

\        '  \        -^  ... 

5.  2. 


j     r 


Man  setze  nun,   9 ^J"  vnraosgesetztti  •  .:  -ii .  1 

>0 


vf  9 


n 


9    sin "9(1  —  k sin 9)) "Vi— A*sin*9 


=  Ä. 


71 


* gy  -  p  - 

9    8in«g.Vl— A*8inV 


80  erhUt  man  ivieder 


M% — kMlZ^B%y 

m 
m 
m 
m 

Mn-kMn-x=Bn', 


(5) 


worin 


•    ^   J9  (l-A8in9)Vl— *«8inV  .1  ^ 

Zugleich  ist»  wie  man  leicht  findet: 

t»-i  /_         (n-2)(i  +  it«) 


(n~3)A* 8  /cQgy  Vi^i6:«afai^>Y 

aUiOii.|fi:ei^  mau  iDtegrirt;  .:.:•»:•.    r. 

Da  nmi' 

M.  -.  '  ■       .  1 

'  „       ,      /Vl-X-*«in«y+co«9\  •• 

\      VI  — Ä*.8m©      / 

■  .».■•.'■  .  .      '.  ■ 

^ =*;v^s^ +<!•*)-'""*'-<?•*)+«''«• 

80  aind  die  Grössen  B  durch  (7)  eegeben ,  somit  auch  die  GrOa* 
sen  ^  durch  (5)  bekannt  Auch  hier  hän^  Bn  nur  dann  von  el- 
liptischen Funktionen  ab^  wenn  n  gerade  ist. 


XI. 

leitrag:  zur  analytischen  Geometrie. 

Von  doni 

Herrn  Professor  Dr.  H.  Bruun 

w  ÜdMia. 


Xn  »Irn  inIftreNsanlesten  Auffrnben  aus  iler  l.chre  vom  (irfiss- 
I  ood  Kleinsten  geliüreii  unstreitig  die  vier  IVilgeuiIen: 
I.     Ol«  ^iissle  Ellipse  zu  bestimmen,  icelohe  in  ein  gegebenes 

Dr«iM:k  beschrieben  vver<Ien  kann. 
t     Die  Lleinste  Ellipse  zu  hestiminen,  welche  um  ei 

Dreieck  beschrieben  wercten  kann. 

i.     Kwlimmnng  »ler  ^n'ksKten    ülllipse,    welche   die 
tines  i;ei{ebenen  Vierecks  berührt. 


I  gegehenea 
I  (leg  ebenes 


Bpctimmun!;  der  kleinsten  Ellipse,  »eiche 
Vi«r<?ck  beschrieben  werden  kann. 

Aach  huhen  schon  mehrere  ausgeEeiirhnete  Geometer  sich  mit 

Aurir.f'uii!:  dieser  Aufgaben  heschäftist.  nunientlieh  (^ausK, 
PfafL  M'iihvetde  und  IMiicker  die  dritte  znm  Gegenstände 
Ihrer  L'nlprsuchungen  gemacht,  sunie  Euler  die  zweite  und  vierte- 

(Miuiftrhe:  »onnlliche  Correspondenz,  fterauseeee- 
h«B  von  Zach.  B.  XXIIS.  112.. 'W;!.. -AI?.  —  Plucker,  Analy- 
Hsch-aconielrisrbe  Fnlwirkehingen  B.  II.  S.  211.  —  Kova 
Acta  Petrop.  T.  IX,  S.  146.,  132.) 

Die  Grande,  die  mich  bewogen  haben,  diese  Aufgaben  einer 
Muri)  UnlerBUcbuMg  zu  unlenverfen,  und  die  mich  glauben  lassen. 
da«a  tlivselUc  nicht  ganz  überOüssig  sei,    sind  folgende: 

h)  Die  mit  Recht  aU  Mnsfer  analytischer  Behandlungsweisc 
pprieitme,  auf  Griinzbetrachtungen  basirte  Gaussische  Auflö- 
wtqt  An  dritten  Aufgabe  kann  wegen  ihrer  eigenthüm  liehen  Be- 
bmilungoiteiH«  nlthl  in  den  Lehrbüchern  aufgenommen  werden.  — 
V*ck  mehr  eilt  diese«  ron  der  PIQckerscnon  Aul'lösang  dureh 
M*M  Uptliode  der  Linleneoordinaten.  —  Die  Mnlln-eideschc 
donlicb  trcilläufligo  AuflüBuog  besieht  sich  auf  entferatere  Eigcn- 
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schaden  der  Ellipse ,  und  ist  daher  keine  rein  analytische  (wie 
Mollweide  es  auch  selbst  zugesteht,  in  KlfigeTs  Math.  WSr- 
terbuche.  Band  IV.  S.  285.).  —  Pfaff  hat  nur  das  Resultat  der 
Auflösung  bekannt  gemacht. 

b)  Die  zweite  Aufgabe ,  von  Euler  vermittelst  zweier  Hülfs- 
prossen  gelost,  lässt  sich  auch  ohne  dieselben  eben  so  einfach 
behandeln. 

c)  Die  vierte  Aufgabe  hat  ebenfalls  Euler  auf  eine  Gleichang 
vom  dritten  Grade  zurück  geführt,  doch  irrt  er  sich  doppelt  io 
den  aus  dieser  Gleichung  gezogenen  Folgerungen. 

d)  Von  der  ersten  Aufgabe  Ist  mir  keine  analytische  AuflB- 
suns  bekannt.  —  Sollte  aber  auch,  woran  ich  nicht  zweifle»  eise 
soleiie  vorhauden  sein«  so  glaube  ioh  dennoob  die  neimm  kte 
Anfbehmen  zu  dürfen,  sowohl  der  VollstSndigkeit  wegen,  ftft  ailÄ 
um  diese  Aufgabe  mit  der  zweiten  vergleichen  zu  können. 

Bestimmung  der  grössten  Ellipse,  welche  in  ein  gege- 
benes Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

Es  seien:  MNO  das  gegebene  Dreieck,  OM  die  Achse  der 
Xy  OiVdie  Achse  derv,  der  Coordinatenwinkel  ^OiV=:=a».^.;  (0,0) 
die  Coordinaten  des  Punktes  O,  (a,0)  des  Punktes  Af,  (0,6)  des 
Punktes  N\   so  erbalten  wir  für  alle  Ellipsen: 

y«  +  2J?a:y+Cr«+2Z>y  +  2£a:  +  F=0(a<0).   ....   (1) 

welche  die  Seiten  des  Dreiecks  l)enlhren,  wenn  (m,0)  und  (0,») 
die  veränderlichen  Berührungspunkte  auf  den  Achsen  x  und  y  be- 
zeichnen, folgende  Bedingungsgleichungen: 

Z>=— «,  F=n«,  £«=««C,  — jE=mC (2) 

und 

aaVf^  +  "UaVß  +  ^a«— 2j3a6»  -  2en6 + 76«= 0  *)    ...    (3) 

In  Folge  der  Gleichungen  (2)  reducirt  sich  die  Gleichung  (3)  auf 

2aw^ 
ahiBn—E)-^^^ 26n«  +  2yi»=0 (4) 

und  hieraus 

a6(J?/i  +  ^)+26^-— — 26n»+2n»=0.    .  .  ,    (5) 

Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  t  der  Ellipse  erhaHen 
wir  (da  y=0)  bekanntlich:  i 

*)  Der  KdPie  halber  setze  ich  B*-^C:=^a,  K-^BD^ß^  D^^F^^r^ 
BS^Cl>z:zd,  DE^BF^n^  E^-CF—^. 


finx  w^Mk  (4)  und  (5): 

4  (mw  —  an — -om)' 

Damit  dieser  Ausdruck  eio  Grosstes  werde,  muss  sowohl  nf— =0^ 
ihaocii  ^=^0  gesetzt  wer4en«   und  dieses  fiilirt  su  4»d  Glei* 

9fim — 9ati-f  AiiftrsO, 
2mii  — 261»+ an  s=  0; 
«d  daher 

a         '   b 

Auch  fiberseugt  mau  sich  leicht,  dass  für  diese  Werthe  von 
and  n 

ioie  Grössen  also  negatSr  sind.  ^ 

Es  berührt  also  die   grOsste  Ellipse  die  Seiten  deB  Dreieeks 
ii  ihrer  Mitte. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  sind  — =^>  uod  —  =  'n^ 

^  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zugleich  der  Mittelpunkt  der 
BipM. 

Die  Gleichung  der  Ellipse: 

A  AS  A9  A3 

Der  Flicheninhalt  der  Ellipse 

^~     2V27     =Vlt^  • ^ 

iL  es  verhSit  sich  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  zum  Fl^enio- 
Ute  des  Dreiecks,  so  wie  der  Kreis  zum  umschriebenen  gleich- 
^liligen  Dreiecke. 

Folgerung.    Bezeichnet   S   die   Summe  der  Quadrate  der 
AdiBen  der  Ellipse,  so  ist  bekanntlich  fiir  (1) 

r  ♦ 


oder  ßLr  (iß) 
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S  =  ^(l  +  C-2Äco»«»), 


5  =  I  (2a*+ 2&*  -  2o&  008  ») 


oder 


S=9^ (8) 


wo  2  die. Summe  der  Quadrate  der  Selten  des  gegebenen  Dr^ 
ecks  bezeichnet. 

Es  verhält  sich  also  die  Summe  der  Quadrate  der  Achten  der 
Ellipse  zur  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des  Dreiecks»  wie 
das  doppelte  Quadrat  des  Durchmessers  eines  Kreises  zum  drei- 
fachen Quadrate  der  Seite  des  umschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks« 

§.2. 

Bestiminimg   der   kleinsten   Ellipse,    welche   um    ein 
gegebenes  Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

Erste  Auflösung. 

Es  seien  wie  früher:  MNO  flas  gegebene  Dreieck«  OM  die 
Achse  der  a,  ON  die  Achse  der  y,  der  Coordinatenwinkel  MON 
=  (0 .... ;  (0 ,  0)  die  Coordinaten  des  Punktes  O, ...« (a,0j  des  Punk- 
tes M,,..,(Oyö)  des  Punktes  N,  so  erhalten,  wir  für  alle  Ellipsen: 

y«+2Ä^  +  Ca:2  +  2%+2£a:  +  F=0(a<0),  .  .  .     (l)- 

welche  durch  die  Scheitel  des  Dreiecks  gehen,   folgende  Bedin- 
gungsgleichungen : 

F=0.  D=-l,  E=-^ '.  .    (2) 

«  Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  2  der  Ellipse  erhalten 
wir  dann 

Damit  dieser  Ausdruck  ein  Kleinstes  werde,  muss  sowohl  -^^=SS, 

als  auch  3~a=0  gesetzt  werden,   und  solches  fuhrt  zu  den  Glei- 
chungen : 

4B»a6— 4C5a«— 2Ä«6«+2Cßa6  +  C«a«-C&«=0....  (4) 
und 


101 

I  4Ä«aÄ— 3CÄa«— 3fifta  +  2C:«Ä=0 (5) 

1^         Hultiplicirt  man  (5)  mit  B  und  zieht  8ie  daDo  von  (4)  ab,  so 
I     efUlt  man: 


JB?**  -  CÄ«a»  +  Ca««—  ^*=0 


oder 


(Ä*— C)(62— Ca«)=0, 


6* 
also,  da  JB>-C<0»  nothwendiger  Weise  C=-ä- 

Sutetitnirt  man  diesen  Werth  von  C  in  (5),  so  erhält  man 

iIm,  wieder  weil  Ä*-  C<0,  Ä=2i' 

Auch  flberzeugt  man  sich  leicht «   dass  für  diese  Werthe  von 
Aimd  C 


iPZ     4«gg«sin*(oa^      rf«Z  _ 
dC«-        34.Ä«      '   dÄ«"" 

•Im  >0  sind  9  und 
alM  <0  ist 


4' 

ns  w*sin*<»a*, 


4*«^8in*«a^ 
3^  b^ 


Zweite  Auflösung. 


Da 


Z=  —  7r*sin*(ö 


«3^-«/)' 


a* 


10  erhalten  ynx^  a  als  Constante  betrachtend ,   da  wegen  (2)  auch 
)p  eoDstant  und  — ay>0  ist,  für  Z  den  kleinsten  Werth ,  wenn 


ch  Mh^mum  ist,  und  hieraus 


J?  = 


t«d 


S^ 


«V 


2tt 


•   r 

m 


•    •-•  ,*  •••»  •  •«• 
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Betrachten  wir  jetzt  wieder  a  als  veränderlich  und  setzen  ;^=Qi 


ao  erhalten  wir 

also,  da  a<0, 

36«    ^_6«. 

wie  in  der  ersten  AnflOsnng. 


■i 


♦  > 


ß      ö      - 
Die  Coordinaten   des   Mittelpunkts  der  Ellipse  sind  -=^iuid 

=;j;   also  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  der  Mlttelpdnkt' 

CK        ö 

der  Ellipse. 

Die  Gleichnng  der  Ellipse : 

Der  Flächeninhalt  der  Ellipse: 

'=~'VW^="?^^^^^"  ....'..    (7) 

d.  b.  es  verhält  sich  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  zum  Ffächen- 
inhalte  des  gesehenen  Dreiecks  so  wie  der  Kreis  zum  eingeschrie- 
benen gleichseitigen  Dreiecke. 

Folgerung  1.    Bezeichnet  5  die  Summe  der  Quadrate  der 
Achsen  der  Ellipse,  so  ist  für  (1) 

S  =  ^^^^^=^  (1  +  C— 2ÄC0S  CO), 


a« 


also,  ifir  (6): 


S  =  g(2a«+26*— 2a6co8iD), 


«  =  ö^-    •    -. (» 


wo  £  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks bezeichnet.  Es  verhält  sich  also  die  Summe  der  Quadrate 
der  Achsen  der  Ellipse  zur  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des 
Dreiecks,  wie  das  doppelte  Quadrat  des  Durchmessers  der  Ellipse 
zum  dreifachen  Quadrate  der  Seite'  des  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecks. 


103 

Folgerung  2.  Für  eiD  aod  dasselbe  Dreieck  siud  die  grOsste 
ps«  in  demselben,  und  die  l^leinste  um  dasselbe,  concentrisch, 
ibDlich  und  ähnlich  liegend  [siehe  (6)  §.  1.  und  (6)  §.  2.1.  —  Ihi'e 
Fttchen  sind  in  dem  constanten  Verhältnisse  wie  1:4  [siehe  (7) 

LI.  uod  (7)  $.  2.].   —    Die  Summe   der  Quadrate  ihrer  Achsen 
auch    in    dem   constanten    Verhältnisse    wie    1:4   [siebe    (8) 
i.  L  und  (8)  $.  2.]. 

Folgerung  3.  Wenn  die  grusste  Ellipse  in  ein  Dreieck  be- 
schrieben ist  und  durch  die  Verbindungslinien  der  Berührunp;spunkte 
ein  inneres  Dreieck  gebildet  wird,  so  ist  die  grosste  Ellipse  in 
dem  fiussersten  Dreiecke  zugleich  die  kleinste,  welche  um  das 
iooere  beschrieben  werden  kann:  — >  dcim  beide  Dreiecke  haben 
denselben  Schwerpunkt. 

§.  3. 

Bestimmung   der    grossten   Ellipse ,    welche   die  vier 
Seiten  eines  gegebenen  Vierecks  berührt. 

Nehmen  wir  zwei  Seiten  des  Vierecks  zu  Coordinatenachsen, 
kzeichnen  die  Durcbschnittspunkte   der   dritten  auf  den  Achsen       « 
iach  (a,0),  (0,6}....  der  vierten  durch  (rt',0),  (0,6');   so  erhal- 
les  wir  fiir  alle  Ellipsen : 

y«  +  2iB:ry  +  Cr2  +  2/>y  +  2i;j:+F=:0(a<0).  ...    (1) 

Kelche  die  Seiten  des  Vierecks  berühren,  wenn  (0,n)  den  verän- 
derlichen Berti hruncsiiunkt  auf  der  Achse  der  y  bezeichnet,  fol- 
gende Bedingungsgleichungen:  , 

Dz=z^n,  F=zn^,  y=0,  £«=C!»«,  ^  =  0   ....    (2) 

"■  e 

aäH^  +  2daH  +  ya*— 2j3a6«— 2fa6  +  y6*n=0,      i 
ao'«6'«-f  2da'V-f9o'*^2/3o'6'a-.!i«a'6'  +  76'*2=0.  j    '  "'  ^^ 

In  Folge  der  Gleichungen  (2)  reduciren  sich  did  Gleichungen 
(3)  auf: 


ibo 


ab (Bn  -E)+  2aEn  -  26»«  +  2ii»=:0,  > 
a'6'(J?it-iE)+2o'f;M— 26'n*-^2ll»=0;  ^ ^  ' 


_  nbb'ja^  fl)  +  n«(Ä6--ö'6') 
•       ^"'  aa\b'—b) 


aa  (6' — 6)  ' 


(5) 
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Ffir  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalt«  x  der  Ellipse  erbalten  wir 

fw           o  •  «    ß*           «  •  a     «  Bn-^-E 
Z= —  »*siii*co  '-•  =—  Ä*8in*»?iV» Eni  « 

oder  wegen  (5) : 

DerFlächeninhalt  ist  ein  Maximum»  wenn  ^=0,  und  hieraus: 
n*(2ii6'— 2a'6--a6  +  a'6')— 2n(a6'«-ÄV)  +  (aÄ'--Äa')Ä6'==0...(6) 

«— 2ai'— 2«'6-a6  +  «6'*^' 

wenn  man  der  Kürze  halber  den  zweiten  Theil  der  Wurxel 'durch 
iV  bezeichnet. 

Da  aber  tt^O  sein  muss>  so  erhalten  wir: 

(2aÄ'— 2ö'6  -  06  +  a'6')  11-  (a*'»  -  6V)  ^  0, 

ie  nachdem  a'  ^a;   also  muss  die  eine  oder  die  andere  Wursel 

genommen  werden,  je  nachdem  a'-^a  ist. 

Vertauschen  wir  a  mit  6,  a  mit  b\  so  ei'halten  wir  aus  (6) 
den  Berührungspunkt  auf  der  Achse  der  x.  Sind  aber  vier  Tan- 
genten und  zwei  Berührungspunkte  auf  ihnen  gegeben,  so  ergeben 
sich  die  übrigen  Beruh niogspunkte  und  der  Mittelpunkt  leich^  und 
lassen  sich  auch  einfach  coostruiren. 

Der  Gleichung  (6)  kann  man  auch  folgende  Gestalt  geben: 

and  sie  stimmt  dann  mit  der  von  Pfaff  gegebenen  flberein.  (Mod. 
Corr.  B.  XXII.  S.  223.) 

I 

Folgerung  1.  Wenn  das  gegebene  Viereck  ein  Trapes»  so 
ist  T'^if  und  also  auch  aus  (6) 

266' 

^=6+7' 
und  daher: 

„    ««sin«aö«a'«(6'-6)4        «sin»aa'(6'-.6)«    n^        ,^,    rv^/*' 

^  i6(«'-«)«.66'  ' ^  4(i^~«)V66'  =r'°««<*-*>V r 
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0«  FlS«IieDinh«lt  T  d^  Trapez  =^^a'b'-ab)=^.'^^'Y^>. 
Bezeichnen  unn  p,  q  die  parallelen  Seiten  des  Trapez,  so  ist 

p=  Va^+6*--2a6  cos  m^ 

^==V  o'H*'*-2a'Ä' cos  w. 


also 


9=  T-  V  a*+6^  —  2«6  cos  co ; 

Vpy=  Va2  +  6«-2a6cos(öY  ^ , 
p+y  =  V  «*+&'  —  2a6  cos  09 — T — i 


md  somit 


Das    Verbältniss  der  Fläche   der   Ellipse  zum  Trapez  hängt 
Uoss  von  dem  Verhältnisse  der  parallelen  Seiten  ab. 

FOr  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  erhält  man 

/gfl  +  g  Ä_6+6' 

«""     4     '  ""i""     4   • 

Der  Mittelpunkt  liegt  also  im  Durchschnittspunkte  derjenigen 
Mdeo  geraden  Linien,  welche  die  Mitten  der  beiden  Paare  ge* 
•gMCIberliegender  Seiten  verbinden. 

Folgerung  2.  Wenn  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so 
iBt|i=f,  also 

z=^\n.   Flächeninhalt  des  Parallelogramms. 

Besümmang  der  kleinsten  Ellipse  ^  welche  um  ein  ge- 
gebenes Yiereck  beschrieben  werden  kann. 

Wir  wählen  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  unregelmäs- 
iigen  Vierecks  zu  Coordmateoachsen ,  und  zwar  so,  dass  die 
C^rdinaten  der  Scheitel  des  Vierecks  positive  Werthe  erhalten. 
(Solches  ist  immer  möglich,  wenn  das  Viereck  keinen  convexen 
Winkel  hat  —  Hat  es  einen  solchen,  so  kann  bekanntlich  gar 
keine,  durch  die  Scheitel  gehende  Ellipse  beschrieben  werden.) 

Ffir  alle  Ellipsen: 

y*+2Äa:y  +  £ic*+2I>y+2£j:+F=0(a<0).  ...    (l) 


106 

weicht  durch  die  vier  Scheitel  gehen,  erhalten  dann  C^  D,  E,  F 
bestimnite  Werthe»  und  namentlich  sind  auch  JS<0,  D^O,  F^fK 

C<    yg    ,  so  dass  £  allein  veränderlich  bleibt. 

Fflr  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  der  Ellipse  erhalten  wir 

Damit  dieser  Ausdruck  ein  Kleinstes  werde »  setze  man  j[g=^9 

und  dieses  fuhrt  zu  der  von  Euler.  (Nova  Acta  Petrop.  T.  IX.) 
gegebenen  Gleichung: 

rf*Z 
Da  aber  zugleich  Toä^O  ^^^  muss,   so  erhalten   wir  noch 

die.  Bedingung: 

_,     SDE  »  .  3CDHi3^--CF.   -    ,, 
B* — 3^.«  + 3]p >0.   •) 

Es  müssen  also  die  Werthe  von  B  grosser   als  die  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung 

,    8DE     .  3CO*  +  3£2  —  CF    „ 

'—Sr^+ 5F '^^ 

sein,  oder  kleiner  als  beide. 

Oder :   S  grOsser  oder  kleiner  als  die  beiden  folgenden  Werthe 
von  ar: 


4DE  .  4ri6fl«^~9CZ>«iP-9£«F+3CFa 


•'^—    oc    + 


3F  ^  T  9F2 

^—  3F  ""\  ÖFä"^  ^ 

Da  aber  fiir  Werthe  von  B,  gr58ser  als  die  Werthe  von  x, 
Ä*>  C,  so  geben  dieselben  keine  Elllpseii.  —  Wir  können  also 
nur  dann  kleinste  Ellipsen  erhalten,  wenn  1?  <  als  die  beiden 
Werthe  von  x»     Die  Gleichung  (2)  verwandelt  sich  mittelst  der 

Substitution  j&=ry+-jyr  in 


*)  Dieser  Aoadmck  trird  <0,  wenn  man  zwei  Diagonalen  dei  TAbis 
ecke  SU  Coordinatf^nachsen  wählt  (weil  /*^0),  wie  «olchcs  i|«  B.  beim 
ParaUelogramm  nothwendi^  wird.  —  Der  Gang  der  UotersochiiBg  bleibi 
aber  sonst  im  WeseatiiGhen  derselbe. 
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■   t 


>»+i^  +  fi=0, (4) 


_     9Cl?'F-|-9gf.-3C.r«-16jP«jE«_     9g>yKU+£*/>«  ^ 
**= gy« ^fi  N" 

bt; 

aach  <0  ist 

Nehmen  wir  1)  an,  es  sei  R^Q^+AP^>0,  so  bat  die  Glei- 
^Qg  (^)  nof  eioe  reelle  Wurzel,    und  zwar  eine  positive,  da  P 

ADE 
nd   Q  negative    GrOssen    sind;    also  ^>0,    und  g=y+  ^p 

riebt  iB^>C  Daher,  wenn  die  Gleichung  (2)  nur  eine  reelle 
Warxel  hat,  nicht,  wie  Euler  behauptet,  nothwei^diger  Weise 
cSm  Ideliiste  ElGpse  sich  ergiebt,  sondern  gar  keine  *). 

Ist  Dua  2)  /2  <  0,  so  hat  die  Gleichung  (A)  drei  reelle  Wur- 
mIp,  and  diese  lassen  sich,  da  P<0>  Q<0»  folgeodermassen 
aosdiileken : 

y=2cosg)Y  —  3  »  y=2cosC240''  +  g))Y  ~  j, 

,=2co&(120»  +  g))y-j. 

Ohne  den  Werth  von  tp  genauer  zu  bestininen,  bemerken 
wir  doch ,  dass  9>  <  30*'  >  0  ist. 

^Es  liegen  also  diese  Werthe  von  y  innerhalb  der  Grenzen: 


,=,v^ 


,=V3.V  -r 


y=0 


.=-V^ 


=-\^^ 


y=-V3.\^. 


Wir  erhalten   also   für  B  ='y  +  ^  ■  1  » 


^  Es  lM«t  sich  aber  anch  zeigen,    dass  in  dietem  Falle   durch   die 

^Scheitoi  gar  keine  Ellipse  beschrieben  werden   kann   (also  das«  ein 

•  tchsitel  inaerhalh  de«  von  den  anderen  gebildeten  Dreieck«  liegt).    Denn, 

vAdiM  auch  die  Werthe  von  E,  D^  F  «ein  mdgcn,  so  liegen  die  Werthe 

j  •  E^ 

isr  pasiliven  Grö«8e  C  immer  innerhalb  der  Grenzen  €=•  -=    nnd  £7=0. 

Ma«  Mtai  Werthe  geben  aber  für  ff  eine  negative  Grösse,  al«o  aaeh 
Mch  der  Fiifm  de«  Ausdruck«  alle  iwi«chen  ihnen  liegenden  Werthe. 
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Im  ersten  Falle:  Werthe  grösser  als  beide  Wertfae  von  x  io 
(3)f  also  keine  kleinste  Ellipse. 

Im  zweiten  Falle :  Werthe  zwischen  den  beiden  Werthen  von 
X  in  (3)  liegend,  also  keine  kleinste  Ellipse. 

Im  dritten  Falle:  Werthe  kleiner  als  beide  Werthe  von  x  in 
(3),  also  eine  kleinste  Ellipse  müglich. 

Es  giebt  also  auch  in  diesem  Falle,  nicht,  wie  Euler  mein^ 
drei,  sondern  nur  eine  kleinste  Ellipse, 

Folgerung  1.  Ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  und  nimmt 
man  die  Diagonalen  zu  Coordinatenachsen,  so  ist  Z>=0,  £=0, 
und  die  Gleichung  (2)  giebt  drei  reelle  Wurzeln  B=VC,  B=^yC 
B=-0,   von  denen  nur  die  letzte  der  kleinsten  Ellipse  entsprloiit 

Der  Flächeninhalt   der  Ellipse  z=zjt8\ntojTp' 

2F 

Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  ist  aber  =-TT^Binmi 

n 
also  2;  =  ^.  Flächeninhalt  des  Parallelogramms- 

Anmerkune.    Die  Bestimmung  der  kleinsten  um  ein  Trapai 
beschriebeneu  Ellipse  beruht  nur  auf  einer  quadratischen  Gleicbiing»  • 
wenn  wir  folgen dermassen  verfahren.   Es  seien  (0, 0),  (a,  0),  (0,^ 
(c,  6)    die    vier  Scheitel    des    Trapez,    so   erhalten  wur  f&r   aUt 
Ellipsen : 

y^+2Bxy  +  Cx^+2Dy+2Ex-^ F:=0  (a<0), 

welche  durch  die  Scheitel  des  Trapez  gehen,  folgende  Bedin- 
gungsgleichungen : 

Daher  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  der  Ellipse : 

Z  =  .-^4^«s»nta)6<>^^^^^_^^^,e4C6^»' 

dZ 

und  wenn  man  -w^=0  setzt: 

C»ac(a-c)«  +  26«(a«— ac+c«)  C— 2&*=0. 

-T7^<0  zeigt  uns,  welches  Zeichen  genommen  werden  muss. 

Führt  man  die  Rechnung  durch,  so  ergiebt  sich  auch  hier,  dass 
das  Verhhltniss  der  Flache  des  Trapez  zur  Ellipse  bloss  von  dem 
Verhältnisse  der  parallelen  Seiten  abhängt. 

Anmerkung  dea  Heran  «gebera.  Der  Herr  Verfketer diese«  vsa 
demselben  cur  Aufnahme  in  dai  Archiv  mir  mitretheilten  AufiaCMS 
wünscht «  dass  hier  in  Bezug  auf  die  Abhandlung  des  Herrn  ProfonM« 
Anger  in  Theil  X.  Nr.  W.  bemerkt  werde,  dass  der  Torliegende  Anff« 
sats  bereits  im  Jahre  1839  geschrieben  und  im  Bulletin  de  TAcadK- 
mie  Imp.  de  St.  Potersboarg  T.  VL  No.  20.21.  gedrnekl  enehielMa 
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IH  i  s  c  e  1 1  e 


In  den  Berichten  über  die  Mittheilungen  von  Freun- 
den der  Naturvf  issenschaften  iu  Wien.  Gesammelt  und 
heranseegeben  von  W.  Haidinger.  1847.  März.  Nr.  11. 
S.  269.  nat  Herr  Professor  Dr.  iS'chulz  von  Strassnicki  eine 
Methode  zur  praktischen  Verzeichnung  von  Ellinscn,  wenn  deren 
Axeo  ab  bekannt  angenommen  werden ,  angegeben ,  die  nach  mei- 
ner Meinung,  so  einfach  die  Sache  auch  au  Vieh  ist,  allgemeiner 
bekannt  zu  werden  verdient»  und  daher  im  Nachstehenden  mitge- 
theiit  werden  soll. 

Diese  Methode  gründet  sich  auf  die  folgenden  Betrachtungen. 
Wenn  ACB  in  Taf.  II.  Fig.  5.  der  vierte  TheU  einer  Elliiise  ist 
nnd  AC==a,  BC±=b  deren  Halbaxen  sind,  so  ziehe  man  ^0  und 
fiUe  auf  diese  Linie  von  C  das  Perpendikel  CD,  Setzen  wir  dann 
der  KOrze  wegen  AD'=Vi  BD=w,  CD=zu;  so  ist  nach  bekann- 
ten geometrischen  Sätzen 

viu  =  u:w; 
d.   i. 

o:a=a:  V^a*+6*, 
tc:6  =  6:Va«+6»,       ' 

•lao 

o«  b^  ab 


Wdl  nnn  bekanntlich 

Ab  Ghidwpig  der  Ellipse  i»t,  so  wt  fiii  x=u: 


'  1 


i    ■  t 
■      <  ■ 
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y— a«(o  ~a«  +  6«^~äMT»' 


d.  i.  «=:«;    and  für  x^sv  ist: 

„._*!(„, 2l_j *!_. 

• 

d.  I.  y=fo.  Nimmt  man  also  CP=CD,  CPi=AD  und  errichtet 
durch  P  und  P.  die  Perpendikel  PQ  und  AQ^  auf  ^C,  so  Ist 
^PQ=CD  und  PiQi=Bb,  woraus  man  sieht,  dass  die  Punkte 
Q  und  Qi  der  Ellipse  leicht  gefunden  werden  können.  Diese  bei* 
den  Punkte  nebst  den  Punkten  A  und  B  liefern  aber  vier.  Punkte 
des  Quadranten  der  Ellipse,  durch  welche  man  denselben  iiKdeo 
meisten  Fällen  mit  hinreichender  Genauigkeit  aus  freier  Hand 
wird  beschreiben  können. 

'  Indess  wird  es  doch  der  Genauigkeit  gewiss  ßrderlich  seid^ 
wf^nn  man^  ausser  den  vorhergehenden  Punkten  noch  ein  Paar  aiH 
dere  Punkte  des  Quadranten  der  Ellipse  mit  Leichtidi^eit  finden 
kann,  und  ich  will  daher  der  obigen  Mittheiluns  des  Herrn  Pro- 
fessors Dr.  Schulz  von  Strassnicki  noch  me  folgenden  Be» 
merkungen  hinzuftigen. 

Setzt  man, nämlich  a?=Ma,  so  ist 

I  I 

•■   .  1         ■  . 

4  . 
und  wenn  man  x=za  setzt,  so  ist 

ö  : 

Theilt  man  also  sowohl  die  grosse,   als  auch  die  kleine  Halbaxe 
der  Ellipse  in  fSnf  gleiche  Tncile,  so  ist  für 

CPa=|jC  und  CP^=z^AC 

nach  dem  Vorhergehenden 

P^Q^=^BC  und  P3Q,=gÄC, 

■ 

woraus  sich  ergiebt,  dass  sich  immer  auch  die  Punkte  Q^  undQi 
leicht  durch  Construction  bestimmen  lassen,  so  dass  man  immer 
sechs  Punkte  eines  jeden  Quadranten  der  Ellipse  i^ehr  leicht  dnreb 
Construction  finden  kann. 

Hiernach  wurde  man  also  bei  der  Verzeichnung  einer  ElUpne 
ans  ihren  beiden  Axen  auf  folgende  Art  zu  verfahren  haben.  In 
Taf.  IL  Fig.  6.  seien  AA'  und  BB'  die  beiden  Axen  «dhv  ElHpns»' 
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und  C  nei  ihr  Mittelpunkt,  so  erhält  man  den  zwischen  CA  ond 
CB  liegenden  Quadranten  der  Ellipse  auf  folgende  Art,  woraus 
dann  auch  zugleich  ganz  von  selbst  erhellen  wird,  wie  man  sich 
bei  der  Verzeichnung  eine«  jeden  andern  Quadranten  derselben^ 
ind  somit  der  ganzen  Ellipse,   verhalten  muss. 

Man  ziehe  AB  und  fölle  von  C  auf  diese  Linie  das  Perpen- 
dikel CD,    Dann  nehme  man 

CP—CD,  CPx^AD,  CP^=\aC,  CP^-^^AC\ 

crriditie  durch  die  Punkte 

P.Pi.P^.P^ 
md  AC  die  Perpendikel 

«?,  PxQi.  P%Q%.  PzQb 

■ad  mache 

PQ=Cn,  PiQi^-BD,  P^Q^  =  \bC,  />8Q3=gÄC; 

00  sind  Qf  Qiy  Q%9  Q^  nebst  A  und  B  sechs  Punkte  des  Qua- 
dranten der  Ellipse,  durch  welche  man  denselben  in  den  meisten 
Fällen  mit  hinreichender  Crenauigkeit  aus  freier  Hand  ziehen  kann. 

& 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bfirgerfchalo  ^a 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Wann  drücken  die  Gleichungen: 

(«1*1— flifla)^+(fli*i  —  o^^)y  +  («8*— *i*t)«=0 
eine  und  dieselbe  Ebene  aus? 

Die  vorgelegten  Gleichungen  sind  auch: 
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(ojÄ,— «1108)-+  (ai6i-«rj|<i3)?^  +  (fls*— 6i6ä)=0* 


9    SO  erhält  man  dadurch  die  Gleichung  der  Uurebschnitts- 


Zieht  man  nun  aus  den  ersten  zwei  Gleichungen  die  IWerthe  too    ' 
X     y 

9 

z       z 

linie;    sollen  also  die  Ebenen  zusammeDfallen,  so  muss  man  flir 

XV  0 

—  9    ^  Werthe  tod  der  Form  ^  erhalten.    Das  Gleiche  wird  Stell    , 

haben  mOssen,    wenn  man  die  erste  und  dritte  Gleichung  zor  Be> 

X        ff 

Stimmung  von  — ,    ~  benutzt. 

Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  aber  folgt: 

I 

X      CTgfga^&g  —  2ff|q2ff3  +  a^h^^OiHi  — 6i&gfea) 
z'~  bz  («3**8  — 2010203  +  Oa^Äa +Oi*6i  —  bib^bz)  ' 

y  _  Ol  (as^bj  —  2ffi 02fl3  +  02^62  +  «i^^i  —  bi ftafts) 
Dagegen  folgt  aus  der  ersten  und  dritten: 

X  _  03  (q3*&S  — 2^1<^2^3  +  ^2^^^  +  «!*&!  — ftA^) 
X  "~    01(08^63 2010203+02^^3+  Ol  ^  —  *!*»*»)  ' 

y  _  ^2  Wb^  —  2^1  %<^3  +  «g^^a  +  '^1*^1  —  ftj^afea) 
X  ~"   01(08*^8— 2010208+02^62  +  01*^1—616268)  * 

Damit  also  die  vorgelegten   drei  Gleichungen  eine  einzige  Ebene 
ausdrucken,  genfigt  die  Bedingung: 

03*63  —  2010208  +  02*62  +  «ri*6i  —  616263  =  0. 

(Man  sehe:    Memoire   sur   röquilibre    int<$riear  des  * 
Corps   solides   homog^nös,   uar  Lam^  et  ClapieyroD  in 
Grelles  Journal.  Bd.  7.  §.  34.) 


xxn. 

FÄv^znier  ans  einem  noch  nngedrncb- 

[ton  li%'erkchcn  ül>or  analytische  Per- 

speliüve. 


Herrn  L.   Mossbrugger, 

Lehrer  der  MuihemalUi  an  der  Kantunuchule 


1.    ZorErklHning  An  Folgenden  nollen  i 
und  Anoalimen  vorausschicken. 


0  »ei  das  AuK«:  (t.u.t)  seien  seine  Co 


ich  stehen  de  Oc- 


irdinalen,  welche  auf 
.  .  rnbtniuk lichte  Coordiimteikachseo  der  a:,  der  «,  und  der  i 
WtOKen  Hind.  Ute  t'hen«  der  ^i  sei ,  so  lange  keine  besondere 
AldndrrunK  anaegehen  wird,  diejenige  Ehene ,  auf  n elcher  »ich 
fcPunkte  im  Ilaunie  perspektivisch  jirojicireD  und  die  wir  mit  dem 
bafn  Tüfcl  hezeicbnen.  Dit;  zu  |irujicirenden  Punkte,  Figu- 
m.  Oli«rfl!ii'hen  u.  s.  iv-  nehmen  wir,  wenn  es  nicht  hesonders  an^e- 
nird,  hinter  der  Tutel  oder  auf  der  negativen  Seite  der 
der  X,  das  Auj^e  hinccjien  vor  derselben  oder  auf  der  po- 
dthMiSeilrder  x  an.     Die  Funkle  im  Räume  hezeichnen  wir  mit 

A,  B,  C deren  pGrs|iektlvificlie  Projektionen  alier  mit  ^p,  Bj,, 

Cf.....O,  i«t  die  ortho^'oHulc  Proiektion  des  Auges  auf  der  Tatel 
IM  heiligt  der  Augenpunkt-  Nie  El)ene  der  xy,  in  oder  über 
•tMtct  airh  die  XU  projicirenden  Gei;enstSnde  belinden,  heisst 
fil  GraiidcliAue,  ihr  Durchschnitt  mit  der  Tafel,  oder  die  Achse 
4n  s>  ßasiii.  Unter  {lerspektivisclier  Projektion« linie  verstehen 
•ir  JMC  mn  ciiK'm  lieliebigen  Punkte  Im  Räume  nach  dem  Auee 
puiKene  Linie;  —X,  V,  Z  seien  die  rechtwinklichten  Ccwrdi- 
nl«B  eines  Punktes  .i  im  Riiiimr;  y' ,  :'  die  Cijordinaten  seiner 
Ptnjirklite  Aj,:  beide  Coordiiialensysteme  sind  auf  den  gleichen 
Canrilinatenjintang  und  auf  die  gleicho»  Achsen  bezogen. 
Sind  nun 
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die  (vleichungen  der  perspektivischen  Projektionslinie   des  Punk- 
tes Ay   SO   haben   wir  zur  BestimmuDp^  der  (^efBcienten  mg,  ni,  * 
7n^  rf2  und  der  Coordinaten  y' ,  i'  folgende  Bestimmungsgleichungen: 


—  X=fni+niZ;   0=iiii+Wi2';   t=fni+niP; 
Aus  diesen  finden  wir: 


X  \  \ 


Z=2'  +  y(i'-tt); 


,       tZ+vX 


I) 


2) 


±  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  befinde  sich  ein  System  paralle- 
ler Linien  in  einer  Fjtiene  ron  beliebiger  Lage,  und  nehmen  fie* 
seni  zufolge  ferner  an,   dass 

ar=iifi+Wi2 l) 

die  Gleichung  einer  festen  geraden  in  der  Ebene  der  xz  beAoi^ 
liehen  Linie  sei. 

'Die  Ebene  der  dn  wollen  wir  ftfr  jetzt,  der  Einfacbheit  wegei^ 
durch  das  Auge  gehend  annehmen. 

Ferner  seien 

•a:  =  fh  +  viz)  ' 

die  Gleichungen  einer  Geraden ,  die  sich  immer  in  paralleler  bM^ 
mit  sich  selbst  auf  der  Linie  1)  bewegt  und  auf  diese  Art  cJnl 
Ebene  erzeugt,  Hir  deren  Gleichung  wir: 

■ .  « 

—  V2a?—(ni—Vi)y  +  ifiV22 +  »1,1^=0     .     .     .    J) » 
finden.    Bemerken  wir,  dass,  weil  sich  die  Linien  1> und  2)  «diMt 

den,   u^  =  ~~~~~!r  *«**    «<*    finden   wir  leicht  fllr  die  GieichaM 

einer  Ebene,  welcne  durch  die  Linie  2)  und  das  Auge  (f» «)  gdit 
folgende:  ^ 

va{m,^j»i+»(wi— vi)|a:  — (w, -vi)tfÄi  — #+Wily         )  ' 

Nehmen  wir  ferner  an,  es  seien 


5(=(»,+  Vai  j 


S) 


t  CileirhRngon  einer  l.inlc,  die  mit  iler  Geraden  2)  parallel  Ist, 
iJ  zveleich  mit  «lit^aer  In  lU-r  El)ene  3)  liegt,  so  (Juden  wir,  wie 
*Um'.  IT^r  dl«  dcichiin^  der  Kb«iw, '  tretcbe  dnrc^  die  Lini»  S) 
■d  ihirTrh  da»  AujEtü  ((,r)  |tehl,  Tolgeiido; 

r,i  m,  -  ^  f  e («1  —  V,)  U  -  (h,  —  V,)  I  f*3  —  (  +  pi-,  }t/ 


.',)('li)«,!(m,v,-(isni)r— (w,-f^)/lj 


=Ü...<i) 


••Iftni— «1» 

Die  Uurdisclinitte  der  Ebenen  4)  und  G)  mit  der  Tnfel  cebcn 
k  Perspektive  der  Linien  ^  und  S).  Wir  erhalten  die  Gletuhun- 
N  Htttei  Uurdiselinitl«,  wenir  wir  in  den  (ileivbuujren  4)  und  ß) 
r=0  Mtun,  wodurch 

-(•»i-'^)lf*i-'+P*il3'+''alfi"i'-w^»',-(»,'-v,)(|i|_g      -, 
-(^-v,)lrt-(+»nl  +  ''al>9''i-'^»'i-f>i-»'i)(i*j  _p     y^ 


Da  dieM  Gleichungen  /»ei  Linien  dattttclleu,  die  nicht  jiaral- 
liad,  so  titiinen  t«ir  daraus  LSi-Üic^eeii ,  dass  sich  die  [<erH|iek- 
ira  l'r'iictlinncn  ptiralHer  Linie«  schneiden.  Bezeichnen 
die  C'Kirdinaten  dcH  Uurchschnittspunkts  dieser  beiden  Linien 
o,  r;  «o  Ijnilon  wir: 


9=- 


v»(. ,  -     _,MH  - 


il) 


Da  «iic«e  Coordini^Ieo-Werthe  »utvobi  von  (ieo  Cnetligienlen  m, 
«I  div  Linie  1),  nis  »och  vmj  ii,.  fi^,  f4|,  |u  unahhän^ig  »ind, 
iniuira  Mir  dar.iuB  ttchliex»i<.'n ,  aaes  sieb  die  l'r oj eh I innen  aller 
Linien  in  einein   Punkte  {schneiden.     Man    nennt    diesen 

■bt  Flnchti'unkt  o<ter  Zu»ainmcnlaurun(;»'punkt. 
3.     Wir  erhallen  leicht  für  die  Gleichnni;en  einer  Linie,  iwlche 

•A  iliiK  Aii^'i-  (/,r}  und  dlirch  den  Fluchtpunkt  (i/,r)  gehl.  Tol- 

Dk)w  Gleichnnf>en,  welche  zugleich  der  Durehüchniltslinie  der 
n«-»  41  «im!  11)  in  ^0.  I.  nnpeliüren,  stellen  eine  Linie  vor,  die 

t  licB  Linien  i)  und  $)   in  No.  L  »arallel  sind. 
Wif  sehtni   ferner  Bits  den  (•Wchungen  !*)  der  Nn.  2-,    das8. 

n  wir  den  *)  russ-  und  den   Fluchtpunkt  einer  Linie  kennen. 

*)  D.  h.  dan  funkt,  in  wrlthcni  ilir  I.iuiii  ilif  Tnfvt    IriJTl. 
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wir  auch  die  Gleichnog  ihrer  Perspektive  finden  kSnoen.  Sind 
daher 

Sf=«.+n.x  1 ^ 

die  gesehenen  Gleichungen  einer  Geraden  im  Raamep  so  finden  wk 
nach  oiesen  Bemerkungen  leicht  ß!r  die  Gleichung  ihrer  PcMpefc» 
tive  folgende: 

;(m,n,-«»,«,)r  +  m,<     m^n^-m^-n^i^       \^  ^ 
^  n^v-{-m^--t         "■        nsV-fnis— <         ^ 

und  wenn  die  Linie  2)  durch  einen  gegebenen  Punkt  (a;6,c)  gnkifc 
so  geht  diese  Gleichung  in  folgende  fiber:  , 

^"~       „3(o-c)-«-a)  ii3^--c)-(e-a)* ^ 

Wir  können  auch  umgekehrt  zeigen,  dase,  wenn  die  Coordhia* 
ton  {bi,Ci)  des  Fluchtpunkts  und  die  Coordinaten  (A»»  c^  des 
Fusspunkts  einer  Geraden  gegeben  sind»   wir  nicht  nur  die  Glet 

Gel 


chung  der  Perspektive  der  Geraden,  sondern  auch  die  Gieicbvi- 
gen  dieser  letztem  selbst  bestimmen  können.  Denn  Ae  GieiciHm 
der  durch  {bi^Ci),  {b%yC^  gehenden  Perspektive  ist: 

Mr^As     A=4l,. ^  ! 


Sind  nun 


6) 


die  zu  bestimmenden  Gleichungen  der  Geraden,  deren  PenpelE- 
tive  durch  die  Gleichung  5)  dargestellt  ist,  so  haben  wir  in  9^ 
Ziehung  auf  den  Fusspunkt  der  Linie  6)  die  Gleichungen 

6Ä=f*4  +  «4Ca. 

I  ■ 

Und  in  Beziehung  auf  den  Fluchtpunkt  nach  No.  2.  Gleichung 'l)fc* 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  finden  wir: 

i  -ft. 

'      r— c,       *     «-©i 

^''v•-e^'   '**- V=^^ ' 


•  wenlcn  <ljc  (ileicbuni^eD  f))  i 


t,(r-c.)  +  t,c,     _*, 


G  det  zu  bes ti III m enden  Linie  ani^ehrlren. 

Nehmen    ivir    «milich    eins    Aii!;c    nieder    auNRerhulb    der 

n,  anii  verselten    ülierdiea  liie  Tafel  iiarallcl  mit  sicli 

■tic  Enircninni;  h  vun  ihrer  iiräprOn^liohen  Ln^e,    nach 

en  Seite  der  j:.  Jedoch   so,    tlass  A-sA  und  /i*^l  ist, 

rlurrh  eine  Ictchte  Veränderung  zwisclien  dtn  Coor- 

X,    Y,  Z  eineiJ  x»it<chen  der  Tafel  und  der  Ebene  der  «i 

ilen  PuDltte«  J  naA  "leti  Coordinaten  y' ,    i*   »einer  l'ersjwK- 

Af  lolgeiide  BeEieDlingsgleicbungeii : 


yi^)±»<.tz^    -'     i-(A-A)-hZ(/-/0.  j 

(-:i      •  ■"       i-x       's 


hj^Tj-^nz-z') 


_y-(v-Z)\n{Z~t') 


fSr  £e  Caatdlnaten  f,  r  des  Fluchtpunkts  einer  Geraden,  deren 


II  sieb  dio  Werthe: 


4),:,: 


eadHdi  ßlT  die  Perspektive  d 


der  Linie  3)  erholten  v 


*—  ft  +rv,  -(  "*"  fh  +  t'^'i  -'  ' 

5.  Am  der  Gleirhnnf;  3)  der  No.  \.  haben  nir  ßesphnn, 
■  die  durcli  dicNe  ausKt^ilrfickte  Linie  mit  den  Geraden,  irelche 
ith  die  (ilcicbunßen  '^)  mlpr  6)  der  No.  3.  dargestellt  sind, 
uUfi  i»t.  Daraus  ^eht  aber  hervor:  daas  der  Flttrhtpiinltt  der 
"A  dif'ju;  (ileichungen  durgextellten  Linien  gefunden  wird ,  nenn 
>  durch  das  Au^e  O  eine  Parallele  mit  einer  jener  Linien 
bt  und  ihiert  IlDrcbuchnilt  mit  der  Tnfel  aueht. 

ßa  dft*  (rloiche  Residtitl  von  jedem  System  parnlleler  Linien. 
.  »ich  In  der  Eb«nc  3)  der  No.  'i.  tieündel,  ebenso  gefnn- 
I  trirj,  GO  folgt  wieder  daraus: 

Dom  «ftmmtliche  riuchtnunktn  aller  in  der  durch  die  (ilei- 
,^  der  N«.  2.  dargcatollten  F.lK-ne  hefindlicbuii  Systeme 
"*"    'Liiilen   eine    tttcli^'C    i;crade  Linie    bilden,    »velclie  man 


erhält,  wenn  man  dnrcfi  das  Aufte  nüt  den  Lialen  ier  entAbiri 
Systeme  parallele  Linien  zieht,  ihre  Ui:r<;hKohnitte  mit  der  Til 
Bueht,  unci  diese  mit  einander  verbindet,  d.  h.  die  so  elitni  co 
struirte  Linie  ist  nichts  nnderss,  als  die  Dnreii^chtiiltdlinie  i 
THrel.mit  einer  durch  das  Aufie  itelecten  Ebene,  die  parallel  i 
der  in  No.  2.  (lleidiung  3)  dargöslejltcn  Khene  ist.  Mn«  nei 
diese  Linie  Verechivi ndiuigs-  oder  Fluchtlinie  der  Eben 
Eine  Ehene  ist  daher  bestimmt,  nenn  ihr  UitrcbschüU  I 
der  Tafel  (Itise}  und  ihre  Flnchtlime  gegeben  i^l. 
.  .  Nach  dicaen  Pol^erungeu  wird  es  leiclit«eiu.  >li>  l^l'iiliu 
dSc  Fluelitlinie  einer  Ebene 

^j^  +  ßyf  D  +  fl=0 

KU  erhalten;    diese  ist  nütulicb,  »ie  nir  leicht  lirjdtii : 


At+ßu 

-  B 


iq  «ir  Weh 


ß.     Als  eine  Anwendung  der  in  den  vnrhergehonden 
entwickelten  NUie  wollen  wir  nun   noch  luljienile  Aufgabe  liJi 

Es  sind  die  Coordinaten  f.    a  der  PerspeLtive  eines    in  el 
Ebene  geicceneu  Punktes,  nebst  den  Gkiehungen  der  FluchtliuH 
und  ^es  Risse«  der  letztem  gegebene    man  sull  die  Uleivhnnil  di 
Perspektive    des  Perpendikels  auf  jene  Ebene  suchen,   daS' Wic4 
den  Punkt,  dessen  Perspektive  gegeben  ist,    geht. 

Sind  n,  r  die  jetzt  nocb  nnbekannfcn  Coordinaten  des  Flucl 

fnnktes  l'p  des  gesuchten,  durch  den  gegebenen  Punkt  gebend) 
'crgiendikels  auf  die  gegebene  Ebene,    »o  viii^nen    «ir  nach   ii 
bereits  Gefundenen.  dasB  dieser  Fluebtpiinkt  kein  anderer  ist,  i 
der  Durchgang  einer  Gcraden'mit  derT^fel,  »eklie  Gerade  jeni 
Perpendikel  parallel  ist  und  die    durch  das  Ange  gehl.      üenki^ 
wir  ans  daher  (Taf.  III.  Fi^.  1^  es  «ei  /p  lif  die  ge^obeiifl  Flndi 
linie  der  Ebene,  norauf  cm  Per[)endikel  errirhiet  Zierden  »«11«,^ 
wird  eine  durch  das  An^e  gelegte  und  mit  dieser  Ebene  giaratle 
Ebene  nach  dem  oben  ErklArten  durvh  Ffdf  ßehrti;    e»  wird 
her  eine  im  Auge  auf  let/.tere  errichtete  Seukrechte  die  Tafel 
verlangten  FlucWirnnklc  /-'p    treffen.    Sind    mm    Ol' und    OZ 
Achsen  der  y  und  der  i,    on  liejjon  diese  nadi  uDuerer  tn  T*!«. 
und  Nu,  2.  gemaeiilen  Atiiiabine  in  der  Talel,  und  es  wird  deoin 
die  recbluinktichte  Projektion  Af  des  Auge»  auf  die  TafH  la  < 
AehNe  OZ  fallen.     Fällen  wir  ferner  au»  wi^  eine  Seiikri»:hte^^ 
auf.^e  gegebene  Fluchtlinie  FpOp.    so   küuneu   wir   diego  Sa 
leckte  als  den  Kise  niner  Eihene  betrai^hteii ,  die  durch  diu.Ai 
geht  und  senkrecht  auf  der    diircb  das   Auge   li  und   dunfa  /y 
gehenden  Ebene  ist.  In  der  als»  die  vorerwühnto,  iliircli  dos  Ah| 
A  gehende  senkrechte  Linie  eirtbalten  Ist.      KTrichlen  \*it  «ntflit 
in  Af  auf  Apf'p  eine  Senkrechte  A.lp  gleich  dein  Abptairjlo  I 
Tafel    vom    Auge,    und  in  A   auf  .Ifi,  ein  Peri-eiidlLel  APm, 
wird  seid  Uurchschnift  Pp  mit  Afi'i,  der  gcsatihtit  FluefatpaitU 
ftuf  die  gegebene  Eben«  zu   errichtenden  Seukrochtei 
da«  HO  «ben  conatnikliv  angegebene  Verfahion  anal' 
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Uhren«  nehmen  wir  an,  es  sei  OAp=ü,  AAp=it,  SO= — mi, 
^GpSO=m,  ^AnQD  =  flf,  eotg9=rwi,  OI)  =  y, />Cp  =  2*, 
if£  senkrecht  auf  OF,  5L  parallel  OZ,  ApJ  and  GpL  parallel 
OYi  so  ist: 

abo 

y=iwi+wi2'  .  .  .  .  .  •  ,1) 

fc  Gleiehinig  der  Flnchtlinie  FpGp^   worin  »i^  und  it|/ bekannte 
Cotatanten  und  y* ,  ^  die  laufenden  Coordjnateii  sind. 

Ferner  sei 

y'=LMi  +  n^z' .2) 

die  Gleichung  des  Ri^pes  der  gegebenen  Ebene,  und 

ie  Gleichung  der  Senkrechten  ApFp  auf  FpGp,  welche  durch  den 
AMnpunkt  Ap,  dessen  Coordinaten  ^|^=0,  Zi'  =  o  sind,  geht, 
■•haben  wir  sur  Bestimmung  von  m^  und  n^  die  Gleichungen : 

ii,  =  cotg^; 
•1er,  da  ifi=90^-f  9>,  so  ist 


1 


Mglidi 


y  =  l(r-.').     . 3) 


.    Nehmen  wir  ferner 

ib  Ae  Glelehvng  der  auf  ApFp  errichteten  Saikrechten  ApA'on^ 
as  haben    wir:     ApJ:AJ  =  l:tgq),    also    AJ  =  ApJ'.tf^tp    oder* 

J/=4r:^;  femer  ist  iM«=J,J»+ilJ«  oder 


■hd: 
die  Coordinateowerthc  des  Punktes  A.  Es  rauss  daher  die  Gleichung 


statt   findeD»     Weil  aber  AAp  parallel  FpGp  Ist,  00  ist  ttg  =  Mi, 
iniflilDfii3  =  — fi|V,  folglich 

y  =  -iti(i»-*') 4) 

die  Gleichung  von  AAp, 

Sind  ijf/  and  V  die  Coordioaten  des  Darchscbnittspimkts  der 
Linien  ApFp  und  7ji(r^»  sa  finden  wir  flir  dieselben  mittebt  det 
Gleichuogen  1)  und  3). 

mithin  finden  wir  ebenfalls  für  die  Linie  Ar^f   welche  durch  dei 
Punkt  Fp  oder  (^i' ,  Xi')  und  den  Punkt  A  geht,   die  Gleicbuf: 

Auf  fthnliche  Art  wie  die  Gleichung  3)  finden  wir  fär  APp,  weldie 
durch  A  geht  und  auf  AFp  senkrecht  steht»  die  Gleichung: 

niPK4-n,p)-^<a(I+nx<)  +  <rVl  +  nt« 

y > o) 

Uli  +nif?— iii(V  1  +  n|*  '. 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
Pp  von  ApFp  und  APp  mit  ya'  und  z^' ,  so  finden  wir  leicht: 

*•  ""/»i+n,©*  *•  "*         Uli  -|^9tiö        *    ••'•••    /; 

Da  aber'  die    gesuchte  Perspektive  der  Senkrechten  auf  die 

S^jebene  Ebene  auch  durch  den  Punkt  (f,  g)  gehen  nuiss^  so  ist 
eren  Gleichung: 

7«  Nehmen  wir  jetzt  an,  in  der  Ebene  der  anf  befinden  Mk 
zwd  einander  entsprechende  Punkte  A  und  A'  zweier  colUnearer 
Systeme,  deren  Perspektive  wir,  wie  bisher,  mit  Ap  upd  ^',|^ 
zeichnen.  Die  Coordinaten  der  erstem  seien  JC,  F;  P,  Q;  und 
jene  ihrer  Perspektiven  jf',  2';  g',  r';  so  erbalten  wir  die  Be- 
ziehnngsgleichungen  zwischen  den  Coordinaten  Xf  Y;  ^,1/1 
wenn  wir  in  den  Gleichungen  1),  2)  der  No.  I.  Z=0  setzen. 
Diese  sind  also: 
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._ir±ux  ,.__5£.  .  2) 


Aul  Reiche  Wdae  finden  die  Gieidiungen : 

p=,JrL,Q=£2J=5:,   .....     3) 

,_tQ±uP     ,_Pv_ 

ititt.  Denken  wir  nne  nun  die  Tafel  sammt  dem  Augenpunkt  um 
ftre  OsfchechnittolüiiQ  mit  der  Ebene  der  Figuren  (d.  h.  um  die 
hAm  der  «)  in  die  jfibene  der  xff  gedreht ,  und  setzen  der  Gleich- 
fii«i|;keit  ier  Beaeichnung  wegen  x  und  p'  statt  tf  vnA  r',  so 
tAea  die  Gleichungen  1),  2h  3)  und  i),  wenn  wir  die  erste  WnA 
iritte  bH  Vy  die  iweite  und  vierte  mit  i  Im  Zähler  und  Nenner 
AiileB,  in  folgende  Aber: 

A=-VT'^=-?^^     .    .    .    :    .    5) 
,'=4— ,,'=.^^-i-; 6) 

— |/    .  q' p 

Es  ist  aber  bekannt,  dass,  wenn  X' ,  F';  /^,  ©'  die  Coor- 
iMten  sweler  eatspreehen^er  Punkte  von  zwei  zusammengehen- 
pi  eoUnearen  Systemen  sind,  alsdann  die  collineare  Verwandt- 
ichsft  durch  folgende  Glekhungen  ausgedruckt  .wird : 

!■§  wekiien  «Kcb  die  beiden  Gleichungen : 
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,         y' — ö^l±ä5y::i.  •   v/_ü»^!±!^+*«         in> 
'         ^-fh/^+^iC  +  l*  ^-ihP'  +  hQ'TI  ") 

hei^orgeheo>  in  welchen  der  Kürze  tr^ireii : 

geße^t  wurde. .  .       .,  ..,.,, 

':.'.  Bemcrkta  wiv>  däSss  einige  der  OrilMMrit^i»^»  iii>....  alM*h  Hill 
fiei»>kl(nnen,  und  Iverdeibhen  die  GieichwlIbD  5)  niid.  7)  inlt  den 
Gleichotigen  9);  die  Gleielrangeii  ^  und  ^iiitt  «delCHe&cliluiMi 
10);  M  erk^nen  wir/ dass  .^i    i .    •  li  ;  :  -  »^ 

■»,!•. I  •■■■ 

mi  =  -,  «1=0,  fi=0;    111«=--,  ««=1,  %=ü; 

I 


^  =  ^,  vi=0,  li=0;   fi«=-^»  v,=l,   At=0; 

f*8  =  ^»  r8=o. 

<     ■  i 

Die  gleichen  Werthe  von  f^,  Vi  etcJ  würden  wir  auch  erhal- 
ten haben ,  wenn  wir  die  Werthe  von  7?7| ,  9t| ,  etc.  iu  den  Glä- 
chungen  11)  substituirt  hätten.  Au8  der  Vergleichung  der  Gleichun- 
gen 5)5  7),  6),  8)  mit  denen  in  9)  und  10)  geht  hervor: 

Dass  ein  System 'v6n  Punkten;  il,  *A',  A" ,  etc.  mit  seinen 
Perspektiven  Ap,  Ap^ ,  Ap",  etc.  in  der  Verwandtschaft  der  Colli- 
nealion  steht. 

8.    Lassen  wir  endlich!  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  der  vori* 

gen  Nummer  die  Accente  von  jP*,.  Q',  X »   V  weg,   und  schrei- 
en,  um  Verwechslungei^  zu  vermeidet^,   m!  statt  titx»  n'  statt  fii 
etc.,  so  druckeu  offenbar 'die  Gleichungen 

.. '      I   ■      Oll'/'-  it'  ;    *    ■»    ■      ..     ■'• .     .  t>ti.  •     i.'iMi  I .     •  •       ;    •  ^    ....1'    ;  f  '• 

die  collinda^Veri^atidtschalft  der  System^  P^  Q  und  X,  Y 
aus.  In  den  letztern  haben  natürlich  fi',  v'  etc.  ähnliche  Werthe 
wie  f&i,  Vi  etc.  in  No.  7;  GleiclHiiig  11)»     Sufastltidreii-Mr  h  A) 
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«Nie)  statt  Py4i^  X  und   F  die  Weiihe  un  den  GWchungm 

5)  and  7)  der  vorigen  Nummer ,  so  finden  wir: 

iß't  —  n'u'-s'.       n'v      '      _$'_ 
t'  +  t        ^^s'  +  t^'^  s'-l-t 

v(s'+t) "^  +    s^^i  y+i  •/••• 

Aas  der  Form  dieser  Gleichungen  ist  leicht  ersichtlich,  dass.adch 
&  Punkte  (p^ ,  9')' und  {x'  ,y')  entsprechende  Punkte  -zfreter  cot- 
ÜBearer  (Systeme  sipd.  / 

9.    Aendern  wir  Jetst  das  Coordinatensystem  so,  daßs  wir  die 

Adise  der  x  durch' den \4ugen)ninkt  gehien,  ihre. Riditong  JiKioch 

larerindert  lassen,  to  bähen  yi\t  in  den  Gteichtingen  5), 6),  7),$) 

to  No.  7.  nur  F+t«  statt  F,  y'+w  «tatt  .v',  Q+u  statt  Q,  Y+i^ 

statt V  au  setcen,. wodurch  wir: 

......  .  ' .  ■         ■     ■  .' 

t  ' 

....  jf=_i__    K=_^;.    .■..:,  ;.   ,     1) 


■  r 


ar'  =  -5p '  y'^'jr — ^5'  •    •    •    •    '    •    >    2) 

■     •  .  •  •  .  • 

•    ■'■  -fl^     ■■  ■  /■■■■■   ■•   '• 

* /»  

^'  =  •5 — >  q'si-n ....■.,..«; 

«hallen.  Bemerbeo  wir,  dass,  wenn  allgemein  P,  ff;  X\  Y' 
die  Coordkiaten  sweier  entsprechenden  Punkte  sind,  die  awei  colr 
linearen  und  colünear  liegenden  Systemen  angehören,  folgende 
Gludmugsfowen  diese  Art  der  geometrischen  Verwandtschaft 
aisdrfickens 
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woria   Jf|«   Jlf«,  N%   onbestimmte    CönstaDteo   miA,   nnd   dm 
aus  dieseo  aocn 

jP  0. 

Y.^ ^*^ y ^1 ß\ 

folgt. 

Setzen  wir  in  den  Gleichungen  5)  die  Wertbe  von  P,  Q,  X 
ood  Y  aas  I)  und  3),  so  erhalten  wir: 

10.  Betrachten  wir  die  Resultate,  dte  wir  in.  den  Nununera 
7.«  8.  und  9.  gefunden  haben,  so  erhalten  wir  folgend«  Ecgeb- 
nisse : 

a)  Es  folgt  aus  den  Gleichungen  5),  6),  7)  und  8)  der  No.  7., 
dass  die  Punkte  (X,  V)  und  (x',y'),  so  wie  (P,  Q)  und  (p\^) 
Punkte  zweier  coUinearen  Systeme  sind. 

b)  Es  folgt  aus  den  Gleichungen  3)  der  No.  8.,  dass  auch 
die  Perspektiven  (a:',^),  (p',  9O  der  Punkte  (X,  F),  (P,  Q)  zu 
einander  in  Verwandtschaft  der  Collineation  stehen. 

c)  Aus  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  der  No.  9.  geht 
hervor,  dass  die  Punkte. (JT,  F),  (x'^v'),  wie  auch  die  Punkte 
(P,Q),  (p' ,  q')  zwei  collinearen  und  collinear  liegenden  Systemen 
angehören,  wenn  die  Systeme  P,  Q  und  X,  Y  collinear  und 
coilinear  liegend  sind.  Dasselbe  gilt  auch  wegen  der  Gleichungen 
7)  derselben  Nummer  für  die  Punkte  (p',  q'),  (x\^'). 

d)  Denken  wir  uns  die  Ebene  der  gegebenen  Punktensysteme 
sammt  diesen  um  die  Basis  in  die  Tafel  umgelegt,  so  wird  dadurch 
die  Colliiieationsverwandtschafl  der  beziif^licnen  Systeme  nicht  ge- 
stört.   Weil  sich  die  entsprechenden  Linien  der  Systeme   P,   Q; 

S',  q'  auf  ihrer  Collineatioos- Achse  schneiden,  der  Riss  (die 
»urcnschnittslinie  der  gegebenen  Ebene,  worin  das  Punktensystem 
P,  Q  liegt,  mit  der  Tafel)  aber  diejenige  Linie  ist,  welche  Tor 
der  Umdrehung  jener  Ebene  in  die  "Tafel  den  Ebenen  beider 
Systeme  gemeinschaftlich  war ,  so  müssen  sich  auf  derselben  alle 
entsprechenden  Linien  schneiden,  woraus  hervorgeht,  dass  der 
Riss  der  gegebenen  Ebene  zugleich  die  Collineationsachse  der 
Systeme  I',  Q;  p',  q'  ist.  Aus  den.  gleidien  Gründen  fohi» 
dass  derselbe  Riss  auch  die  Gollineationsacnse  der  Systeme  X,  Y^ 
^»y  ist.  I 

e)  Da  sieh  bei  zwei  collinearen  Systemen  überhaupt  dieJeaK 
gen  Linien  des  einen  Systems,  welche  parallelen  Linien  des  an- 
dern entsprechen ,  auf  d.er  Gegenachse  des  erstem  schneiden ,  oo 
werden  wir  leicht  einsehen ,  (huss  die  Fluchtlinie  (diejenige  Linie, 
auf  welcher  die  Zusammenfaufungs-  oder  Ptuchtpunte  aller  Systeme 


,    die  .«icb  in   einer    Ebene  tiefimlen,   liegen)  det 
E^BC.  in  »richer  die  colltneurcn  FiKuren  liegen,  nichts  anderes 
bl,  als  di«  (temeinijanie  (ie^iciiachse  ult  Systeme   A.    V;   x', 
uid  P.  Q\  p'.^'.  I 

f)  Sind  die  Systeme  P,  Q  und  X,  Y  collinear  und  colli- 
«rat  liecmd.  so  gilt  dasselbe  von  der  Collinealiona  ■  und  Gegen- 
>d>se  der  entspreeheuden  Sysleiiie  wie  in  e). 

tf)  Kau  der  Hezieliung,  die  der  Auftenpnnkt  zu  einem  Punkte 
hn  ItanniT'  und  zu  dessen  Per8|ieklive  hut,  ho  wie  aucli  aus  dem 
Wkaanten  Satne  iiWr  collinear  liegende  Systeme:  „dass  die  Linien, 
Kelche  xicvi  enlnjirechende  Eckeu  aweier  collinear  liegenden  Figu- 
Teo  verbinden,  sicti  im  Collineationspunkta  schneiden",  folgt,  daeif 
ntnn  die  BItene  der  <\ollinear  liegenden  Figuren  um  ihren  Kis»  in 
die  T^fei  gedreht  ist,  dfir  Augenpunkt  »um  ('ollineationspunkt  der 
IcUeii  Sjst«iiie    X.    Y;   x*.   v';    sonie    der   Systeme    P,    Q\ 

h)  Endlich  werden  auch  die  rollineatinnspunkte  der  Systeme 
X.  Y;  P,ii  jinA  X,  Y;  x' .  g' ;  oder  der  Augenimnkt  und  jener 
der  Sj'steioe  -7' ,  y' ;  p' ,  q'  auf  eFner  einzigen  Gerauen  liegen ,  etc. 

II.     Wir  haben  In  Nu.  4.  Gleichung ii)  gefunden,  dass 

Ae  Glekhuni;  der  Perspektive  einer  Geraden  ist ,  deren  Glclcliun- 
md.    Wir  kilunen  der  Gleichung  1)  auch  die  Form: 


g^en,    Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  t=0,  d.  h.  nehmen  nie 
italt  des  Aiiges  den  Augenpunkt,  eo  erhalten  wir 

y'(''»p+f«i)  +  *'f-»'i"+f*i''»— f»if»)  +  P{f*i>'«-f<»*'i)-»'i«=0'    'SJ 
— «i{v,i'+»(,)f  e{v,y'+f(ivj-((,v,)  +  n,y'+(f<av,-fi,va)=0....4) 

BettAchten  wir  in  der  Gleichung  3)  die  GrTissen  ti  und  c  nU  cnn- 
itut,  d.  h-  denken  wir  uiiä  den  Augen]iunkt  fesl,  an  erkennen 
■ir  sogleich ,  diiKs  die  Gleichung  3)  die  Polare  des  Augenpunkts 
ludrlickL  Eb  ist  dnher  die  Pi'r.ipektlvü  einer  Geraden  die  Po- 
bre  (Im  roten  Augenpunktes.  Iletrachten  wir  alier  in  iler  Glei- 
chung j)  die  GrTissen  »' ,  i'  als  constani ,  so  drflckt  diese  Giei- 
thntig  die  Polare  de»  Punktes  (i/' ,  i'}  aus.  oder  auch: 

Dcakea  nir  nns  die  Perspektive  irgend  eines  Pnnkten  im 
ItwniM!  als  fest,  und  den  Augenpunkt  uuf  der  durch  die  Gleichung 
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4)iimtt9><li^<^kteii  Geradea  bewegUcfa,  so'ist.diMe.ticniie  Jk  Pop^ 
Im  i4«r  Penipektiye  jenes  Pünktee  i«i  Ramie.  -  •  i  ' 

^     Mittest  der  Gldchung  3)  ki(nnefn  wir  auch  did 'Aufgabe  Rtaen: 
9,Es  sind  die  Gleichungen  einer  Geraden  ^  ' 


gegeb^Q»  «nd.  dip  GieiohiMig. .  ! 

y=ilf+2r»  .    ....;....«) 

Ihrer  PerspekÜTe  su  finden;^  . 

',',.1  Nehqiefi  ^jir«  wie  bisber,  v  und  v.ala  die  Goordipaten  des  ge- 
snchten  Angehpuiikto,  so  wird  uns  zu  deren  ßesfiminung  die  Iden* 
tificirung  der  Glelcnungen  6)  und  3)  fähren.  Dadurch  eihalten  wir: 


'f. 


'  l"l  *'■■!  ,* 

Aus  diesen  finden  wir:   ,    .      :       . 


I  \ 


■I  ■  • 


:i  .  •  .      •.  I 


12.  Wenden  wir  die  gefundenen  Beziehungsgleichungen 
zwischen  den  rSumlicbea   und  ihrei^t  pe^pekti vischen  CoordiniSen 

auf  Curven  und  Flächen  zweiten  Graues  an,  und  zwar  sei  zuerst: 

.     •      .   .■  '        -«..,■ 

a«(F-<7)«  +  6«(/-— A)«— a«6«=:0  ..."..    1) 

i 

die  Gleichmg  eiiier  Ellipse,  deren  Achsen  2a  und  S6,  und  deren 
Mittelpunkts -Coordinaten  g  und   ^f   sind^ 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Perspektive  des  Punktes  (X,  F) 
mit  (y,  %'),  Bo  i^n^en  wir  leicht- nat^h  Gleichung  1)  und  2)  ^er 
No.  ^:  • 


V  —  Z' 


Substituiren  wir  diese  Werthe  von  F — g  und  f —  X  in  der  Glei* 
c|tu|ig  1).»'  so  erhalten  wir. als  GMcbnng  dec  Perspektive  der  El* 
lipM  i)  folgende: 

Diese  Gleichunff  drfickt  im  Allgemeinen  einen  Keftelschoitfr  aus» 
de— cn  SpcMflalitti  voR.deD  .GvOaseaai^ö^/i  etc.  abnang^  kt^tr  :^ 


[=2=0....2) 


Wk  ontermchon  nim  zueritt,  ob  der  MIttelpHnitt  der  perapvlc 
ÜTUtdien  t'urve  ■£)  zugleich  atich  die  perx^ii'ktivisclie  ProJ«l(Uon 
im  Üttldpankts  c)«r  gngeheneTi  Elliifse  1)  ist,  und  im  FoU  die- 
*«A  nicht  ätutt  findet,  tveklies  der  ^eonietrisclie  Ort,  df»  Aug^s 
»ein  inu<M>,  damit  der  Mittelpunkt  der  {iprsiieLttviKrlien  Ourve  zu- 

?kirh  di«  tH^rti|>ektiviKcbe  Projektion  ies  Mitlelinitikts  der  fcllliiise 
>  CO. 

ReMidmen  wir  mit  y,',  i,'  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
te  yarapftktivUcheii  Curve  S)>  so  ist  befcannlliidi t 


9i  = 


t-(r'>+fft)(f+t) 


Rind  «g'  und  :,'  die  roordinnlen  d<!r  Perspektive  Ae's  MittelpunVts 
l-f.^)  der  RffipM  1),  bo  ist  nuch   Nu.  7.  GleicItuRy  2):    ' 


?»  = 


-r-^ 


Um«  Wcrttifi  voB  sj'  und  V  «'"'l  «ffen^iüT  vcr«cliiccfc?)i  von 
JcitKu  der  ('onrdinaten  yi',  ti';  dnruiis  fol»!,  das8  im  All^emei- 
HD  der  Mittelpunkt  der  peraiicktiviachnn  i'unc  nicht  mit  der 
PrHJcktion  d(>H  Mittelpunkte  der  perepektiviseh  prujirirten  t'urve 
uaimmenrcitlL  Uro  die  f'iirre  tu  bestiminen,  auf  ^velcher  sich 
du  Auice  he«ei;t,  damit  der  Mittelpunkt  der  pers|icktivie4.-hen 
Corve  mit  jenem  'der  projicirten  Kusnmmenlalle, 
CMrdinatcmverlhe  von  y,'  und  ^',  so  wie  die  vo 
ttia  gleich,  widmch  mr: 


e«tx«D   wir  die 
ti    und  t^',  ein- 


(7+ ()»-<."      - 


-^f- 


eritallen.    Aus  diese»  Tolgt  aber,  dag 

irt;  n  and  v  fnllen  auH  der  Gtf icltunft  und  bleiben  alxo  unlieslimmt. 
Hiüw  letite  (ileicbuni:  spricht  aber  uns,  duss  der  fraglichi-n  Ito- 
ilingang  (•(■iifi^e  geleistet  irird.  wenn  Hieb  da»  Auga  in  einer 
£b«ii«   befindet,    die  mit   der  Talel  purullel   ist  und  von  ihr  den 

AkMand  h=  *'     •■ 

du«  n  >  /'V^  i»t. 


-  hat.    Jedoch    versteht   es  bich  von   selbst. 


>er  i»   d«  vorhetgehenderi  Nuntmcr  gemachten   Unter- 
chliesHl  «ich,    der  Natur  der  Sache  gemäss,    mich  lo|- 

anile  an:    „Welciieii  ist  der  Ort  de«  Auges,  wenn  die  durch  die 
achuns  '2)  der  vnrhergehendcn  Nummer  ausgedrückte  Perspek- 
6fi*  de*  FJlt|ise  1}  Jio.  l±  wieder  eine  KlUpse  |;eb«D  sidt,  «Ue  dar 
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Mebeimi  EllipM  1)  No.  12.  iholicb  ist,  jedoch  wM  ibr  nldrt  Un- 

Bezeichnen  wir  mit  a«  nnd  6|   die  Halliaclieen  der  Cnmr  2) 
Nr.  12. y    80  muss  bekanntlich: 

sein,   wo  k  einen  gegebenen  constuiten  Coefficienten  fcenri^net 
Ferner  finden  wir  leicht: 

"*  "  I         (y-K)«-a«||a«(y-t«)«+6«y+0«-a«(6«-i>^      j 

2a«fe«i>«<» . 

*»— (        {(f+  Q«-  <t«|  (a*(g-a)«  -f  t«(/^-f  0«~a«(A»-g«)        ) 

!+V^|o*(y-i»)»+AV+«)*-«*(*"-»*)f*-4*^"«'*KA"+0^a*»^ 

Setzen  wir,  der  Kfine  wegen, 

«•(?-«)»  +  *•(/'+ <)*-'a»(6»—i»^ =«•, 
80  mnss  nach  1) 

.     |(/-fO«-a'||>-Vi^-^«6«p«{(/--|-<)«-';^t. 
*-  26«r»<« 

.     {(/•+«)'-a'lli«  +  V<«— 4a^o»iy+0»-^t 
*-  2?pä? 

sein.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten  wir: 

a*[^*-^f  $»—ia*b*o»{(f+i]l^—a*il 
—  6«  t  «* + V  *• — 4a«6*D«  I  (/■+  «)*=^«'| ) 

Ordnen  wir  diese  Gleichung,  so  ist: 

oder  auch: 

ti*-(oH*«)»  V*(/"+  «)»-««  M  **  +  (a«+6^  V(/'+«)«-o«|=a 
daraus  folgt  aber  auch,  dass: 

»*— (o«+6«)  »  VC/'t  0*— »•=0. 
Setzen  wir  statt  «*  seinen  obigen  Werth ,  so  haben  wir : 


12* 

•^C9'-«)*f6»{(^+<)*-«'l+«'«'"— («*+*•)«' V  (/■+  0«— «^:i=0.  4) 

Setxen  wir  in  diesen  Gleichungen  g—u=^»',  f-\-t=^f,  so  erhal- 
tet wir: 

I   • 

a«ji'*  +  AV«+  fl*D«— ««&*+ (o«  +  6«)  r  Vr«-o«=0.  .  •  •  5) 

iA^  +  6V»  +  aV-a«6«— (a«+Ä*)pVr«-«*=0. 6) 

Dndi  ÄdditioD  dieser  Gleichungen  erhalten  wir: 

2aV«  +  26«f *  +  2a«»«— 2a«6*=0 

a*u'«+6V2+a«r«— a«6«  =  0 7) 

DiKh  Sabtraction  -derselben  aber: 

■ 

2{a«-P6«)pVr«-a«=0 

t,Vr«-a*=0 8) 

Untersachen  «i^ir  die  j^eometrische  Bedeutung  der  Gleichungen 

?\  md  8)  und  zwar  die  einer  jeden  insbesondere  und  die  beider  in 
erbindnng. 
Die  erstere  drflckt  offenbar  ein  Umdrehungselliüsoid  aus,  des- 
MQ  Mittdgnnktscoordinaten  —f  und  g  sind;    die  Rotationsachse 
fasdben  ist  die  Achse  der  x. 
Aus  der  Gleichung  8)  folgt: 

<'^a=0,  t=0;   oder  t^a-^fs  r=0. 

Aas  l>eiden  Gleichungen  7)  und  8)   aber  zugleich  folgt: 

i-=.a  —  fs   t?=0  und  ^==ti. 

Diese  Werthe  genügen  auch  den  Gleichungen  3)  und  4)  oder  6) 
nd  6). 

14  Bestimmen  wir  schliesslich  noch  die  Perspektive  einer 
Fliehe  zweiten  Grades.  Die  Perspektive  einer  krummen  Fläche 
ttcrhaupt  wird  bestimmt  durch  den  Durchschnitt  eines  sie  umhul- 
kaden  Kegels,  dessen  Scheitel  das  Auge  ist,  mit  der  TafeL 

Nehmen  wir  an,  /*(^,y,  2)=0  sei  die  Gleichung  einer  geee- 
Voieo  Flädie,  und  setzen  /(o:,^,  :)=  (7=0,  so  haben  wir  Se- 
Itt&ntlich  zur  Bestimmung  des  Umhiillungskegels  die  Gleichungen : 

£7=0.   ||{.-0  +  f  (*-«)+^(-.)=0 

x  —  t y— u s— P       ari  — f yi — «_2|  — o    \  •"•  *' 

cosä~cos^      cosy  '     cosa"*"  cos/3  ~"  cosy '  / 

TkeU  XI.  9 

9 
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1b  diesen  Glekhuagea  beieichien  o,  ^»  y  die  rerindeffÜelMa  Vfiar 
kelj  welclie  eine  ErzeuguoffsUnie  respeKÜve  mit  der  Acliee  der  x, 
der  jf  und  der  z  bildet ,  und  Xi,  yi,  Xi  sind  die  Ceordlneleii  eines 
Punktes  der  Ber jniningsc\frve  des  umhüllenden  Kegels  und  der 
gegebenen  Fläche. 

Eliminiren  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  Grössen  cosa»  eoi ^ 
cos 7;  Xi,  yi9  Zi\  so  gebort  die  resultirende  Gleichung  dem  : 
Berfihrungskegel  der  gegebenen  FiSche  an.  Nehmen  wir  an, 
F(a:,y,  z)=0  sei  die  uleichuney  welche  aus  jener  Elimination  lier- 
▼orgegan^en  ist,  also  die  Gleichung  des  BerdbrungskegelSy  so  er- 
halten wir  die  Gleichung  der  Perspektive  der  gegebeneo  •  Fliehtty 
wenn  wir  in  der  Gleichung  F{x,  y,  x)  =0  die  Abscisse  x  glefiK 
Null  setzen,  wodurch  diese  in: 

F(z,y)  =  0 «)    '  2 

übergebt.    Hierbei  versteht   es   sich  von  selbst,   dass  die  Ebene 
der  yz  als  Tafel  angenommen  wird ,  und  in  der  Gleichung  der  ge-  ^ 
gebenen  Fläche  und  des  umhüllenden  Kegels  x  negativ  genommon 
werden  muss,  weil  die  Fläche  hinter  der  Tafel,  d.  h.  auf  der  ne- 
gativen Seite  der  x  liegt. 

15.  Den  in  der  vorigen  Nummer  gemachten  Annahmen  n 
Folge  wird  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  ildi 
auf  der  dem  Auge  entgegengesetzten  Seite  der  Tafel  befindet»  fol- 
gende sein :  *    . 


+  2A''z  +  2B^y-2C'x 


\   ...    1) 


und  die  Gleichung  des  Kegels^  dessen  Scheitel  im  Auge  ist,  ood 
der  die  Fläche  1)  berührt,  nat  die  Form: 

K^  =  M.N, % 

wo,  der  Kürze  wegen: 

+  2i<''z  +  21?*^ -2C^jr  +  U 

gesetzt   wurde. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  2)  jr  =  0  undfilr  IT,  JV,  jATdieais^ 
den  Gleichungen  3)  für  diese  Annahme  entspringenden  Wertbo» 
so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  Perspektive  der  Fläche  19 
folgende : 


ü 


Ib.  fieser  Üleidiniif;  ivanle 
'tnd  1  peMUt.    Au»  i) 

l«b  Grade« 

'■tn-ri    wir  von    dem    \a  den  vorhergehenden  Ni 
le  Anweiiduii{ren,  und  «neben 
■s  dreiachsigen  Elli|i!$(jids,   tl 
- 1\   //>    Null,    und    deiiefn    Achoen    äo, 
Achse  "Ji    ■ 


■iedei",  wie  rrflher,  «", 

^MOUt.     Au»  "der  Fnrm  dieser  Gleichung  sehe 

PfT^sju-ktive  einer  Flnchc  zweiten  Grade«   ein^  Ci 


Und  i  statt 
h  if  ir :    ditfis 

ine  dessel- 


.  .      ....;.    i>ie  groBse 

aogcuvtHinua. 
lue  GleichuDR  dieses  Ellipsoids  'v^i 


ist  parallel  mit  der  AcIigc  der 


V'^S  +S^'i  +Sci=' 


:^+g+S-t-!^+SvS->^o 

Vijerlullen  daher,  wie  in  der  vorigen  Nomriier,  ffir  die  Gleichung 
fa  Pirbpektivv  ilicse«  Elilpsnids  fillgende; 

♦■»■(«V  +  A'/*»-n'6') +  <»/^«'H'-''f  (?"-*«)— 'i*f*/ff«lf=«-     ' 

IM»  »tillen  nun  unlersuclieii,  oh  «ir  dem  AoRe  eine  oder 
lAnn  Lasen  ET-ben  kilnnen,  dnnilt  die  Perspektive  2)  de»  Ellijv- 
lil»  If  ein  Kreis  ivlrd.  Wir  werden  aus  der  Itetra^-hlun^  der 
tifrn  Glrirhiing    leicht  erLenneri,    dai^s  diese  nur  nisdann  einen 

tili«  autMlruvken  kann,   wenn  fuli^tnde  zwei  Bedini^uiigdgleichun- 

|a«rfBUt  wrrden: 

u-tj  —  Q ■  ^ 

tMacir^n  wir  die  letzte  dieser  Gleichungen  auf  Null  und  henutxen 
iku  lüo  Gleichung  'X\,  eu  erhalten  tvir: 


„V«H(c'-Ä»)/'f2/(t'-/,'')(-(c"-A*)(«a-/^)=0.  . 


Am  di«ser  und  dei 
•Htfiie  3}  dcn<  EHlpsu 


Gltnrhnn^S)  erkennen  wir,  daas  die  Per- 
I»  1)  in  einen  Kreis  de<;encrirt,  wenn  »ieh 
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•das  Aoee  auf  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  befindet,  deren  Ebene 
durch  £e  grosse  Achse  2a  des  gegebenen  Ellipsoids  gebt  und  die 
dabei  senkrecht  auf  der  Tafel  steht. 

Eine  Ellipse  ist  die  Ortscurve  5),  wenn  c>6  und  a>/'ist 
Eine  Hyperbel  hingegen  a)  wenn  c<b  und  fl</';'/J)  wenn  c<4 
und  a>^  ist.    Ist  die  Curve  5)  eine  Ellipse,  so  sind  deren  Achsco 

a  ' 

Ist   die   Curre  hingegen  eine  Hyperbel,   so  ist  im  Fall  i^  41 

HAU        o^r-r-Ä     AA'  '      '  s       2 V -(b^-d^ja^n. 
reelle  Achse  =:2V  a^'—f^,  und  die  imaginäre  ^^ jj '; 

Q  VY6* d'^Cf*  —  a*)       • 

und  im  Fall  ß)  ist  die  reelle  Achse  -=-^ ^ ',  mi 

die  imaginäre  =2 V— (/^  —  a«). 

Die  Gleichuns  des  Kreises,  welchen  die  Perspektive  des  El- 
lipsoids 1)  darstellt,  erhalten  wir,  wenn  wir  in  der  Gieicboi^S) 
u  —  7=0  setzen.    Ale>dann  wird  sie  zu : 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  sind  aber: 

Betrachten  wir  9*  and  r  als  verSnderlich  und  eliminireD  0  imJi 
t  aus  diesen  Gleichuoffen,  so  drückt  die  resultirende  GleicbnK 
den  Ort  der  Mittelpunkte  alier  Kreise  aus,  welche  durch  dieGlaP 
chung  6)  dareestetlt  sind,  d.  h.  der  Kreise,  welche  die  Perspek- 
tiven des  Ellipsoids  1)  darstellen,  wenn  sich  das  Ange  aar  de* 
Ortscurve  6)  bewegt.    Weil  aber  aus  3)  und  4) 


c«t(/'+0«-.o«H-a«c«=6«|(/'+0»-i^), 


♦     ." 


• 

SO  wird  q=^ff  und  r  bleibt  unbestimmt.  Daraus  folgt,  dass  doi 
Ort  der  Mittelpunkte  aller  perspektivischen  Kreise,  welche  b^ 
der  Bewegung  des  Auges  auf  der  Curve  5*)  erzeugt  werden»  eiia' 
Gerade  ist,  oeren  Fusspunkt  im  Durchschnitfa  der  Achse  26  d^^ 
gegebenen  Ellipsoids  1)  mit  der  Basis  liegt  ond  die  auf  letiter^^ 
senkrecht  steht. 


ISS 


leHms  snr  analytischen  Oeometrie. 

Von,  dem 

Herrn  Professor  Doctor  H.  Braun 

la   Odessa. 


{.  L  In  allen  Lehrbächern  der  aiialytiHcheo  Geometrie  ver- 
le  ich  einen  Lehrsatz^  der  niir^  in  Beziehung  auf  die  Bestim- 
me ^der  Linien  zweiter  Ordnung  durch  gegebene  Bunlcte>  von 
Viarogkeit  sn  sein  scheint  —  Nur  ein  besonderer  Fall  desselben, 
itf  Gläebnng  dieser  Linien  bezogen  auf  ihre  conjugirten  Durch- 
■nwr  entsprechend,  wird  gewuhDÜch  und  auch  dieser  unvoU- 
tfilig  abgehandelt 


I"    _• 


Der  allgemeine  Lehrsatz  ist   folgender: 

Eb  Punkt  (d/,  y)  li^t  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Linie 
iwcitcr  Ordnung 

j*  +  Wa!y  +  Cr«+2/>y  +  '2Ex  +  F=0  (l) 

» 

1)  weiua  sie  eine  Ellipse  oder  Parabel  vorstellt,  je  nachdem: 
y«+2ÄÄy  +  Cir'«+2Z>y'+2£a:'+F^0  ist; 

9  weiiii  sie  eine  Hjperbel  vorstellt  und 

•)  wenn  derjenige  Durchmesser,  welcher  dem  der  Ordinaten- 
achse  parallelen  Durchmesser  conjugirt  ist,  die  Hyperbel 
schneiaet,  je  nachdem: 

'       ^+2Bx'y'  +  Cx'*+2Dy'+2Ex'  +  F^0iii; 

i)  wenn  dag^en  dieser  Durchmesser  die  Hyperbel-  nicht 
schneidet,  je  nachdem: 

y'«+2Bi:y+Cr^+2Z>y+2£a:'+F^  Ist. 


Beweis.    Es  sei 
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die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden ,  so  ist  diese  eine  Tangente 
der  Linie  (1),  wenn  folgende  Bedingnogsgleichnng  Statt  findä: 

■ 

+2(BE—CD)b+^DE-JiF)a  +  E'—CF=:0. 

oder  wenn: 

ab*  +'2ßab+!yifl  +  '2»  +  2ea+q>  =  0  (3) 

ist^  nacbdem  man  der  Kilrse  faaliier  ■..  ;a.  .*  i 

B*-C=tt,  E—BD=ß,  m-F=Y.  ££-^€0=8, 

..     BE'-BF=:$,  E'—CFzsip    ,  (4) 

gesetzt  bat 

Woraus  umgekehrt  durch  leichte  Umformungen  sich  folgende 
Gleichangen  ergeben: 

/J*t— ay'         ■  ^— oy   J  fit 

Geht   nun   die    Gerade    (2)    durch    den    Punkt    («%   y)f   90  w 

6=  — iM!^+y  und  es  verwandelt  sich  (3)  in 

< 

a«(«a:'»— 2/Ja;' +  y)  -  2o(«ry  - /J/ +  *«'— f) 

Wir  erbalten  somit  reel|e .  oder  imaginäre  Werthe  fiir  a;  dnrcb 
(af,  ff)  sind  Tangenten  möglich  oder  nicht;  {af.ff)  liesf  Hoita' 
halb  oder  innerbsüb  der  Linie  zweiter  Ordnung;  je  nachdem: 

(«y-ft('  +  dy-£>-^(ay'«  +  2dj/  +  g^^^ 

•  •    ■■.      .1  .    .^  .'  , 

oder  entiFiekelt^  je  qadidem: 

+  2  (jj«  -  7«)^— 2(fc— ij9K+6*^yV^  M 
endDchy  wegen  det  Gidcfaniigen  (5),  je .na^ihdem*: : .    '.  "  '^^ 

(is»'-«j')<y*+i?ii«?y+c»'H«iy+8£»'.+F)  ^0  bt 

I.    FQr  die  Ellipse  und  Parabel  ist  aber  ß^  —  cty  immer  >0 
somit  (3if,y')  aussernalb  oder  innerhalb,  je  nachdem: 

y"*  +  IBx'y'  +  Cr'»  +  ^Dy'  +  2Ear  +  F  ^  0  Ut. 
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±  Ffir  die  Hyperbel  M  /^— «)'>0,  wenn  die  Hyperbel  die 
snde  y-f  Ar  4*^^=0  «ehneidet;  und  dann  liegt  (ap\  y')  aust^er- 
Ib  oder  innerhalb,  je  nachdem: 

y'»  +  2Äry+Cr'«  +  2i[>y'  +  2AV  +  F^0  Ist 

ehaeidet  aber  die  Hyperbel  die  Gerade  y  -f  B^  -f  I>  =  0  nicht, 
I  ist  ^— a/<0»  und  dann  findet  der  umgekehrte  Fall  Statt 


§.  2.  Zi^eiter  Beweis.  Die  Linie  §.  1.  (l),  fp(a!,y)=^0, 
Iwilt  die  Ebene  in  zwei  Theile,so  dass  für* alle  Punkte  des  einen 
riieils  9(:r,y)<0,  für  alle  Punkte  des  andern  g>(x,y)'i^O  ist« 

Mit  Hülfe  dieses  leicht  zu  erweisenden  Satzes  erhalten  wir 
lolgeoden  einfachen  Beweis. 

Ee  sei  y^ax  die  Glelch^nff  einer  durch  den  'Anfangspunkt 
pbendeo  geraden  Linie,  so  ist  diese  eine  Tangente,  wenn 

ya*  +  2ea  +  9  =  0  ist 

Wir  eiWlten  somit  reelle  oder  imaginäre  Werthe  fär  a,  d.  h. 
iir  AüGmgflpuokt  liegt  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Linie  zwei- 
ter Ordnung,  je  nachdem 

iil,  d.  h.  je  nachdem 

iit,  somit  auch  jeder  andere  Punkt  {pc  ^  jf)  ausserhalb  oder  inner- 
Ubf  je  nachdem 


f.  3»  Bs  er^hen  sich  nun  auch  die  folgenden  besonderen 
Ittt: 

L  Es  sei  a«^-f  A*a:«-a*6*=:0  die  Gleichung  einer  Ellipse, 
kmen  auf  conjugirte  Durchmesser,  oder  aV ±2a6*ir  +  6*i*=0 
ie  Gleichung  derselben ,  bezogen  auf  einen  Durchmesser  und  die 
Tani^te  im  Scheitel  9  so  liegt  ein  Punkt  (x ,  y')  ausserhalb  oder 
hMihalb«  ja  nachdem  im  ersten  Falle 

aV»+**«'*— «V<0  i«t; 
hl  iweiten  Falle : 

aV*i:2a6V  +  6V«.^0  ist 
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a.    Es  sei  y^+2px==0  die  Gfeidiiiiig  einer  Parabel,  ao  li 
(a,  y")  ausserhalb  oaer  innerhalb ,  je  nachdem    : 

*  *  ■ 

^*+ipx'^0  ist. 

3.  Es  sei  a^j^*— 6^a;^  +  a«6>=0  die  Gleichung  einer  Hy] 
bei,  bezoeen  auf  ihre  conjugirten  Durchmesser,  ödep  äN^+'£m 
— b'^a^==:0  die  Gleichung  derselben,  beao^en  auf  einen  Uurcbn 
ser  und  die  Tangente  im  Scheitel  (wo  m  beiden  Fällen  der 
Abscissenachse  genommene  Durchmesser  die  Curve  schneidet), 
liegt  ein  Punkt  ^,  y)  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem 
ersten  Falle: 

«Ya— 6«a:'«+aW^0  ist, 
im  zweiten  Falle: 

Ä«y'«+2fl*aar— 6»:p'«^0  ist. 


kg  derseiuen  bezogt 
messer  und  auf  eine  durch  den  Scheitel  dieses  Durchmesi 
dem  conjugirten  Durchmesser  parallel  laufende  Gerade  .  (wo 
beiden  Fällen  der  zur  Abscissenachse  genommene  Durchroei 
die  Curye  nicht  schneidet),  so  liegt  ein  Punkt  {x',  y')  auaaerl 
oder  innerhalb,  je  nachdem  im  ersten  Falle 

ftY2_fl«-i.'2_a24«<0  Ist, 

im  zweiten  Falle 

ft^'«-TCi*a:'?-2a«6a<-2ci«6»<0  ist 

'    •.         .    •    .• 

Anmerkung.  Alle  diese  besondem  Fälle  lassen  sich  < 
zeln,  selbst  ohne  Anwendung -der  Tangentengleichung  bewei< 
und  dann  erhalten  wir  leicht  durch  Verwandlung  der  Coordina 
einen  dritten  indirecten  Beweis  des  allgemeinen  Liehrsatzes. 

§.  4.  Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  die  CoölBcieii 
von  y^  und  x^  =  0  sind,  d.  h.  wenn  sie  eine  Hyperbel  vorsA 
deren  Asymptoten  den  Coordinatenachsen  parallel  sind,  and  i 
auf  die  Form 

•  '.       '  ■•' 

gebracht  werden  kann,  sa  ist  es  nuthig^    die  Untersuchonft  : 

neuem  anzustellen.    Es  ergiebt  sich  dann  leicht,    dass  ein  n 

(^ f  y*)  ausserhalb  oder  innerhalb  liegt,,  je  nachdem 

\ai  also: 

xy^Fi=zO 


137 

die  Gleichnig  einer  Hyperbel,  besogen  anf  ihte  Aisymptoteiiy  so 
Hegt  ein  Punkt  (j/»  g')  aveeerhalb  oder  iooerhalb,  je  nachdem 

F(:gf^  +  F)>0  ist 

Lieft  die  Hyperbel  im  ersten  und  dritten  der  von  den  Asymptoten 
Mkldeten  Sdieitetfrinkel,  so  ist  F  eine  negative  Gfuase,  somit 
Vt  y)  ausserhalb  oder  innerhalb ^  je  nachdem  ^ 

x'y+F^O  ist. 

Liegt  die  Hyperbel  im  zweiten  und  vierten  der  von  den  Asympto- 
ten gebildeten  Scheitelwinkel ,  so  ist  F  eine  positive  Grosse  und 
(x'»30  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem 

;ry  +  F^Oist. 


i.  5.    Anwendung  des  Lehrsatzes  §.  1.  auf  eine  be- 
ere Aufgabe. 

Aufgabe.  In  einer  Ebene  sind  fiinf  Punkte  gegeben,  von 
denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  —  Die  Art  der  Linie 
iweiter  Ordnung  zu  bestimmen,  welche  durch  die  fiSnf  Punkte  be- 
ickieben  werden  kann. 

Wir  können  bekannter  Maassen 

ib  die  Gleichung  aller  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
viv  gegeliene  Punkte  gehen,  betrachten,  wenn  wir  C,  D,  E,  F 
CNttint»  B  allein  veränderlich  annehmen. 


Ir  erhalten  somit  für  diejenige  Linie  zweiter  Ordnung,  welche 
Mch  durch  den  fiinften  Punkt  {x\ff)  geht,  zur  Bestimmung  von  B 
ie  Gleichung : 

.  ^- 2Sy  • 

b  kt  also  auch : 

«=Ä«-  C=^ ^  i^rV»     ' 

f 

Die  verlangte  Curve  ist  somit  eine  Elllipse ,  Hyperbel  oder  Para- 
Wl,je  nachdem  der  Zähler  dieses  Ausdrucks  <  oder  >  oder  =0  ist. 

Wir  erhalten  insbesondere  als  €rleichungen   der  beiden  durch 
&  vier  ersten'  Punkte  gehenden  Parabeln : 
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n  der  1.  fi^  +  i%^Cty+Ca^+2Bg+2Ex+FsnO^ 

„    2.  y«— 2vGry+Cr•  +  2J!>y  +  2£^+/•=0.• 
l)er  Punkt  (j:\  ^  lie^  »omit  ausserhalb»  innerhalb  oder  auf  der 
ersten  Parabel ,  je  nachdem 

> 

y'»  +  2i/GFy  +  Ca;'«  +  2%'+ 2&i^  +  F  <0 >t ; 

ausserhalb 9  innerhalb  oder  auf  der  zweiten  Parabel,  je  Dachdem 

y?^2VC»y  +  C:r'«f  2Z>y+2£j: +F<0  ist 

£s  liegt  also  endlich. (d;%  y) 

1)    ausserhalb  beider  Parabeln  oder  innerhalb  beider,    wenn: 

(y'*+Gr'«  +  2/>y'  +  2£;ar'+F)«-4r'«y'«C>0 

und  dann  a>0; 

"2)    {^'»^y)  ausserhalb  der  einen,    innerhalb  der  andern  Pan- 
bel,  wenn 


• 


(y«f  C^+2%' +2£;x'+F)»  -4«^'«C<0 

4 

und  dann  a<0; 

'3)    (j^,  y7  Auf  einer  der  Parabeln,  wenn 

(y*  +  Cr'«  +  2Z>y'  +  Wx'  +  F)«-4a? V*C=0 

und  daiMi  a  =  0. 

i^pmit  erhalten  wir  folgende  Auflusung. 

Unter  den  iiinf  Puukten  lassen  sich  immer  vier  auswählen^ 
von  denen  jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildetm 
Preiecks  liegt.  —  Es  sei  dieses  geschehen  und  man  begebreibe 
durch  solche  vier  Punkte  zwei  Parabeln,  was  inimer  mOglicb  bt 
(siehe  den  folgenden  Paragraphen).  "    .;', 

Liegt  min  der  fundte  Punkt  in  einer  dieser  Parabeln  selbst, 
so  ist  diese  Parabel  die  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  sich  durch 
alle  fünf  Punkte  beschreiben  lässt  Liegt  der  Punkt  inneilialb 
beider  Parabeln  oder  ausserhalb  beider,  so  ist  die  Linie  zweiter 
Ordnung  eine  Hyperbel.  Ist  er  dagegen  innerhalb  der  «Moeni  und 
ausserhalb  der  andern  befindlich,  so  hegt  er  mit  den  vier  übrigen 
in  einer  Ellipse.      ■ 

§.  6.  Das  L  Capitel  des  III.  Abschnitts  im  Barycentri- 
schen  Calciil  von  Moebius  (Bestimmung  eipes  Keff<e|- 
scbliiits, durch  .geeehene'PunkteV  eutbtit  ausser  ^e8cr.4tt( 

gäbe  noch  einen  Lehrsatz.     Der  VoUstiindigkeit  halber  geb«  M 
ier  aaoli  «inen  rein  analyttscheii  Beweis  desselben,   obpekh  er 
vom  Lehrsatze  §.  1.  unaimftDgig  i«t^  i  .     :         '     ^ 


»  ••• 
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LehrsatB.  Haben 'tttr  Puokte  in  einer  Ebene  eine«  solche 
Lage  gegen  einander,  dass  jeder  derselben  ausserhalb  des  Drei- 
ed[8,  weldies  die  drei  andern  bilden,  befindlich  ist,  so  lassen 
rieh  durch  sie  sowohl  Ellipsen  als  Hyperbeln  und  zwei  verschie- 
dene Parabeln  beschreiben. 

Liegt  aber  einer  der  vier  Punkte  innerhalb  des  von  den  drei 
•Ddem  gebildeten  Dreiecks,  so  können  durch  sie  weder  Ellipsen 
«ocb  Parabeln,  iM)ndem  bloss  Hyperbeln  gefiihrt  werden. 

'Beweis.    Es  sei 

Ae  aligenietnö  GleicSiung  einer  Linie  zweiter  Ordnunff.  Die  Coor- 
Anaten  des  Punktes  Oz=0,0;'des  Punkte» ■if=a,0;  des  Punk- 
tes iV=0,  b.  OM  die  Axe  der  x^  und  zwar  der  positive  Theil 
dcnd^QDA   ebenag  OJi  der  porftive.  Theil  der  Achse  der  y,  so 

j  «rhilt  man  (wegen  folgendpr  Bedingungsgleicbvngen  F=0,  £= — ^> 
I.  As— ;^)  als  Gleichuns  einer  durch  die  drei  Punkte  O,  üf,  iV 
ksdniebenen  Linie  zweiter  Ordnung: 

y«  +  2ifa:y+  Cr«-  6y— Ou:=0. 

Soll  nun  flto  Urne  sweiter  Ordnung  noch  durch  den  Punkt /^x'>y) 
gehen,  so  erhalten  wif  folgende  BedlngMugsgleichung: 

y'«+iBxy  +  Cr^*— 6y— Gu;'=0 

"^  af—aTx'{pd^a)     '*— ^' 
wm  wir  JB^'rr  C=a  «etsen«    Endlich 

Diher  reelle  Werthe  für  B^  wenn  M-\-a^Q,  wenn  wir  der 
bie  halber 


y(;r'6+ya--a6)^^ 


Miien. 

Liegt  der  Punkt  P  im  Winkel  NOP  oder  in  seinem  Scheitel- 
nd, so  ist  ^>0;   liegt  er  ausserhalb  dieser  Winkel,    so  Ist 


5<a 


Liegt  der  Punkt  P  links  von  NM  (deren  Gleichung  ay-{-bx 
-iasOlat),  so  bt 
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liegt  er  recht»,   so  ist 

ay  +  hx — ha  >  0. , 

Bezeicboen  wir  nun  (wie  in  Taf.  Hl.  Fifl^  2.)  die  sieben  Theile 
der  Ebene,  in  welche  sie  durch  OM,  OSf,  NM  und  ihre  Ver- 
längerungen getheilt  wird,  durch  I.,  IL,. ...Vi!.,  so  ergiebt  rieh, 

.,  w...P.nl.«i„n.  >..,..   ^>0     j^,^o«         . 

und  ay^+ft:r'--^6a<0  ist) 
2)  wenn  Pinlll.  oder  IV.liegl,^<0      j  also  Jlf  <0  ist' 


■ » ■ 

• 


^1 


3)  wenn  P  in  V.  oder  VI.  liegt,  ^.  <0 


also  itf>0  bt 


4)  wenn  P  in  VII.  liegt,         ^>0      1   ,„,  ^^o  Ist 

ay +6ar'-6a>0  UtJ 

Liegt  also  P  in  I.,  IL,  IIL,  IV.,  so  erhält  man  our  reelle 
Werthe  für  B,  wenn  a>0  (>  — Jlf  Ist),  d.  h.  durch  die  vier 
Punkte  lassen  sich  nur  Hyperbeln  legen. 

Liegt  P  in  V.,  VI.,  VIL,  so  riebt  es  Werthe  von  «<0, 
==0,  >0,  fiir  die  ß  reell  ist,  d.  h.  durch  die  vier  Punkte  lassen 
sich  sowohl  Ellipsen,  als  Parabeln  und  Hyperbeln  legen. 

Ist  tf=0,  so  erhält  B  zwei  bestimmte  Werthe  dbVüf- 


•  ■  ' 


XV, 

Beschreibnnfr  cinif^cr  zu  experimcnta- 
lon  nuD^ilelliin^oii  bei  öfTentliclien  Vor- 
Iräfccn  lie^^fimnitcr  Apparate.  Von  J. 
U.  Craliay,  Mil^lied  iler  Akademie 
der  "nissenscli  alten  etc.  zu  Brüissel* 

Uebcrsetzt  aus  ilcn 

•Balletlns    ile     l'acad^uiie     royule     des     sciencee,     i!es 

i«Ur«s   et   des   beaux   arU   ilc    Belgique.     Tome   XIV. 

1"  Partie.    BruxelleB.  1847." 

Herrn  W.  Kahae, 

Candiilutrn   de»   liüliercu   SiliulHml*   zu   Grciriwalil. 


leb  fjUulic  den  Schulen  litien  Uieii^l  ku  leistet),  nenn  ich  die- 
iaitfen  Aji^urate  zur  riffcrttlirhen  KeniitiiitiH  bringe,  nt^lche  Idt 
Cr  riBs  k.ibiMrl  rfer  knlholiachen  ünivemlüt  habe  unfertigen  las- 
wn  und  illi^  eich  mir  bei  wiederhulleni  Gebrauche  als  iiüt^ilich  be- 
"iuen  haben. 

D«r  «rsle  hut  den  Zweck,  die  tiichtigkeit  der  in  der  Theorie 
it»  Hebels  aurgeatelltcu  Ha u|it|i unkte  lu  bestätigen,  als  dasind: 
tt  Bcdlngunfica  dos  (ileichKenichts  Cur  die  drei  Arten  der  Hebel; 
üi  Verhültnids  xnitichen  den  Intensitäten  der  Kräfle  und  der 
LüB^e  der  Htibelsarmu  (ilt  jede  Art;  ilus  Willki'irlicbc  in  der 
tvrm  der  Anne,  iadcm  das  (üeich^en i^'bt  nur  vim  deren  in  der 
(nadbntgfn  EntOerunn);  des  UnttTsllilzungt^iiuiiktes  des  Hebels 
*xa  dem  An^riflitiiiinkte  der  Kraft  ßemessenon  Lfin^re  abhünj^tg 
1>tj  endlii-h  der  Kitilluss  auf  das  Htntische  Moment  der  Kraft, 
"flcbea  die  Kicbtune  derselben  in  Hfickslcht  auf  den  llcbeharm 

«Mflbt. 

Der  Apparat  i.tt  im  Aufiiss  und  im  (irutidri^s  in  den  Fi^areri 
'*Mli.  Fig. -t.  und  Fie.  i.  nach  dem  MunssHtabe  v<m  l  der  wirklichen 
«WM  d>tg«KtelIl.     iler  Hebel  AB,  von  ätabi,  hat  Hl)  Conlimeler 


LSoK«  bei  einer  Breite  von  3   und  einer  Dicke  von  1  Cen^^^^H 

\   Seine    Unterslütxiin^,    in    der   Mitte    der  Länge  in  C  ^"B^HH 

besteht    in    einer  horizontalen    mit    dem  Hcliel    verbundenen^^H 

welclie  sk-l)  an  ihren  Enden    durch  Kegel   vun    ^hltrtetem  Siule 

verlfingert:    die  Spitzen  dieser  KeKel  passen   in   honisclie  Vortle- 

fungeii,  welche  an  den  Enden  von  xve'i  eine  angemessene  Annftb«- 

ntng  isnlaH«enden   ^hraubeti  ausgebohrt  sind.    Der  Hebel  bewecl 

I  sich  neben  einer  oben  auf  der  Sfiule  E  in  einem  Würfel  genacn* 

I   ten  rech  tH'in  kl  igen  Hiihlitng  vorbei ;    i»  die  beiden  niaaxiven  Svilefi 

dieses  Würfele  sind  die  Schraubenmuttern  für  die  die  Axe  tra|^a- 

den  Schrnuben  geschnitten;     die  eine  der  Scliriiuben  istmiletDeiB 

Knoiife  versehen,   der  sich  ulif  der  Tordcren  Seite  des  ApparatM 

«eigt.  , 

I>er  Arrn  Ci?  des  Ifebeb  Ist  gerade;   die  St.Itci.l'i'l-''^   h1i..i 

»ben  upd  DnteD  itorgtlel  unter  sich  ab^todaiht;   rli''   I' 

nbereti  Abdui^hun^  geL(   durch  den  ÄlttteljHiukt  der     ^ 

ßer  Arm  iai  in  10  uuf  der  Vordcrtjoifo  beKeiefcneie  ii.' 

««tlieilt;  einelu  Jeden  Theituogiip unkte  entspricht  li>l  Ji..,^;vi 
F.iiifclinitt  uiif  der  Kante  de  fiBideo  Abdachungen;  »iu  dieiieu  als 
AeniKn^mi^Hpunkte  der  die  Stelle  der  KrUlte  vertretenden  (iewlelile. 
Di'r  Kßbelsanii  AC  wt  zuttamnien^ekrüiuint ;  sein  Schnitt  ist 
iccbtwinklig ,  aber  seine  LJiiige,  von  dem  llnterslütziingspunkte  C 
bis  2u  eineiii  in  A  befindlichen  Stille,  ist  t;enuu  dieselbe,  nie  lUe 
de«  Armes  Cfi;  dieser  Stilt,  von  cylindrisehcr  Form,  jreht  hbrfr 
Kontal  und  senkrecht  dureh  de»  Hebel,  Und  iflt  in  d<?r  VerlKng«- 
^  nin»  der  durch  die  obere  Abdachung  des  Armes  ('ß  und  dnn^ 
die  Axe  C  hindurchgehenden  geraden  Linie  darin  bcristi;«!.  Er 
dient  als  unveränderlicher  Aufl)änguag«|iulikl  dos  (ictvicbtes  P, 
welches  man  hier  mit  mlfe  eines  iK>iii)elteii  Hakens  auf  die  Weias 
anbringt,  ^Ic  die  Wageschalen  mit  den  Wagcfialhen  liHulig  rcf 
imnden  sind.  Das  hintere  Ende  des  Stiftes  A  Ikult  In  eine  SpilM 
au»',  (velche  in  der  (ileicbgeivicbtslage  des  Hebels  sich  einer  «■■ 
deren  oben  an  der  Siiulß  D  befestigten  Spitxe  a  gogendber  Itcfin- 
den  muss. 

Der  Schwerpunkt  des  Hebels  liegt  du 
Aue,  welche  ihm  zw  UnleruKiUmig  dient, 
,  selbst  das  llestreben  hat,  sielt  borüimtal  zt:  stellen. 

Der  Arm  VB  erstreckt  sich  nngefähr  I'""'  Ülter  den  zcbnie« 
Theihtrich  hinaus,  dei^xen  Enirernuiig  vom  ünlcr6tfilztin(*»piioltte 
C  derieulfcn  genau  gleich  ist.  uro  weEhe  die  Axo  A  vm  dims«> 
ben  ["linkte  eütfenlt  ist.  Dieser  Arm  wird  dnrch  eine  SchmtiM 
vcTÜingert,  auf  welcher  eine  kleine  kmiferne  ScbHIte  beneglic^ 
Ist,  die  den  Zweck  hat,  die  horizontnie  Lage  des  Hebels  tu  »ejti*- 
liren,  wenn  er  mit  keinem  Gewichte  belastet  ist. 

Das  Gewicht  Q.  welches  die  eine  Krad  roretcllt,  hüngtn 
dem  Arme  CB  mittels  eines  Bdgels  F,  desseu  innere  tiltt  will« 
Schneide  gearbeitete  Krflmmung  genau  in  die  Ein»iclinitte  der  ob»- 
reo  ah^edachlen  Fllicbc  eingreil't.  Die  Taf.  HI.  PIh.  -i.  »lelll 
diesen  Bügel  und  den  Hebel,  an  welchen  er  sich  genau  ni>]v|rt, 
in  der  wirklichen  Grlls»ie    nnd    in   einer  liuf  dtrr  Ljinge  des  Hetiäs 


wenn  der  ÜO^l  vom  Arme 


>liUEen  P  UDiI  Q  »inA  eine  jade   aiia  lU  IVI«sslngB<.'liri- 

r«n  SO  UrKiniiicii  (jmvidil  ^iieammttii^csctxt;    im  Mittel|<aiibte 

[  irr  tiittcn>n   Sclitüli«  uihI  »eiikTtii:lit  auf  ihrer  tibea«  int  tiiii  8tiol 

1  ivL'IcItum  ^ip  KiiilcrDii  Scheilii^n  niilteU  Lüuher,   die 

'•<[  Axe  durch   Me  hiiidurfllisehen,    aubereiht  eind; 

1  ^ic   vom  Milt<!li>iiDl>le  iiacli  dorn  UMtiingc  hin  i>u- 

iiiht  hiliii'olegt  uud  nieder  neiigenaiimieit  werdeiixu 

^xivbllich  der  MiisKt;  Q  musele  mnri  io  dem  Gtnrichtl) 

'^liiMlio   aui-h  das  (<c>vicfit  de»   Itflgeifj  F  und   des 

-  uns   dem    Gnindi;    veninigen.    vteil    dieser   ll{|f;el 

iii   dem   HebeUiirin  verliriilert;    da^eg«a    Ist  der  d»p- 

i'clrher    /.um  Aiilhiiiigen  der  Masse  P  dient,    ntid 

'  liiiur.  immer  a\n   /,itm\Slirte  A  des  HeheU  geh'iri», 

!-  '■in  Thcil  desscllien  unxuseheri.     Die  Masse  J"  ist 

nullit,    als  Kraft  an  dem  Arme  CB  tu  dii'nen,    uiiij 

riT  Sehniir   iitmgehukt  «erden;    die  [Vlasse  Q  ist   un- 

irtjch  mit  der  ihrigen  verbunden. 

Uneale  //fi  »ud  Jk,  viin  Mexsin^  oder  von  Holz,  »er- 
die  biiileri^u  Kliiehen  der  Würfel,  welclie  die Si'iulen  £ utid 
riaiteii,  niilteU  oa  litidritieher  Zn|>fen  her(i«ti);t,  welche  pa- 
nllH  umI  lfe)iii-lm(iK8M'ei»e  mit  der  Unterst fliziingsaxe  C  äee  He- 
Mä  «ad  mit  der  Axe  der  I[ei{elfiirndgen  Spitze  a  concentrisch 
•U.  Sic  Itilnnen  Mich  um  dfeve  Zapfen  drehen  und  dahei  mit 
Mhr  »der  neuifter  Kciluing  miltfle  der  Schraulienmiittern  L  und 
M  re«l|p>«tidll  H'erdeii.  Die  Mitteliiunkle  der  kreisf<imii«eti  Llieher, 
^idi  welche  die  Zapfen  hiddurrn^rcheFi,  liefen  in  den  fferaden 
lUen,  trclelie  die  Citic  dfr  Seiten  jedes  Lineals  bilden.  ß{  ist 
tini  witikeltci'bt  auf  das  gmanc  Lineal  nul^tesehohene  kleins 
Uenonu,  »nlehe  iii  verxi'hiedenen  Enlferiiuiigeit  von  dessen  Mit- 
Mptakto  niillels  einer  l'resuch rauhe  auf  demselben  hefestict  wer- 
itn  kann,  die  in  eine  diis  grosse  Lineal  dun-hluurende  Kille  ein- 
fmti.  l>iT  Ziieck  dieser  Klemme  ist,  das  Lineal  IIG  senkrecht 
nrM'itellrn  xu  helfen.  Diese«  letztere  dient  dazu,  die  Krnfl 
Pmtcr  einem  mit  der  (ieraden  AC  des  Hebels  gegebenen  Win- 
M  Mlrkeii  /n  lassetk;  xn  dem  Ende  stellt  man  das  Lineal  nnter 
diraem  ^Vinkel  fe^t  und  IKHst  die  Srhimr,  wekhe  die  Alasse  I* 
Hp.  dWr  die  Leiltingsridle  O  sehen.  Der  Halter  dieser  Rnlle 
bt  am  Lineale  miltels  eines  Zaplens  K  aii|!ebrac:bt,  um  nelchen 
e  rieh  in  eini-r  angemessenen  AVeite  drehen  katin,  damit  die 
Sdinitf  parallel  serii-htet  werden  könne  der  Seite  des  Lineals, 
Vticlie  dureh  ilen  Mittelpunkt  n  geht,  nmg  nun  die  Kraft  nach 
^r  .\tt<^MMt-eite  bin  flbortraj^eti  seiti,  nie  es  die  Figur  zeigt,  oder 
'  '  <  liii]  al^If^nkt  «terdcn;  ilesshulb  ist  der  Halter  auf  der 
<ii  «hicm  .Stifte  versehen,  neleher  doreh  einen  Aus- 
i-uH-ale  hindnreligeht:    die  Luij"e  diesoB  Aussehnlttes 

'    HisDcrstcn  Lagen  der  Itollc.    Beide  Linenle  HGnod 

/A   !iüi<i    wiri   Ihri'U    DrchunG;sndttel punkten   aus  in  eben   t»olche 
(Weht)  'llicile  gctheilt,  wie  dtr  Arm  fit  des  Hebel«. 

Ein  prisiDnlixrher  Stab    }',    von  Metsll  oder  von  Hulx.    geht 
^-  '     *    I  Würfel   oben    auf  der  S.Hnlc   S,    tvelebe  die  »Snle  E, 
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mit  der  »ie  ein  Games  bililet.  Giierragt,  Eine  Preusciirsube  T 
dient  dazu,  den  Stiili  fest2ii»itelteti.  An  seinem  £niltiuiU(te  hinvi 
Uli  einem  IJnppelbaken  vine  Leituiig!«riille  (/;  die  Scnniii,  ivclche 
sie  amgicht,  trfigt  an  der  einen  Seile  einen  ßSgel.  ähnlich  dem 
hei  F.  aber  verkehrt;  er  i^t  bestimmt,  den  Arm  Ctt  aahuhciten, 
wenn  dieser  als  Hebel  der  zweiten  oder  dritten  Art  xelleu  lutU; 
das  ondcre  Ende  der  Schnur  trügt  die  Masse  \9,  welche  nla  G^ 
gengewicht  des  Hügels  V  dient,  suwie  eine  Schlt^ife  xnr  Auf» 
nähme  de«  Hakens  des  (lewichtes  P.  Uie  vertikale  Laso  <hw 
Bügels  V  oberhalb  des  TiieiMrlches ,  wo  man  ihn  tum  Aun!i«lten 
des  Armes  CB  haben  will,  wird  erhalten,  indem  mnn  den  KtUF 
sprechenden ,  auf  dem  Stube  >'  verseicbneten  Theilslrleh  ndt  der 
Mitte  einer  kleinen  in  dein  Wfirl'd  gemachten  OefTnung  X  zusaiit 
tfienfatleiid  macht 

Fügen  wir  ein  Wort  über  die  Art  ttnd  Weise  hinzu,  wie  mn 
von  dieser  IMaschine  Gebrutich  macht.  Itus  (■  leidigen') cM  dM 
Hebels  wird  durch  seine  horizontale  Lage  und  durch  das  JComi» 
menrulleu  der  Stiitze  des  StiPleK  A  mit  der  Testen  Siiilxe  n  ■n«' 
Keigt,  wie  ich  dies  weiter  oben  uesiigl  halte.  I>ic  GleiclihDit  üw 
Arme  CA,  CV7  ergiebt  sich  mitleS  der  kleinen  Klcmmo  .V,  HeUüe 
weuir  sie  bei  dem  zehnten  Theilstriche  des  Stulies  CH  tiefe«- 
tigl  ist,  lülm.ilig  mit  dem  Slino  A  und  mit  dem  y.ehiilen  TluUr 
strirbe  des  Annes  CB  zur  Iteckiing  gebnichl  wird.  Wenn  mh 
die  Massen  Q  und  /'  );l«idi  sind,  und  ilie  eine  bei  OicBera  lelikB 
Tlwllstriiihe,  die  andere  bei  dem  Slil'le  A  uur^ehfinjfl  ist,  so  hal- 
ten sie  sieh  das  (ileichuewicht:  daraus^  ergieht  sich,  duiia  dta 
Kriimniung  des  Armes  CA  ohne  Eiitlluss  ist  nur  das  st.itiscIiclH«* 
iiiciil  der  in  A  »arallel  mit  der  Richtung  der  Kraft  Q  wirkeiutM 
Kraft   l\ 

Indem  man  ferner  nach  und  nach  die  Kraft  (i  nach  den  vef^ 
schiedcnen  T h ei IM rieben  des  Armes  CB  versetzt  und  m  ^leicfhflr 
Zeit  den  Werth  der  Masse  P  abiindert.  erweist  man,  daM  dM 
Intensitäten  der  Kritite  P  und  Q  mit  ihren  respectiven  Hcbdo- 
ariuen  im  (imgekehrten  Verhältnisse  stehen. 

t*m    zu    beKeisen,   das*«   eine  Kraft,   deren  RichtiniK    »cWef 
uegen  den  üebel  ist,  xuiu  Hebslsurm  die  Länge  des  Perpendi' 
liels  habe,    welches   aul' ihre   Richtung  vom  CnlenttütxunesiimMa 
lies  Hcliels  aus  geliilll  wird,  bringt ni:in  das  Lineal  JA' in  die  i^am, 
da»>s    es   mit    der    Hurizontullinie    deu    gegebenen  iNei^ungMoinkel 
liilde;    s'idann  kreuzt  man  es  mit  dem    Lincule  H(i  unlet  einqn 
rechten  Winkel.     Dieser  wird,    nachdem    mau    die  kb-ine  Klenimö 
AT  auf //C  verschoben  und  hepnitch  durch  Wire  Pres--  :  :    il  ■ 
{{estellt  bat,  aus  der  au I' seiner  ganzen  Lange  shiiiu 
rQhruni;   erkannt.     Die   Entfernung   des  Unterslül/<i' 
des    Ifehels   von    dem   Krcuziingsimnkte  Z   der    In  i  i<^.    i     .< 
welche  iMitfernung  durch  ■  ie  auf  dem  Lineale  HC  sfu.cu'harivn 
Theilstriclie    angesehen    wird,     bildet   jetzt    den    Hebi-lsarm    ilör 
Kraft  /':    sie  ist  der  vertikalen  Curapo.-^anle  der   Kraft   P  unipor- 
lionirl,    derjenigen,    »eiche  iliese  Kraft  behalt,  um  Q  d;u>  Gleioh- 
gewicht  XU  halten;   dagegen   ist  die  Kutfeniuiig  des  Kreor.iui^ 
]iunktes  Z  vnni  Drehungsmi(tel|iimkte  a  des  Lineales  JK,  die  aaf 
diesem   letzlereu   abgelesen   wird,    der   horitoDtaleii   <]iim|>o»antc 
derlüiift  P  |iro|iDrtionirt ;  sie  drÜukt  denjeuigen  Tlieil  dJesw  MBB 


I  HB,  walchor  ftlr  itu  tilt>icb|^ nicht  von  Q  verloren  ^c^angen  Ut, 

B  ilnsji  lias  iliiri'h  die  Neigung  Her  lüdilun»  viiii /'unterbrochene 

I    I  -  /uischrn  den  );l«ichen  Alai^Neti  P  und  Q  von  neuem 

ll'  sein  wird,    iienn  muri  dit;  Kruft  ti,   wi'lche  die- 

I   wie  /'  ticihehiilt,    an  dem  Arme  Cß  »i>  anbrtoict, 

i>-rriuiig  vom  l.'iilerslüt7.unus|iuiikte  t' Acta  I'urgieudU 

i>l.    das    nun    ik-n   [IcheUariii  von  P  m'iKst;     oder 

.  r  )ii:i>wirhl  nird  in  itletcher  Wi^iei-  iv i eil  er her){t: stallt, 

'I    An^riir>«]Hnikt   der    Knd't   Q    iu    der   ERlt'c/uunt; 

'  '       '  .'•      in    VätmX,    aber    d^^n  Wttrth  Aea  Uvnicbtes  Q  vermin- 

ilrrt.  in  dur  Art,  du»f>  dieoes  zu  P  \n  dem  Vt;rl»ültni«se  CZ:CB 

nita. 

Wenn  mnn,  um  den  EinIluBS  der  •jeuoißleii  Richtung  d» 
KiSn«  EU  hvwvisen,  dos  Ende  J  Al»  Lmeiilee  JK  der  Sjiule  £ 
'  wt,  Hl:ilt  L-8  von  ihr  xu  unircrneti.  iii»  es  die  Finur  zeigt,  dann 
!  der  Krciixmigeiinnkt  der  beiden  hineale  Jk  und  HG  auf 
'tnterrn  Arme  des  ersten  seine  Stelle  halben:  der  IV'aehi^eis 
■'--  ''■  ' '■'-■licit  der  Uedinj;nngen  des  UleiL'hG;e»ii:htcs  geschieht 
^'11  unsezelelea  Klethndeii.  Poches  ist  f!Ut,  darauf 
'I  iinictitrn,  da»«  hii  letzten  Fidle  die  burizontale  Lage 
II'  nioiuentune  Glcich!;e«icbts-Lage  iüt,  neilounder 
\>--<i  üil^  Hlehtung  <on  /'  mit  dem  Hebel  bildet,  die 
Kl  aß  für  jede  Luse  des  Hebels  auf  beiden  Selten 
iiiiio  t«rrin|{erl:  uImo  ti'ird  dadurch  das  Moment  der 
■  M'lert,  das  von  <^  vermehrt.  Uugrgeu  ist  das  Glcich- 
;;e«ti-ni  -.L.iiiii.  wenn  die  Kieblung  von  P  nach  aussen  verlegt 
~~r<t,  wie  in  dem  Falk',  den  die  Zeichnung  darstellt. 

Aii  der  für  das  Cubiiiet  der  katholischen  Universität  verfer- 
litlen  MuKrbiiit  siud  das  FussgestcU  und  die  ISitulen  von  Hok, 
'  r  tlcbcl  >on  .Stahl  und  die  drei  Lineale  von  Messine.  Jeder 
r  xciin  Theile  ist  Mieder  in  xehn  deiche  Theile  getheitt.  Diese 
oail  SfiM^r^ill  und  Ceuauigkeit  \om  Herrn  Vanhese-Lumblin, 
Verfeilläer  phvMlfnhscher  Instrumente  »u  Gent,  ousgeruhrte  Ma- 
adüat  feiste!  ihren  Dienst  mit  der  Schärfe  einer  Wage. 


,  .  D«  «weite  Apparat  Ist  bestimmt,  die  Richtigkeit  der  ßcdin- 
^n^ra  il-K  rieichgeivii'lits  heim  Keile  zu  zeigen.  Er  ist  eine 
ti's  viin  's  (iravesandc  angegebenen  Apparates, 
ihl  für  die  Anschauung  sehr  gut,  doch  ivegen  der 
'luiflren,  an  denen  er  aufgehfingt  ivird,  den  grosse» 
I.  H.'iltrnnd  der  Versuche  leicht  in  Unordnung  zu  gc< 
ind  beim  Gebrauche  viele  Umstände  zu  verursachen.  Üna 
iKrsen  Fehler  zu  entfernen,  führte  mich  darauf,  das 
1er  Scbnfire  durch  feste  .Statzen  zu  ersetzen  *). 


uns     <>*•    UfLcr.elif  fi.      Zur   ErliicI.MturtK    -l» 
lil«t   dl«   «u^    *.Gt.«ct>iid**i    fhy>U»    KIbm. 
>>lli»»*tli«    ciilBummvar    Figal   (Tnr.  V.  Fig.  I.)  titglirhin   wtiiina 
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Der  neue  Apparat  Ut  durch  die  Ficriiren  Taf.  IV.  FifT;  1-  2.  3. 
im  Grund-  und  AnfrisH  und  von  d#r  Seite ,  in  |  der  wiilElicheo 
tirusse  dargestellt.  Wie  in  s'  Grave^ande's  Manehine  wkd 
der  Keil  durch  zwei  rccht\vinkli<;e  Platten  mit  parallelen  Ober- 
flächen CA  und  CB  pehildet,  welche  in  f  durch  ein  Scharaier 
verbunden  aind  und  unter  einem  gegebenen  Winkel  ACB  mittda 
eines  metallenen  Bogens  DE  von  einander  gehalten  werden  IcSi- 
nen,  der  durch  beide  Platten  gegen  deren  obore  Enden  zu  hindureh- 
eeht,  wo  Pre888ehraubon  ihn  fe(«t8tellen.  Kinc  Wagscbale»  an 
Schnüren  befentigt  und  in  der  Mitte  dos  Scharniers  Ü  angehakt, 
dient  zur  Aufnahme  der  Gewicbtc.  welche,  mit  dem  der  Waf- 
scbale  und  dos  Keils  selbst,  die  KraH  i/  vorstellen,,  deren  KicE* 
tung  den  W'inkel  des  Keiles  iu  zwei  gleiche  Theile  tlieilt  und  die 
den  Keil  zwischen  die  beiden  llemnisse  f\  f«  einzudrängen  8ucht. 
Diese  setzen  ihrem  Entfernen  von  einander  in  horizontaler  Hich- 
tung  einen  W^idcrstan<I  entgegen,  diMi  ich  mit  P  bezeicbnien  will. 
Es  bandelt  sich  darum,  zu  beweisen,  da.«s  in  dem  vorficgenden 
Falle  die  Intensitäten  der  Kr.'ifto  ii  und  P  sich  zu  einander  ver- 
halten, wie  die  JireitC'^/i  zur  Höbe  67/  des  Keils. 

Um  die  Reibnng  des  Keils  gegen  die  Hemmnisse  F,  fS  n 
vermindern,  habe  ich  gleichfalls  diese  letzterrn  als  hölzerne  Cyliii- 
der  angebr<icht  und  dieselhen.  um  ein  Ausgleiten  des  Keils  nach 
der  Seife  hinzu  verbind<*rn,  mit  Hnndleisten  versi>ben,  so  jedoch, 
dass  ff{r  den  Keil  hinreichender  Spielraum  bleibt.  Um  ansserdem 
die  Zahl  der  Bcrubrun<rf.iiiiiikto  zu  vermindern,  lehnen  sich  die 
Keildrichen  an  zwei  auf  ner  OberÜäc^he  jedes  (Zylinders  als  abge- 
rundete Vorspriinge  gelassene  Hinge. 


AA,  AA  hiiid  7wci  (larrli  ilie  Uiilorliiprn  BB<,  BB  in  pnralLcIrr  nnd  liori- 
xonlaler  ]<a^e  crliiillciie  ll<)l7.cr,  an  ilcicii  iniicroii  Svilcii  MrlallAtrcifoD  CCt  CC 
aiiiio^Pii,     iin<l    HO ,     «hiss    sit*    iiliur    diCKrllMMi    iMm'hs    Ik-i Torragcn.      Zwitchen 
ilinrii  können  »ivh  y.wvi    (!\lin(lrr  E^    E  'inf  (Iüiiimmi,     .stählernen,    beidcrscit« 
cf'\raÄ  licrTorraqirnilcn   Axcn   he-wcm-n.      Dir   ("i  limlir    lialicii    an   iliren  Grund- 
fläclii-n   iilierra,!;en(|p   Kihulcr,    und   sintl   dasclh^l   zur   ^'ciinoidiin^    der  Rrihune 
mil   den  Mel;ill.Hliciron  an    iliici*  AuH>>i'n.soilc  clwas   tonvcx  »eiirlicitrl.     Jn  der 
■^  illc  jedes  <ler  llöl/er  ,4.1    Iielinden  .«.uli   /woi   Rollen  d .  (I  nahe  hoi  einander, 
80    dass    Bie    sich    fa.Hl    herüliren,     deren    obere   Ränder    über    den   llnlrern  AA 
che«    so    >veil    hervorziehen,     wie     die    oberen  Ränder    der  MetHlUlreifcn   CC, 
Um  die   Rollen  (l^    d   auf    'icr    einen    Seiro    des    Apjtarales    Mini  eine  Schnur 
gelebt,     in"^  deren  Miltc  ein    (iewichl   /'   anseliän<rt,     und     deren    Knden    an   je 
einer  Axc    eines  ('^^'linderK   millelA    eines    kleinen   Metall bleelies  berenlii:!.      In 
diesem  letzteren  ist  nämlieh   ein   l.oeli,  durch  welches  man  die  Axe  liindurrli* 
gehen    lÜHtt.     Cian^   ebenso   ist  auch   auf  der  anderen   Seite  des  Apparales  ein 
CvL'ivicht  P  anf^ebraulit.      Unrvh  die   (icwichle  P^    P  also,    wenn  diese    ^leiek 
•indf  werden  diu  Cy linder    in  hori/onlaler  liewei^unK  und   mit    i>arallel    Ulei» 
benden  Axen  einander  nahe  ^ebraihl.  ^  Uei   keil   /wij»(]ien  den  heidcu  CTÜn« 
dcrn  hi'stehl  au»  zwei    Iii(U'|ilallen  Fy  Ey    die    unter    einem    beliebigen    >%'»• 
kd    re?l;i;estellt    werden   kruiiien.       Die    den    Keil    niedcrlreibeudc  Kran    wird 
durch    das   Gewicht   .1/  dar;;e.slelll. 

N.uli  CraUay*H  im  Obi{;en  ciilhalleucn  Angaben  musslc  der  ganze 
A]iparal  xur  AQätcIlung  toii  \erouchcn  in  Schnüren  aufgehängt,  oder  sonst 
auf  irgeud  eine  >Veise  so  aufgestellt  werden  ,  da.ss  der  Keil  und  die  Ge- 
wichte Jünrciclu    ^"n  Spielraum  2ur  Bewegung  hatten. 


BMatlenen  XariTen  dt-r  ryün'ler  laffprii  an  j^dcni  Kod«  in 


Itlll.-ehiil.ut    1 


J  iiml  A'  Bioht.   Dip 


'  i  dio  Axt'M  <liT  I) 
M»riz>.i.ti>)eli'-ne  I 
i'StrelH-ii  L.  L'  im 
I  ulnnDdcr  i{(.'nei)(( , 
uilil  JU",  iiiii'li  n)iOTi 
•rlinridcn  »iiid. 
-,  GvhW'W    M  Ut  dt 


)  Platten. 


vrrl.ii 

bgnch.     \.i'lt:lK- 

!U  beaUlit.   .lic 

f  Trflgprn   niljen. 

'    si>    t>nir>!rneti, 
\lii.d. 


liel'estig 
'iilrri  rMiiiilfTr  unter  wk'h  itaraüpl 
i>ern.  Mftl(-M  der  »eKlclk  L.  AT 
r  ;V,  .V  »el>lM»t,  wdclie.  ein 
nHt^h  iiriliTn  ithi  iliirch  die  Fush- 
hhi  durch  tlif  /»Uchoni^tiilM?  L", 
liinK  »ic  i-iiif  iiHver-nidcrlitlie  Form 
rih  (ii-iiie  KiiaHjilutte  iU"  mit  dem 
ii»  ;iiidiTc.  /-,  i^l  iint  ein«  horixoutJlIf 
irt'h  (li(^  I'httti:  iiimturubh'Dht  und  aus 
iiicliilli'iicii,  n:iiu  in  den  Fu«»  7'  eiu- 
Uinliiiilj  i?<t  i'-i  it]rt<tnch,    den  Cjilimlor 


•;dt'i>   Pli.tli-ri  J.  J'.     »elcho    dit- 

■'  frmr-ii.    sind  iiiil   liloiiicn  Ausliiiilt^rM   ver- 

irc  l.'loliut  »vtilc'u.     Diese  liii>fpn  horizon- 

M  über   Li-lltinu>-r'>ll<-ii .     i..'hli.'   nur  ik-r    ciix-n    und  der  aNilercii 

He  in  dftt  i'l.i|i.'ii   K.   h'  <!<'»  <;i-»t<>lleH  «Vfestoiiid.  uml  gtheii 

da   tpdikid  hirinli  zur  Aiiln»liini-  tU-r  heideii  Eiidtin  eines  liorl^ 

lalen  Sinhcs   UU',    in   do»Aen    Mitln    oin    (ienicht    aneebrachl 

dri.    Lclxti-rru  (iincht  in  Vi'rliindiins  mit  dem  ItCMichl«  dus  St»- 

»  iiv  Kritd  /'uns,    ivpjdie  dem  duroh   die  Kraft  den  Keila  ver> 

athUtn  Ktiiri'rni'n  di'r  liridcti  Cylimter   finf^egPiinirkl. 

Damit  diese  Krall    nJilil  litrititr.'Khtist   werde   durch  die   Nei- 

nt  At«   («eHk'lIrs   L.    t>i<  li    iiudi    iV  oder  nach  der  eiilguttcnKe' 

lil.'i,  S.hv   hin    XII    u-niiikoTi,    h;i(.e.i    die   Zupfen   /,    r    soIci.« 

-■IHM  ilii'Kt-f.  *.*.'Nlcll,    [:h-^i<;hMi»'  das  andere   in  verti- 

i'lirai;))!    i>l .    i^-   l>ii  liliini;  seinnn   Schueniunkleii 

/''    hii»hir.;lii;rlil,    m,    dj,^'  alisdunn   kein«   iVVigi.nH; 

.<>rlj;.nd.'>i  i>>.     I>I<'-.-  strllkulc  Sietluii"  t^rd  ifureh 

■  ■liiei-il.    d.>P«i-ii    Fadon    )ii>    *finein    Kride   in    der 

<  henslKht's    /,'"   hi-ff.-.lii;t     ifct.     und     Jessen     Spitze 

iliT    l'uNsiiIiiltp   /,"   iinuenierklfn  Punlite    /um  Einj 

li(   »!rd.     nl.iii  !:claii;:t  ii;ihiii.  Uli'srr  IIe<liiij:;un^  (je- 

nji£r  zu  lL:i-["i>,  Hcun  man  den  Kiil   mehr  oder  iveniiccr  zm^ulien 

W  beiilnn   Cjtlnder  eiiisi-til,t.   »ahrviid   tue  Wu^schule  mit  einem 

d  Gli-]t-hi'e»ichte  nDtliige»  (k'ivichk'   l»^lt>slt;t  wiid. 

r   ,    •   .     Winkel  zwi»th<:n  den  boidrn  KciinixheA,    »der   viel- 

'.   Itnios  xuiodieu   tltn    Utiho  1-/1  und  der  Breite  AB, 

11   die   IWieliuriH    zwiachtin   iWn  Krulli-n   P  und   H 

'  li<ti(hli>:L'ti ,  int  iiirht»  licqiieiner,  als  »ivh  bülta- 

■■;,ii>.„    /„    i,.j;..„.-ti.    vun    der    Ft.rm   Rleifh- 

S..U    l.n.i.'U.ii.-  „„d    ll.'ihe    in  det.   ver- 

uTi.in  ■!  ■-  l>l<  irh^'(!i\Hchlus  U*»itse»teltlan 

-1. -M1.I  (■!  .il  l\  .  r'i-.'),)     Müij  stelll  die  eine 

'u;,  .In-  I  hit'lx'n  .It's  ivi'it-.  tiiid  uenn  diese  dann  unter 
:  l'Lilte  aniieorilix't  »ind,  •'teilt  man  sie  durch  Drfhiing 
ilii-n  livi  /(  und  lii;i  ti  feet ;  duruuf  nininit  man  Arn 
xi'f;.  Ixt  dies  zeschelien ,  so  eldll  mitn  dun  Kcü 
i-^-lim   ili.'  Leiden  Cvlinder  P.   (i.    Ueliietct  die   Wanschaio    «n- 
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weit  mit  Gerichten,  da»»  ilereri  Siiminr,  vereinig  mit  dem  Ge- 
wichte Ae»  Keils  iiiid  der  Wa^^srhule,  ziiiii  Gewirlite-/'  in  dem 
VerhSltiii«8  der  Gniiideieite  zur  Uiilie  drs  Dreiecli«  titelie.  Mmn 
senkt  den  Keil  bis  soweit  ein ,  dass  d;iH.  ßloiloth  des  Gestelles  L 
mit  dem  angemerkten  Punkte  zusannnrnt^llt:  alsdann  giebt  der 
Keil  9  sieb  selbst  fiberinssen,  durdi  seine  Unbeucglicbkeit  ru  er^ 
kennen 9  dass  Gleich<;ewicbt  stattfinde.  Wenn  die  Last  R  hiehf 
in  dem  angef^benen  Verliiiltnisse  angenommen  ist,  so  wird  der 
Keil  etwas  ceboben,  odrr  er  senkt  sich  auch  soweit,  bis  der  Bo- 
gen J)E  seine  Unterstützung  auf  d(*n  Cy lindem  erhält. 

An  dem  Modelle,  welches  in  dem  |diysikalisehen  CabiDet  to9 
Löwen  vorhanden  ist,  betrügt  das  (lewicht /^  t240U Grarames  od^ 
24  Hectogranimes ;  die  Platten,  an  Zahl  ihn^r  fVinf,  haben  die  Ver- 
hältnisse ij,  Jj.  ii,'}^*,  ^Ä  zwischen  Grunds(*ife  und  Hübe.  Dieii6 
Alaschine,  gearbeitet  von  llerrn  Hernaort  aus  Gent,  verrichtet 
ihre  Dienste  auf  eine  sehr  befriedigende  Weise. 


In  dem  Apparate  Taf.  I\'.  Fig.  5.  erkennt  man  den  des  Herrn 
Gay-Lussac  iVir  die  Verniengung  der  DCinste  und  der 
trockenen  Gase  *)  wieder.  Kr  bat  denselben  Zweck  und  unter- 
scheidet sich  von  jenem  nicht  wesentlich  in  der  (-onstruction,  aus- 
ser darin,  dass  (Ivr  eiserne  Hahn,  welcher  nach  unten  zu  die 
weite  Glasröhre  des  Apparates  von  (vay-Lussac  verschliesst,  in 
dem  neuen  Instrnmeiite  durch  ein  cyliiidrisclies  Gefass  ersetzt 
ist,  welches  als  Behalter  fur*s  (Quecksilber  dient  und  mit  einem 
beweglichen ,  mittels  einer  Schraube  einer  Hebung  uiul  Senkung 
ßibigen  lioden  versehen  ist,  w'w,  bei  einer  BanMueterrohre  mit 
coustantcm  Niveau.  Der  Zweck  dieser  Ab/indening  ist  folgender: 
Um  unter  das  in  der  ^«eitcn  i^ohre  enth.-iltene  trockene  Gas  die 
Ftfissigkeit  hinzuleiten,  deren  Dunst  sich  mit  demselben  vermen- 
gen muss,  verlangt  der  Apparat  t>ay-Lussac's,  dass  man  eine 
gewisse  I\Jasse  Quecksilbers  durch  den  Hahn  «lusfliessen  lasse; 
wenn  es  sich  in  der  Folge  darum  bandelt,  das  Gemenge  des 
Gases  und  des  Dunstes  in  d<'ni  anfangs  vim  dem  Gase  allein  ein- 
genommenen Räume  wiederherzustellen,  so  muss  man  durch  die 
Seitenrohre  Querksilber  hinzuthun.  Will  man  fernerhin  das  Queck- 
silber einen  kleineren  oder  grösseren  Raum  einnehmen  lassen,  so 
ist  mau  genöthigt,  eine  neue  Portion  Quecksilber  in  die  Seiten- 
rohre zu  Schlitten,  oder  durch  den  Hahn  ausiliessen  zu  lassen*. 
Bei  diesen  sehr  langwierigen  Verrichtungen  bült  es  sehr  schwer, 
die  l^lassen  des  zugeschütteten  oder  des  abgelaufenen  Quecksil- 
bers so  abzupassen,  dass  die  Verniengung  genau  in  dem  vorge- 
setzten Räume  herbeigelTihrt  wird.  Um  die  Schwierigkeiten  zu 
vermindern  und  um  ein  Mittel  zu  haben,  leicht  und  schnell  den 
verlangten  Raum  herzustellen,  geschah  es,  dass  ich  zu  der  ange- 


*)  Anmerkung   des   Uehc  rsefz  er«.     Ais  Iiinrck-litnd  bekannt  wir«! 
dieser   Apparat  von  Gav-LusAar  iiicr  nicht  -weilcr  hosclirieheu.    M.  s.  <•  B. 
L e  h r  b u dl    der    Physik    mit    v o r  z ii  s^ ii  cli c r  R  ü  ck  s i cIi  (  a n  f  m a I b  e - 
malische  Begründung  von  J.  A,  Grünen.     Krsler  TJicil.    Lelp- 
zij?.  1845.    S.  485. 
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WM  ViTüa'Ioriiitir  iiK^iiit-  üufliit-bt  iiulim.  iiUc.t  neUMt 
I  Tihhnre  niitr.itltifiicn  IVjr  nothnendi,!:  h:>lte. 

i]u  finla««    mit   li<'ivp>!lirlipni  Kixirri  M  vnn  ßarhsliauni ,    in- 
llg  l.iLirt.    um   ibn  Ai>ii:iiit;t'ii  ile»  (/iierkellber»«  zu  vermritteti. 
■!i   -ilifii  bin  «'irK;  OpITniini;,    in  welche   mnii  eine  Dille, 
:     Iliii-liKliiitiiii.  miHels  Sclimiibeii  vlnrnE^t:    ein  Leder- 
.l.iii  (;ir;iBH  nml  ein*  Einrnosiin;;  der  DÜte  (lelefff, 

■  !i  II  >  iT-cbluss:    die  Dille  ist  vun  einem  vertikalen 
"lirt.    »cU'hpr  sich  iinrh  nheii    in  Fnrm  eines  zieni* 

■■■  in  Klii.xirlicnhiili^eK  enveilert     In  dlei^en  Hüls  nun 
■:  Knrk»l"|i>iel  liini-in,    diircli  «plf-bwi  di«  Verlünge- 

■  ri    Kniiir    liiniliir(;h!>elit:    diese    vereni;ert    sich    in 
i'-<iT  von  dii  IUI.  \%<i  Mie  mit  der  Srili;iiriihre  xiinnm- 

[      Uah  (iuiixe    "ird    iiiiltidn    eine»  LederHlflckeu  in 

ii.iliim.  irclcbfN  miiii  lim  die  Itubre  und  um  die  an 

<   !>'   ^ekeidl»  Dillo    »indt'l.      Der    v<'reni!erle    Theil 

.^r^   i»l   .nn   der   l.,in'-e.    duss    er    dun^h    die   Üüle 

WM  imd  Uiir  bindiirdiseht  uiid   in   duis  Innere  de«   Oelasfo?   biii- 

innsl,    dc9"-en  4ju«ek>iilber  nirgend   anderi«  alü  durch  die  UUhre 

UM»  AoHtteg  hat. 

Cm    df>n    An|Kirnl    v.nin    r.X|iiTimrntiren    iu    Stiind  zu    setzen, 

MM  man    alle    l-(>UL'lilt-;l.<-it.    »i-IlIic    sirb   in  den  Kiibrun  linden 

tOnri»,    niiHtrdlien:     zu    rüchpin   Zvicikc    bebe    man  sie  lon  dem 

(Wt*»^.  ir<d.-ni  mun  di<- Dille  uksdimultU    bat  man  dann  Hii'  Rr,h- 

,-..  i,.;„i,.  ...i,,t/t,  ,(0  filRl  man  in  die  weite  Kübre,  durch  die  un- 

i.iid    lu»t    nahe   an   ihrem   Bude,    eine  Hlibre  von 

.  liinenMer  fin,  verBtojirt  den  Zwischenraum  zwiseheu 

..<-ii  und  l.iKKt  dun-h  ihts  cin<;e)üt;te  Rohr  hindurch 

r  iiühfroui   L.'i'l.iii';iMi,       l)ii>iT    d.irrbläul'l    die   weilo 

.ii.i.'b  dl,-  .Sr.l.'iiN.lir.-  1iii,:ins.     Alsdann  versehlies^t 

i-rlifti|,,iim    /iii-.lu'il    lieiih'li   Ilrdirtrn  frei  la«9und, 

"M'    ilt'i    >i'iii'iir<iliii'.      (^'ih'illii^l.    iliireh    die    untere 

>-« IU  fi-  -.'lii'ii,   iiiinn.t  .U'i    l.iilt.ii-iMii  •.'l<e»»(>  ilie  Feuchtigkeit 

iirlinil''ii    I.1IIIIII,'.      I.-.I     dii'.    ^e«ii.'hehen ,     mt   Itririb;! 

_..    _ lElfivb  "ir-ilci   :mi  diii'ii  l'hil/.  litier  deui  diM  trockne 

4Mvk»iltH-r  enlbalh'ud^ii  tirl^^^r  !   Iiiss<  diesem  in  den  Itübrcn 

a&MwD-     Ind.'in  m.)ii  dm    \m,.3i.iI   -eb'irJM  ,.,,1^1.    ixt  ,■>.  leicht, 
M  dur  »eil<-n   Ijrdi«-  r..»icII.Ml>  IWI/hm  li^.lT.-n  .   :d-.  u.,ii.  .umgeht 

MaJun  der  Annantl  .lie   'rci..t«-i..i.i>   .Irr  -.-bi/iidn,  l.nll  itn- 

T»>H<>ni<'>i.    >»  l.nii;it  man  d;>-s  Q.ir.'k^illiiT  in  Uuiden  liötiren  uuf 

' 1.  inei   Mli'llt  muu  den  .^Li^x^lab  in  der  Weise  (i-M. 

»elidier    daran    in    hiirixoutalvr   Lugu   ungebracitt 

:  •■t   die   »cite  IMhre  nniTasst,    mit  seinem  unteren 

' '.'    der    in   die><er    Itühre  enlh.tKenen   QuiM-Uilbir- 

irHTAul'  a'ii-nsl  niiin  in   die  .Seit«nr»hre   eine  hin- 

1     ilei  j('ri'.;(-iL   I  liJHhi^'keit.    mit    der    man    0|ieriren 

i   il'iul  il:is  \'\\r les  QueeknilberM  ein  »reniit  unter 

^'i'lle,     und   .rbiibl   e»    In    der    Fid-^^e  nieder,    «enu 

K;,l,ro  .-in  ^ril^wrcr  Ttieil  der  I"I.i.->r4l..-il  eitm-arelen 

■    ■-  ■[lii!Uitx  di'H  Iliinnie.i    nrilhis;  i-l.      I'it    ("rlins.'bnti" 

■  '  I      -..!.. 'it.  «elvber  in  der  SeitcirrdiK'  /Mni.l.ui-l.li.-)..-..  Ut. 

■'.        r    I-    l.i.ht    enlfenit.     indem     niiin    -lie    l^i.i  ksd(,er>.äHle 

«twh  du«  -Njiiel  dur  unluren  Sclitaube  bis  /.u  der  UefTnnnt,'  in  die 


bMi.  die  . 
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Hohe  bebt,  woselbst  man  tue  FliisKi^kclt  in  dem  Masse  fort- 
schafft, wie  sie  in  dem  kleinen,  die  Kiihre  endigenden  Trichter 
anlangt. 

Hat  der  Dunst  der  in  die  weite  Uöhre  hineingebrachten  Flfls- 
si^keit  den  Raum  darin  dunrhdrun^en  —  was  man  beschleunigt^ 
indem  man  die  Quecksilbersäule  durch  die  Bewegung  der  Schraube 
oscillircn  liisst  —  so  fiihrt  man  den  Uauni  des  (iciiienges  auf  den- 
jenigen zurück,  welchen  die  trockene  Luft  inne  hatte  und  welcher 
durch  den  Ring  angezeigt  wird.  Die  Erhebung  des  Quecksilbers 
in    der   Seitenröbre    über    den  Nullpunkt    der   Theilung,    welcher 

fletchfalls  dem  unteren  Rande  des  Ringes  ents|»richt,  ist  das 
lass  der  Zunahme,  welche  die  Klasticität  der  Luft  durch  das 
Hinxukommen  des  Dunstes  erlahren  hat;  es  ist  die  diesem  eigen- 
tbfimliche  Siiannkrat't. 

Damit  der  Massstab  in  angemessener  Hnhe  festgestellt  wer- 
den könne,  wird  er  durch  einen  knplernen  Stiel  getragen,  welcher 
von  einem  auf  der  Rückseite  des  Miisstabes  angebrachten  und  mit 
einer  Presssrhraube  versehenen  Falze  au  (genommen  wird.  Der 
Stiel  ist  vertikal  eingesonkt  in  eine  Art  h«>lxernen  Ring,  welcher 
auf  den  oberen  Tbeil  des  Gelasses  passt,  indem  er  mit  einer 
Randleiste  aufliegt,  und  welcher  mittels  zweier  Schriiuben  daran 
fest  gemacht  werden  kann,  deren  Enden  in  eine  am  Umfanee  des 
Geßlsses  angebrachte  IJrddung  einfassen  kennen.    Dieser  Rmg  ist 

gegen  die  Alitte  hin  in  der  Art  ausgeschnitten,  dass  er  um  beide 
Lohren  gehen  kann,    wenn   es  sich  darum  handelt,    diese  zur  In- 
standsetzung des  Allparates  abzuheben. 

Die  weite  Röhre  ist  in  Theile  von  gleichem  Rauminhalte  ein- 
sretheilt,  deren  Zahl  auf  der  Aussenst^te,  imgefahr  in  der  Mitte 
der  Hiihe  anfangend,  i^ini^eschnitton  ist.  Den  Durchmesser  dieser 
Röhre,  sowie  den  der  Scitenröbre,  niiiss  man  kennen,  um  die 
Capillarität  berechnen  zu  können.  Mn'v  der  Werth  derselben  kann 
sogleich  bestimmt  werden,  wi<r  irb  es  fiir  tU)t\  Apparat  des  Cabi- 
nets  zu  liöwen  getlian  habe,  indem  man  den  Höhenunterschied 
der  Quecksilbers;iiilen  in  den  beiden  verbundenen  Röhren  beobach- 
tet, bevor  das  Ende  der  weiten  Röbre  verschlossen  ist.  Der 
MiLssstab  ist  in  ]SliHiiuetor  einsetbcilt ;  die  Tbeiluniren  setzen 
sich  über  den  neben  der  weiten  Röhre  sichtbaren  Tbeil  der  Platte 
auf  einen  Abstand  von  W  MiHimetern  fort,  so\iobl  oberhalb  als 
unterhalb  des  unteren  Landes  des  Ringes,  welchem  der  Nullpunkt 
der  Theihing  entspricht.  Die  in  ■  der  wirklichen  Grösse  ausge- 
fiihrte  Zeichnung  wird  zur  weiteren  Erklärung  der  verschiedenen 
Theile  dieses  Instrumentes  dienen. 

Ausser  der  weiter  oben  beschriebenen  Methode,  um  die  Elas- 
ticität  des  mit  der  Luft  oder  mit  trockncm  Gase  vermengten  Dun- 
stes bestimmt  zu  ermitteln,  kann  man  auch  die  foli*ende  in  An- 
wendung bringen:  Für  -ein  und  dieselbe  unverminderte  Temperatur 
sei  V  der  von  dem  Gas-  und  Dunst -Genien<;e  eingenommene 
Raum;  p  der  atmo^pbhriscbe  Druck,  h  die  Höhe  der  Quecksil- 
hersliule  in  der  Seitenröhre  oberhalb  des  Niveaus  in  der  weiten 
Röhre;  c  die  Wirkung  der  (.-apillaritiit,  d.  h.  die  Grösse,  um 
welche  das  Quecksilber  in  der  Seitenröhre  zu  tief  steht;  endlich 
noch  sei  f  die  Elasticität  des  mit  dem  Gase  vermengten  Dunstes; 


^_  italeT  dem  ÜnicJie  j^-i^/i  +  e,  wältrcod  Aas  in 
iMÜiaUpn«  tnivkfiti^  Hau  iür  sich  nlleiii  diesen  brück 
iiurk  f.  tvolcheiii  J«r  Dqiint  daM 
icfcl  hWt:  (•«  lll.-ilit  :iIm.  Kir  «loa  Gum  iihüup  +  Ji  (  c-/ 
Haum  I'.  iNini  «'iIIbu  «iT  (t«ii  Kaum  oe«  (icmenRes 
^^  Baw«^niiifE  lipr  (Schmulie,  ««IcJi'"  ilcu  hmvc^litlien  Bo- 
iint<>n  hüll,  fliidurii:  dln  Li>tif;e  (l#r  tjueckailber«äiitu  lii  der 
Süälfniülirr  »ir<l  /''  ^i^nimleii  Kciii,  gcrqrliiict  Tun  dem  Mvciiii  ntt 
•a  der  «cit.'ii  lli'lfire.  neldies  jjleklinillH  sulne  Stelle  vtrSndert 
bt,  Indrtn  .k-r  IIiiiihi  Ilt^•)  (^-nifii^i-s  jo(/.l  eine  Anznlil  l"der  »uf 
iDrtrr  Itr.firt.'  Ix-z-L-klitulri.  Tli>';k>  ..•iiiNiiiiiiit-.    ivriiii   diu   Tcmvcra- 

lUiiiiddpr    ntmosidi^rlM'b.'    Dnirk     <l:<-s<'li u<-liliL'[)ep   sind,    no 

1^  dio  Lufl  jdU-^i  im  C'iM.'i.i;.-  Mr-i-^  M:il  i-Wm  l>rii(.'kc 
fi4*'-(;P— /■  'ii>t.'rnNrf..-.(  .-.■in.  Ann  li.U  ni.iii  liucli  deui  illariolte- 
.^Laa  t—u,.)^»      ....I..1 ,i„y  (;jj„  ,1^.^  Heim; »("ÜB   fnr  sich    allein 


r  vun  ileiiliiithtMiiiion  "ird  i{(>ii  Werifc  der  ElasHei- 
l>-v  liel'tM'ii.  lind  riltv  (Vienn  Werthe.  ni(is»:en  gleich 
Toiii|)ef;ilnr  und  di*r  SiiKistTi!  Üruik  nicht  geändert 
Nil    nird    hivtiei  üb   li«»läiidig    mit   Dnnst  ^euätti^l 


ithlivil  drr  Teninvratnr  der 
rerj  Kaiinie  hat. 


Üii=er  Werlh  von  /"  mfie-le  liei 
EkwIIrilHI  uMih  nein,  »eiche  der  DnnHt  Im  leeren 
■i*  e»  ll«rr  liii v-l.n8>Hac  ait»  seinen  VerMielien  heri;eleile(  hnt. 
DhU  dicMT  CleiVhlieil  lieferl  dir  he^ehrietiene  Aiiparal .  el)cn  so 
riaalk  die  ii>[i  tlerxcDirn  Art.  fVir  /immer  einen  um  etvvas  lu 
libben  UVrtli.  Ich  Irul.e  miiHi  daion/n  ter.Ml.iedcnen  Malen  ver- 
Merl.  i»den>  ich  die  VeronHir.  nn  viel  uh  allein  hnnnte.  mit 
■flKh-lnsle  gehender  S.ir'^r.ill  und  uriler  An»eriilvnj!  eines  Käthe- 
MiiMM,  utn  dir  (LMien  di-r  (j<iM'k>.ilt.<-rsi,iilrn  *\i  mMseh,  oib 
tloJIle:  U,  ..'rmen;;le  u>i(  d,.r  In^Lnrn  l.<ill  h,dd  Wn^serdnm«!. 
U.I  All."fi"M..n.(,     Ulli    ei.um    IrHiteii   r.li.T>.oliii..^ö  von   PUisMK- 

!■-'•■     -^ r,l,..Jl   .lli'-i-r  Diüi-ste  im   li'ur.-ii  iianine  «nrd  Rleieß- 

:!<■<  DiilliinNehen   Ap(>i>n>te>  l>i'>tlmml.  uel(;licr  itur 

IN.  ilw  dnalJemen-je  etilhlell,  nul"p»le)lf  «ur.     Vor- 

.    ich  verxuehl.    das  Ce-el»;    des  Herrn  (;;.y-I,us- 

■■i...-    KnlliMi-^dieii    Aimarale«    7AI     benalirhplteü, 

,   i-v     ,-,,,.,t,ll.—ntd.>   Rühre  in   Theili^  v.m  Klei- 

...    .  ;l,r,ll  u:,.„„il   i,.-lelie  ld:i /^^e^s,■hiedenen 

'..,-  I,-, ;;,,■!    .  iii^.'-mlil    Hiird,    nui    den   lUun)   und 

..i.ii  .>.!.-  Alj:.n.l<'rung  Jirle'iden   tu  Ussen ;     allcllt 

:   iidiji  fnr  /■  vine   kleinen;  (ir(is»ie.    als  die,    »clelie 

i.-lc  im  leeren  Itanme  itniiehörle.     Herr  Uegnault 

>' ■•liDl4<:hsn  KuMiltutc  duTc)i  ein«  Itclhc  Ton  Ve.rHuvIien 

^QuiBT,    »i-iiliu   <lk»er    gelehrte  tmd  gusuhiekt«!    UcohachCer   mit 
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Instnunefiten  anstellte ,  die  mit  der  äussersteo  Genauigkeit  di 
Ansaben  su  liefern  (kbiß  waren.  Allemal  sind  die  Unterschied« 
welehe  er  (är  die  Elasticität  des  mit  der  Luft  gemengten  Wass« 
dunstes  erhalten  hat,  in  Vergleich  mit  der  Spannkraft  desselbe 
Dunstes  im  leeren  Räume,  bei  Gleichheit  der  Temperatur »  kieini 
als  diejenigen,  welche  die  gewöhnlich  zu  dieser  Darstellung  b< 
den  uiientlichcn  Vorlesungen  angewendeten  Ai>paratc  geben. 

Ich  schliesse  mit  der  Bemerkung,  dass  das  Instrument,  wc 
ches  den  Gegenstand  gegenwartiger  Notiz  ausmacht,  auf  die  Im 
friedigendste  Art  benutzt  werden  Kann,  das  Mariotte*sche  Gc 
setz  ftir  die  ^trockene  Luft  zu  erweisen,  wenn  diese  grossere 
oder  kleineren  Druckkräften  unterworfen  ist,  als  denen  ier  Atm< 
Sphäre,  innerhalb  der  durch  die  Länge  der  8eltenruhre  bestimmte 
Grenzen.  Beobachtet  man  dann  an  der  weiten  Rubre,  welche  nur  di 
trockene  Luft  enthlilt,  nach  einander  die  Räume  F  und  V  an 
die  Druckkräfte  p  +  h+c  und  p  +  h*  -{-c^  so  muss  der  Relafion 

V  _p  +  h'  +  c 
V'~  p  +  h+c 

GenCIge  geschehen,  indem  die  Längen  A,  h'  mit  dem  positiFe 
oder   negativen   Vorzeichen    genommen    werden,    jenachdem  m 

grosser  oder  kleiner  sind  als  die  Länge  der  Quecksilbersäule  i 
er  anderen  Rubre. 


Zur  Beclitfertifnuisr  des  Pytltägrorili- 

sehen  liehrsatzes. 

Von   dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Herr  Oberlehrer  Koppe  begleitet  in  seinem  Lehrbnd 
der  Planimetrie  und  Stereometrie  (zweite  Ann.  8,  90 
den  Pytbagoräi8chen  Lehrsatz,  nachdem  er  denselben  mit  de 
bekannten  Euklidischen  Beweise  vorgetragen  hat,  mit  folgend« 
Bemerkung :  ^ 

„Wie  wir   den  vorstehenden  Lehrsatz  hier  Torgttagi 
haben,  erscheint  derselbe  als  ein  merkwürdiges  Kim 


Ic,  K»af  beivutidefjDHiverlh  und  Üuh^cthI  kfiimllich,  alier 
!  iTK«ncl  »ie  Aufschluss  ilfirüber  jtu  gelion,    oaf  wel- 
n  Wege  wohl  der  meiiKL-hlicIie  Geist  zur  Entdeckung 
les  soaderbairn  Nulxeis  Kelimgt  sniti  dffirßc-     Süll  aber 
r  tiinlh(tmatii<clic  ünU-milit  de»  Ndtzün  gcwiiltren,  de«- 
_       I  or  tiihig  kt,    sn  TBiifKen  die  Wnhrhcilen  der  Mathe- 
~jnatili  tiicht  uIh  Nbtiinen   erreeemle  KiiiJststüike,  .sondern 
in  eiiiom  natdrltehen  Verlmnil«,    njimlich  sn    roriretragen 
nerdeti,    tJ»sB   jeder  folKCTid«  Sutz  als   ein  Fiirtetrliritt  in 
der  dtiTvfa  die  rorherpielienden  SMze  gegebenen  Richtung 
rmcliiiiil,  als  dir  BeuntHortung  einer  Krage,  iveluHe  sich 
aus  der  Erkenntniae   des   Vtirangehciidcn  jedem    deuken- 
iea  Kopte  lon  seihst  aufdrängt.      I'a    aber  der   so  eben 
fiitgotragene    Uebrontz    eines    solchen    Zusammrii banges 
nll  den  ihm  vorangobenden  Sjit/en  offenbar  enlbohrl,   tut 
scheint  er  in  einem   dir  de«  L'[iterri<;bt  bestimmten  Lehr- 
buchs hitir    nicht  im    der    reichten  .Stelle,  xii  stehen,    und 
tiirkliij)  bat  er  diesen   Ptüti  nur  hergebrachter  Weise  er- 
Auf    eine    einrucli«    und   natürliche   Weise   geht 
Ldvrselbo  aus  den  Säteeo  von  der  AehNÜcbkeit  der  Urei- 
^tvlca  henor." 

_  .    Imhen  diese   Anmerkung   vollslflndig  hier  ahdruckon   las- 

.Wrfl  wir  glanhen.  es  dürfte  darin  die  Ansicht  mehr  als  eines 

Uwm  »iiKg«]>pr<icben  liegen,   dem  es  um  die  vollstündlgo  Motivi- 

■pi  At»  einmnen  Sattes  an  derjenigen   Stelle,    trelche    derselbe 

linchmfii  soll,    ein    Ernst  ist.      Zitur    so    lange  man    nur   darauf 

■ttprbl.   An»  VerHandte  und  jUleiibartigo   xii»ammtni/,us(ellen,    so 

Ihqp:  geWihrt   dorn    PytlinttorNlschen  Leiirsatiec .    »ie  ihn  Euklid 

At.  offenbar   (■«ine  Stelle    in  dem   AbHclmille  von  der  Fliicben' 

fMcbhcit,    da    er    es  eheiifitlls  mit  gleichen  Eläcben  zu  thun  hat, 

Md  es  kann  dabei  villllg  jitlcicbguUig  bleiben ,  w  eiche  lindere  Sätze 

Aer  Fl.lchengleicJiheil  ihm  «tua  voran   eben  oder  nachfolgen;    das 

Irilcnije     fiiiir  ip    fiir    die   Amirdnuns    dieser   Sütxe  bildet  alsdann 

"ftkeit,  jeden  Satz  an  der  ihm  nngeuieseneu  Stelle 

^i'isen  zu  küniien.      Wenn   man  aber   tiefvr  auf  die 

»ic  der  einzelne  Saht  durch  die  ihm  vorangehen- 

'  <       iiiLil  erscheine,  d.  h.  n'it  er  aus  diesen  ids  ein  nuth- 

"«udigrr  Fxrtsirhritt  nachgewiesen  werden  fcönn».   so  goHiant  die 

Mit  allerdings  ein  anderes  Aiiseheii. 

Di*  l.rhrc  von  der  riachengleicbleilerriffiiet  man  In  der  Hegel 
Mr  nullen  hier  nicht  untersuchen,  mit  welchem  Itecbte)  durch 
mrarbinngrd  Ober  die  Ul^iehheit  von  Parallelogrammen  und 
Dreiecke»,  sowohl  l>ei  einerlei,  aln  bei  venchi edener  Gniud- 
ftnr  nad  HiVhf^,  und  gelangt  daraus  si^hr  einfach  zu  einem  allge* 
Mlam  Verfahren,  nicht  nur  Dreiecke  nud  l'aralleingrumme  riel- 
bdl  aiitpr  i/inander,  sondern  auch  beliebige  andere  geradlinige 
Plpiren  in  Dri'Jacke  oder  lu  Parallelui> ramme  zu  verwandeln. 
I4init  man  nun  auf  ilieüe  Betrachtungen  pl<tt/lich  und  ohne  Ueber- 
I lML;nriiischeii  Lehrsatz  folgen  ~  natfirlicb  so,  dass 
.1  licn  und  nicht  von  zweiten  Potenzen  der  Dreiecks- 
<li'  191.  so  hat  man  offenbar  einen  Sprung  gemacht; 
^jcn  «ich  siigletch  mehrere  Fragen  auf,  die  ohne  Ant- 
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l>  Wie  kommt  man  dazu,  plötzlich  von  tjuadraten  aus- 
schliesslich zu  reden  V 

2)  Wie  kommt  es,  dass  man  auf  die  Summe  zweier  Qua- 
drate das  Augoniiierk  richtet? 

3)  Wie  kommt  man  zum  rechtwinkligen  Dreiecke? 

Diese  Fragen  lassen  sich  umgehen,  oder  vielmehr  sie  erledi- 
gen sich  von  selbst,  ivenn  man  an  die  vorangegangenen  Sätze  auf 
(olgende  Weise  anknüpft. 

Es  hat  sich  his  dahin  herausgestellt,  dass  man  jedeA  Paralle- 
logramm, 80  wie  jedes  Dreieck  in  ein  anderes  von  gegebener 
Grundlinie  (oder  gegebener  Hohe)  verwandeln  kann,  una  da  die 
beiden  Elemente ,  Gnmdlinie  und  Hohe,  das  resultirende  Paralle- 
logramm oder  Dreieck  noch  nicht  voilstiindig  bestimmen ,  so  darf 
man  noch  eine  dritte  Bedingung  hinziifTigen ,  voräusgesetet,  dass 
diese  weder  auf  (irundlinie  noch  auf  Höhe  von  Einfluss  ist.  8o 
kann-  man  also  jedes  Parnllelogranmi  in  ein  Rechteck  oder  einen 
Rhombus,  jedes  Dreieck  in  ein  rechtwinkliges  oder  gleichschenk- 
liges verwandeln;  d.-igegen  die  Verwandlung  des  Parallelogramms 
in  ein  Quadrat  und  des  Dreiecks  in  ein  gleichseitiges  Drei 
eck  kann  mit  den  bisherigen  lliilfsniittcln  nicht  ausgef&hrt  wer 
den,  weil  hier  die  aufgestellte  Bedingung,  ilnss  die  resultirend« 
Figur  gleichseitig  und  gleichwinklig  sein  soll,  wieder  rflckwfirt». 
Einfluss  auf  Grundlinie  und  Höhe  hat,  indem  sie  zwischen  beidea 
eine  Relation  feststellt. 

•  ■ 

Daraus  aber  folgt  die  Noth wendigkeit,  diese  beiden  Irtzteni' 
Aufgaben  nun  selltststnndig  in\s  Auge  zu  fassen.  Es  zeigt  sich  iri* 
dessen  sogleich,  das8  die  Herstellung  des  Quadrats  insofern  a^ 
die  einfachere  dieser  Aufgalten  erscheint,  als  hier  zwischeti  Grund- 
linie und  Höhe  nur  das  einfache  VerbaKniss  der  Gleichheit 
vorgeschrieben  wird ,  während  diiuegen  beim  gleichseitigen  Dreieck 
das  Verbäitniss  zwischen  Grundlinie  und  Höbe  —  auf  dessen  Be- 
n'icksichtiuimg  es  hier  jedenfalls  ankoniiut  —  von  einer  zu  ver- 
wickelten Natur  ist,  als  dass  solches  an  dieser  Stelle  der  Geome- 
trie schon  genügend  zur  Nfiracbe  geltracbt  werden  könnte.  Aus 
diesem  Grunde  bleibt  diese  zweite  Aufgabe  besser  bis  zu  einer 
spütern  Stelle  binatisgt^scbolien ;  die  erste  Aufgabe  d<igegen, 
welche  das  allgeuieine  Problem  „Jede  geradlinige  Figur  iu 
ein  Quaiirat  zu  verwandiHn**,  /.um  völligen  Alischluss  bringt, 
wollen  wir  hier  volUtiindig  behandeln,  uui  zu  zeigen,  wie  man 
daraus  auf  einem  ganz  natürlichen  und  streng  methodischen  Wege 
zu  dem  Pytbagoräiscben  Leiirsat/e  gclan<;t.  Wir  geben  damit 
schwerlich  etwas  neues,  wenigstens  wird  jeder  Kenner  der  geo- 
metrischen Analysis  der  Alten  das  Nachstehende  ohne  iMübe  selbst 
zu  cutuickeln  im  Stande  sein:  aber  wir  erinnern  uns  nicht,  diese 
Entwickelung  in  irgend  einem  ueonietriscben  Lebrbuche  ausgefiibrt 
oder  auch  nur  angeileutet  gc^lunden  zu  haben,  und  es  wird  uns 
freuen,  wenn  wir  durch  Mittueiluns;  derselben  auf  eine  ausgedehn- 
tere Anwendung  der  geometrischen  xVnalysis  aufmerksam  ge- 
macht haben  sollten,  in  welcher  wir  ein  so  vortreffliches  Seiten- 
stück  zu  der  Auflösung  arithmetischer  Aufgaben  durch  Gleichun- 
gen  besitzen. 


A  u  f  K  u  1.  .^. 
echteck  in  cUi  Quailrnt  zu  ver«  aiidcln,  '■•' 

lltr»t»  AitriöBiiiiR  (Tut  V.  Fii;,  2.)- 

«**••  Ea  »ui  AUCH  liaü  ^Cfceliune  Kcclitück,  su  lie^t 
Irr  VcrKadi  »in  iiiii;hstt.'ri ,  ilw  Ijitiifer«!  •Si^ilu  AB  um  oo 
tiDr/rn  iiii'l  clokluL-iliu:  dit.'  kArxerv  ^/>  iim  sn  rid  eu 
~u>  tlnilurrli  il;is  t;p.«ucfale  Quitdrat  entstehe.  tiestStet 
I-  Prii»  iii  lii-i'  aeoiiK-lriHch^i  Ai!iiily8ld(„MBn  lietrAt^hta 
<  >  >.;lzt-n  tvir  (Ikiik.ulIi,  e»  «i-i  ^/J/'C.'  'lad 

.  »oll  luMAliCh  üicicht:!!  li>iiikll  liuUvn, 
~s  ancli  .lle  Hiilfte  .le»  l^iailrat.^,  AEG. 
I       i  .    !<<.  <  kä,  Jfi/J.  cleiilieii  liitiall  huliL-u  miiSK; 
.•Ktli.h   .li-  l>ull>irmk-i>   Dlofioiiiüen   £7.'  und  £/J  so 
□I,  (i»s»  liüidt'n  Urcioukeii   dtr  Winkel  bei  .1,  und  da- 
:  Fludic   Mti-  ni^iKlicb,    stunu-in^L-hiirdivh   bleiltl.      I)«iin 
jll  mao    >rli[je  iMühi;,    du^t^  diu  (^k-ktiiiii^E  AtC^AßD 
t  Ulm,  «WIM  iiiii»  hiil  ,  ^^ 

i/j  II  isa-  (I)"' 

Ibmui^  fUr  Bkti  H«t£t  nljiT  dio  l.acn  d«r  Punkt«  £  und 
%  niMwidem  un  die  ltudi»i(uug  Atl^AG  g<;buiideii  sind, 
I  rcKl. 


kin  n-ritcr  dl(^  Clrlcbticit  der  Lii)i(?n 
Mne  hini-iii/.tWx'ii  /.n  kUtiiicti,  wuiuIfii 


t  Verrnhrcn    der 


I  cnii^rneiiu 

l  mllunubsler  ItentifKi 

rtlichvr  IKlir-liricn, 

,  *ve(dn-s  die  Seiteti 

,  M  bUii«t 


ind.lf.'  la  die 
icder  Qin  sehr 
trisebpn  Analysis  an,  mdem  wir 
l>rviecke  zu  briniten  suchcti, 
IS  stlinn  vorhandener  und  Vernici- 
•SchHf'Sicn  iiir  demnneli  da»  Drei- 
Ai:  nnd  AG  beide  enlltNit,  eben 
die  Wnhl,  rtlier  AG  ein  zu  AED 


otlw  fiber  JE  ein  un  AGB  touiiruentes  Dreieck 
(In  ili«  üttnunntini  Dreievki'  die  üinviisen  schon  vnr- 
bt4,  \n  denen  di«  Iratilkheti  Neiti;»  vorkommen.  Wir 
lirli  Willkfi'r  diTi  ersten  Tall  (der  zweit«  -»lürdc  düich- 
nijrei,)  Mnd  !^-.-n  an  AG  ^  AE  den  Winkel 
J.-<ß,  raarhi-n  A/i^AO  und  ziehen  G//;  «Udunn  wer- 
■relevk«  .lEO  und  .Id'//  c(in|:nicnt,  und  rolirlich  kann 
Kdia  Ulvii^^hung  AE^^AG  nur  bestehen,   wenn  man  hat 


I 


AEI)^   AGH  ■). 


(2) 


n«il  rar  Jeu  «rill>niaii>iJii.-a   Uc;(iff  iet  Congniciii 

■'■-  1   wir  «Mcli  (iir  ilco   (tooincirlKhcii  Uclir«ui 
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Jetzt  fTihrt  eine  ('onibinining  der  Hedinp^ngen  (1)  and  (2)  sn 
dem  NchlusHe  der  Aiialysi«.  Die  Confn^ens  in  (2)  erfordert  nftm- 
iich  unter  anderen,  daR8  Winkel  AEDzizAGH  «ei:  wegen  des 
Parallelismufl  in  (1)  idt  aber  au8»erdem  Winkel  AEÜ^^ABG, 
folglich  ABG-AGii,  oder 

AGH  +  AGH-R, 

und  diese  Bedingung  ist  hinreichend ,   nin  den  Punkt  G  and  d»- 
mit  das  gesuchte  Quadrat  durch  Construction  herzustellen. 

Synthesis.  Man  verjüns^ere  die  lfins:ere  Seite  AB  des  ge- 
gebenen Rechtecks  ABCi)  um  so  viel,  als  die  kürzere  Seite  be- 
trügt^ also  um  Aii=  ADy  constniire  fiber  Bii  als  Durchmesner 
einen  Halbkreis,  und  verllin^ere  endlich  AD,  bis  sie  in  G  diesen 
Halbkreis  trifft,  so  ist  AG  die  sresnchte  Quadratseite,  ans  wel- 
chem das  Qu:)dmt  AGFE=  /iDCB  herzustellen  ist.  —  (Hfitten  wir 
den  vorhin  in  Klammem  angedeuteten  zweiten  W^eg  verfolgt,  so 
wflrde  die  Synthesis  gelautet"  haben :  Man  verhungere  die  kflrsere 
Seite  des  gegebenen  Rechtecks  um  so  viel,  als  die  Ifingere' Seite 
beträgt  u.  s.  \v.) 

Der  Beweis  der  Synthesis  (nach  der  treffenden  Bemerkung 
des  Herrn  Oberlehrers  itelmes  *)  gleichsam  die  Rechnnngsprobe 
fiir  die  Richtigkeit  des  gewonnenen  Resultats)  ist  ohne  Mflhe  aus 
der  Analysis  zu  iiihren.  Zieht  man  nftmlich  die  in  der  Svntbesis 
noch  nicht  vorgekommenen  Linien  GB^  GE,  DB 9  Dlf^  so  ist 
in  Folge  der  Construetion  Winkel  IiGB=:zR,  folglich  Winkel 
AGii=sABG.  Ferner  ist  in  Folge  der  Construetion  ^Dreieck 
AGH=AED.  folivlich  auch  Winkel  AGii=AED,  und  dies  mit 
dem  Vorigen  verbunden  iribt  Winkel  AED  =  ABG,  woraus  folct 
ED  II  BG.  Ans  dem  letzteren  (;riinde  aber  ist  Dreieck  DflG^DEB^ 
mithin  auch  Dreieck  AEG^-ABD,  und  endlich  AEFG=ABCD. 

Anmerkung.  Wir  hüben  diese  Auflösung  dcsshalb  hier  vor- 
angestellt, weil  sie  sieb  gleiehsam  von  selbst  zuerst  d;irbietet,  ob- 
gleich aus  ihr  der  Pythaeoräisehe  Leiirsatz  keineswegs  ohne  wei- 
teres hervorspringt.  Dieses  werden  erst  die  beiden  folgenden 
Auflösungen  leisten. 

Zweite  Auflösung  (Taf.  V.  Fig.  3.)- 

Analysis.  Es  sei  ABCD  das  gegebene  Rechteck  und  BD 
eine  Diagonale  desselben,  so  kommt  die  gegebene  Aufgabe  darauf 
hinaus:  „das  Dreieck  ABD  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  in 
welchem  Grundlinie  und  Höbe  einander  gleich  werden." 
Man  weiss  nun,  dass  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABD  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  den  Eckpunkt  D  an  irgend  eine  andere  Stelle 
der  Linie  /)C  verlegt,  z.  13.  nach  E,    wo  Dreieck  ABE^ABD 


der  Scliiilcr  nitlil  einmal  versieht,  weil  er  von  Gleichheit  und  Aohnliehkeil 
erol  viel  A|iäier  el>VciA  err.ihrt  aU  von  Coii^ruGnK.  Mil  mehr  Grnnd  kiiuiitcu  yrix 
dagegen  s  igen :  Weil  Congrueuz  mehr  Magl  als  Gleichheit,  so  xLchca  wir 
drei   Striche  statt    xwcier! 

*)  Jalirpsbericht  fibcr  das  Gymnasium  xii  Celle.     1844. 


UL  Da  (DileM«ii  bei  ttieser  V^nranilluns  («runillinie  and  Hiihe 
IjHlieiacfc»  nuch  immer  ihre  du flinc liehe  VprMuhieileiibeit  beibe- 
^^^^Mo  IxBßo  nuin  nlimlich  AB  als  Gruiidllniü  anKiehl,  so  wird 
^^^■kiürbligH!  Zweck  nur  duilurch  erreicht  werden  künnen, 
^^^Kn  eine  niiilerc  Urciei-kgiteile,  z.  H.  AE,  als  (irundlinle, 
^^^^lin  «iti  aim  B  lutl'  AE  nder  deren  Verlnitgerung  geliillli-s 
MnHHllkel  tili  n\H  Itilhe  de«  Dreiorics  gelten  lüast.  Alsdann 
irinl  die  Fiinlrninir ,  ibss  AE=  BH  w«rdrn  snilo,  keinen  Wider- 
«ndi  in  riif'h  scliliessen ,  oobnld  nur,  da  stets  AE^  AD  und 
BU<AB  i*(,  <4ß  aU  div  Utigpre  und  .-!/>  ab  die  Iciireere  Seite 
im  itcicelienen  [{ecbteckfi  AB('l)  voraus^ etietzl  ivorden  war. 

E«  wrrcif  rlMiinacb  die  Aufjiabp  al»  seliisl  an^enom- 
■en,  und  Aii»  Drelci'l:  ABE.  deoAen  Seite  AB  mit  der  Längeren 
Srifr  Hfk  ^i-'-i-l>ttimi  Hj'cbtvcks  ziisdnuneiiriillt ,  sei  dn«  gesuchte, 

iifiin  die  Grundlinie  AE  Aet  Höhe    £// gleich  int, 

r   Ki-din^ung  AE:=B//  neitere  Schlüiiee  machen  xu 
II   »Ir,  dem  (ieii^te  der  i<ei)ni€  tri  sehen  Analysls  i;e- 

..;.    ..:n\.-.i,    gWKihen  Liiii<.'n  Af^  und  BU  rn  enoKrueute 

Üiüictbe  m  bringen,  mit  mfi^lit^bst  geringer  Zuziähunff  fremd- 
Mi)|ar  lldiriilinien.  Dazu  bieten  sieb  iitei  Wege,  nämlicb  man 
bnn  entneder  filier  ,4£  ein  dem  Dreieck  J7///(  con^rueiilc»,  oder 
Ibet  ////  ein  di^m  Dreieck  AED  cimgnienles  Dreieck  bcrKlellen. 
Vir  nKhlrn  den  ersten  Weg  (obgleich  uncli  der  iE»eile  zum  Ziele 
Mrb  irfinle)  nnd  legen  an  AE=Bll  den  Winkel  AEK=BHA. 
ud  ia  man  von  iselbit  schon  bat  Winkel  EAK=HBA.  eo  >vird 

AEK  =  BUA. 

PhM  Congruenz  srbliesiat  über  tveiter  die  B«dini;uiit> 

AK  =  AB 

brich,  und  da  man  letztere  jederzeit  »clbststSodig  Iierznstellcn 
fB  Mbadc  ist,  HO  hat  man  damit  alle  Erfordernisse  sur  Cimstruc- 
Ow  du  DreieckK  AEK  nnd  rniglich  zur  Auflindutig  des  Punktes 
11  keiinmiBvn. 

Svnlheoii«.     Man  Terlüngere  die  kürzere  Seite  AD  des  ge- 

EbüDeo  Kechtecks  ABCD  flb'er  />  hinaus,  bis  AK=AB  gtwor- 
D  I»t,  iiikI  cnnstruire  filier  AK  als  Durchmesser  einen  Hutlikrels, 
*tleher  die  .Seile  DC  in  E  schneidet,  so  ist  AE  die  gesuchte 
ItuiraUrtlp .  al»o  dai«  über  AE  construirte  Quadrat  AEFG 
^ABCD. 

Zum  itenelKe   dt^r  SynthoMs  ziehe  man   noch  KE  n 
IUI,    «vefrhe    die  Linie  AE  oder  der 


nd  mit 
.■.■rliin- 
erkennl  man  leicht  die  Congruen/.  der 
fVilu'lirh  ist  AE:=BII,  und  da  ausHer- 
Hli'.n    AE-^FE.    «o    Inil    man    auch 
k    Al.n  ist    dli-   llliltli'   de«    (Quadrats 
iiiKlIinie    AE.      /n^-h'ich  ist  al>cr  auch 
l*re«e<-k  AEB  die  Hälfte  d.-«  Herhterks   ABCD  über  dcrsel- 
Up  (irwidilnie  AB.  folglirh  endlich  AKFa^ABCD. 

Viilgerutig.      Es    liegt    nahe,    das  durch  ß.4A' angedeutete 
Qnrini  BAKE  tu   vcrvulUländigcD ;    wendet    man    aber  auf  da« 


smoe  in  H  trifft.  Alcdar 
btciarke  AEK  und  B//A 
Am  in  FoiK'-  drr  ('..m^I 
aitjn:.  umt  <l;.s  nr-i 
dEh'G    über 
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dadurch  hinKukonunende  Riechteck  CDKL  dieTorige  Syntbesis  jui, 
so  tindet  inan  KE  als  die  Seite  desjenigen  Quadrat»»  mtdclie» 
diesem  Rechteck  gleich  ist,  woraus  sodann  der- Pythaf^o- 
rfiische  Lehrsatz  ohne  Mühe  hervorgeht.       .         T 

Dritte  Auflnsung  (Taf.  V.  Fig.  4.) 

Analysis.  Wenn  man  wie  in  der  vorigen  AunQsnD|f  darauf 
ausgeht,  ffir  das  Dreieck  ABD  ein  gleiches  ABE  an  die  Stelle 
KU  setzen,  in  Trelchem  die  als  Grundlinie  betrachtete  Seite  AE 
der  zugehuri^en  Hube  gleich  wird,  so  ist  es  nicht  nothiVendIg; 
den  Punkt  L  in  der  Seite  DC  selbst  anzunehmen,  sonderb  der- 
selbe kann  auch  in  der  Verlängerimg  von  DC  aufgenucht  werden. 
Es  sei  demnach  —  die  Aufgabe  als  gelöst  angenommen-*-^  ABE 
das  gesuchte  Dreieck»  wo  E  in  der  Verlfingemng  von  CD  li^^ 
80  wird  das  Kriterium  fSr  die  Richtigkeit  dieses  Dreiecks  darin 
bestehen,  dass  das  aus  B  auf  die  Verlängerung  von  AE  geßillte 
Perpendikel  BH  der  Grundlinie  AE  gleich  sei  ITm  diese  Bedin- 
gung festhalten  zu  können,  suchen  wir,  ganz  wie  frfiber»  die 
beiden  gleichen  Linien  AE  und  BH  in  congroente  Dreiecke  an 
bringen.  Wir  wühlen  dazu  unter  den  beiden  roöglicheo  Fällen» 
die  wir  hier  nicht  weiter  anzeigen  wollen,  denjenigen  aus»  wo 
wir  Über  AE  das  Dreieck  AEK^BHA  construiren;  sur'  Hei^ 
Stellung  dieses  Dreiecks  AEK  sind  sodann  sä mmtliche  Bedingun- 
gen in  der  gegebenen  Aufgabe  enthalten. 

Synthesis.  Mau  verlängere  die  kürzere  Seife  AD  des  ge« 
gcbcnen  Rechtecks  ABCD  über  D  hinaus»  bis  AK=:AB  gewor- 
den ist,  und  construire  über  AK  als  Durchmesser  einen  Halbkreis» 
welcher  die  Verlängerung  Her  Seite  DC  in  E  schneidet»  so 
ist  AE  die  c;csu('htü  Quad rätselte,  ali>o  das  über  AE  construirte 
Quadrat  Ali  FC = ABCD. 

Diese  Syntbesis  stimmt  bi.s  auf  die  mit  Sperrschrift  ge- 
druckte Stelle  wörtlich  mit  der  vorigen  (iberein,  und  ebenso  kann 
auch  der  vorige  Beweis,  riebst  der  Folgerung,  wörtlich  hier  wie- 
derholt werden. 


XVM. 

Bemerkungen    über  regnlüre 
Körper- 


Herrn    l'i scher, 

r  Mnth final ik   nn    ilvr  (towvrbailinlt 


pknicnberührcnd«  Kugel   Itc'i   rc(;ii(üreii  Korpern. 

liiaen  L''hrl)iiirlicr  Her  Slercunielrie,  »clrhe  die  Lehre 
.-grlniSBsigcii  P()Iy*!<1em  aiiHCilhrlicIi  licIiaiKivlii  und  iia- 
"toii  iIct  um-  nri'i  einliMrhr'n'ln'ndi  Kuircl  8pr<>t'heii ,  siilt- 
i"  nifeiii  eiiiiT  kiiiiteiilien'ihreinleii  wenigstens  anfiilircii. 
^FutHening  MiKxl  »irh  aiil' Mseiide  (Irilndv. 
(.  I.  Wie  eine  repilüro  ^jt^r.iilliiiii^e  Fi^itr,  eiilsprmhvnil  ihren 
i  OinH-tisionen  anil  ifen  xnn\  llt'diiif*nnr;cn ,  die  zu  ihrer  Eü- 
_-_!  crf<-")''ili<'h  sinil,  aivpi  Kreise  bedingt,  die  mit  ihr  eiiiertei 
llill«l|(uiil.(  fiiilti'ii;  ehcnii')  bedingt  ein  reuiilürer  Kiir|ier  geniSes 
niiii^  itti-i  EliiDtDUuneu,  ^eiuhüs  den  drei  Ilediii^itnccn,  die  seine 
wfiniliun  enlhült,  auch  drei  Kuijulit.  di«  mit  dem  k»r[ier  einerlei 
nlldpunkt  haben. 

tat  »j_    t  umitesch rieben«  Krc 
W."'    \  Millel|.«nltt 

^urfttldien«  Kr^s  l«er  auH^nbon,  wurum  soll  »r  nicfatelienfall» 
jA»  KwKPl_  lieu II Spruch. fi  itÜTlen?  Du  ein  I'unlel  im  Itniiiii«  nw 
■thdrel  Fui-demneen  bestimmt  ist,  ao  durl'  bei  dem  Mitlelpunkte 
^»  if^ilKlTcn  PiirvcderK  keine  seiner  dryt  Eigen si-JihHc»  Über* 
figfi»  werden.  Kin  snielier  MitttfpunW  gph'irf,  ebrnBuiinl  «le 
lR*)nrr  Pii>r<-I..rti  lircn/ni»  h.'.  /u  den  iliK-ndüih  ^iob-n.  ncti^h:^, 
|.(/tern  I)  v«n  allen  ihren  Sj-U/en,  ■!)  \ou  ^IJe« 
II  jlcichwi'lt  clillWiil  sind.'  Hu'7:ii  knininl  nooti  a\a 
<  M<i'ndt>  F'irdenin^  bei  dem  einen  Punklc.  diisser 
<v  Hclhiil  liex«»>  bei  tl«ni  «»dum, ''<dass  iir  von 
und   uiideni  Kbcnen   gleicluvelt  cntrenit  sein  soll. 


r  (•renxflüche;  "aruni  soll  ijai 
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$.  3.    Während  man  in  Lehrbüchern  zu  seigen  sich  bemflht: 

,,  In  jedem  regelmäsBigeii  Körper  gibt  es  einen  Punkt 
,,der  von  allen  Ecken  und  Flächen  gleichweit  ent- 
„ferut  ist" 

heweis't  man  auch  —  ohne  jedoch  letztere  Thatsache  and  nute* 
sondere  die  aus  derselben  hervorgehende  Existenz  einer  kanten- 
berührenden  Kugel  zum  wissenschaftlichen  Bewusstsein  zu  brin- 
gen —  dass  derselbe  Punkt  von  allen  Kanten  uleichiveit  entfernt 
ist.  Die  Entfernungslinic  oder  der  Radius  der  kantenbcriihrendcn 
Kugel  ist  sogar,  als  Halbirungslinie  des  Neigungswinkels ,  eine 
wicntige  Hilfslinie  iiir  den  Beweis  des  genannten  Lehrsatzes. 

$•  4.  Wenn  ein  Körper  so  beschaffen  ist,  dass  man  ihm  eine 
kantenberfihrende  Kugel  einbeschreihen  kann^  so  folgt  schon  am 
dieser  einzigen  Eigenschaft  eine  grossere  Annäherung  seiner  Ge- 
staltung an  Uegelniassigkeit,  als  wie  sie  durch  die  Zolässigkeit 
von  einer  der  beiden  andern  Kugeln  bedingt  ist.  Denn  in  diesen 
Falle  lassen  sich  offenbar  allen  Grenzflächen  Kreise  einheschreibeiif 
deren  BerGhrungspunkte  durchgehends  paarweise  in  einem  Punkts 
einer  Kante  zusammenkommen. 

§.  5.  Noch  mehr  zeigt  sich,  in  wiefern  die  Irantenherflhrende 
Kugel  inniger  mit  regelmassigen  Gestaltungen  zusammeahlngb 
als  jede  der  beiden  andern,  wenn  man  annimmt ,  dass  ein  Kni^ 
per  zwei  concentrische  Kugeln  zulasse. 

L  Wenn  man  einem  Körper  eine  Kugel  umbeschreiben  md 
eine  concentrische  einbeschreiben  kann,   so  folgt  nur: 

1)  dass  die  Grenzebenen  Figuren  sind,    denen  sich  Kreiss 
umschreiben  lassen,   und 

2)  dass  die  Halbmesser  dieser  Kreise  gleich  sind. 

Wohl  aber  können  die  Grenzflächen 

a)  unregelmfisMig,    //)  an  Seitenzahl  verschieden  and  c)  iB- 
gleich  zu  einander  geneigt  sein. 

Anmerkung.  Hieher  gebort  z.  B.  jedes  senkrechte  Prisma 
mit  regulärer  Grundfläche»  bei  welchem  der  einbeschriebene  Krds 
der  letzteren  einen  der  Höhe  des  Prismas  gleichen  Durchmesser 
hat  —  Jedes  also  beschaffene  Prisma  und  jeder  hieher  gehuf^ 
KGrper  schliesst,  wenn  er  nicht  einer  der  fönf  platoniscnen  ist, 
die  Kantenberfihrende  Kugel  aus. 

n.    Gibt  es  in  einem  Koq)er  einen  Punkt»  von  dem  aus  ei 
seine  Kanten ,  und  eine,  seine  Flächen  berührende  Kugel  sich 
stniiren  lässt,  so  müssen 

1)  den   Grenzfigureu  sich  Kreise  einbeschreiben  lassen  tob 
der  $.  3.  erwähnten  Art;    ferner  müssen 

2)  die  Halbmesser  dieser  Kreise  gleich  sein ,  es  werden 
auch 


GreDxilHchen  (gleich  zu  eiuancler  geneigt  sein, 
klonen  die  Grcnzflücben  nur  a)  utiregelmrisBige  und  6)  an 
it  TCcschiedcRe  Figur cu  sein. 
'  Anmerkung.  Der  Art  lüind  von  mathctnu tisch  lieliandellen 
kpem  da«  Kh<>niboidal-Öodeka<^der  und  das  Hhomimidal-Tria- 
Jmedex  (M.  Hiracli,  ^«om,  Auf|E.  U.  Berlin.  1807.  Seite  lifl}. 
Mfrdcni  inclirPT«  KrvMtuIle,  Kein  hieher  gehöriger  Kürji er  lääst 
M  iimheachri«Li;ni;  Kugel  zu. 

111.  Länst  ein  ehe Dhe<;reii zier  Kiirper  eine  umbeschriebene 
i  eine  i-nnccntriNcbe  kuiitenberßhrcnde  Kuijel  r.»,  so  eind  die 
miebeiieii  Figuren,  netche 


Atrcbaiis  gleiche  Seitenlinion  haben , 
umhcschri ebenen  und 
ein  beschriebenen  Kreiii   bestimmen,  niso  regelm 


iFipir 


JuiÜ«si|i;en  tireuzllächen  künnen  aber 
a)  «»rachiedcnc  Seitenzahl  und  6)  ungleiche  Neigung 
4nuider  haben. 

ABincrbunu.  Alle  iirchiinedischen  KSrper  (in  der  ansi^fübr- 
(khrin  Seite  HO.  und  176.)  betiiteen  die  ebenern-äbnten  Eigen- 
lll«0-  Nur  zwei  (ebendaiier1)Ht  mit  VI.,  VII.  bezeichnet)  haben 
i  dniditjeheiidfi  gleiche  Flächen»  rnkel.  —  Die  urchiineiü sehen 
IrpvT  «nibrhrcu  der  fläch  eil  berühren  den  Kugel. 
Uan  »i<;ht  uns  den  Ftillen  II.  und  III.,  im  Vergleich  zu  I., 
■  duirb  die  kaiitenbcrübreiide  Kugel  eine  Folgerung  mehr,  ein 
liU  tr««l«t  zur  Re^lmuiisigkeit  bedingt  ist 

9.  Dof  jiliininictri»chc  Satu  „Wenn  »ich  einer  geradlini- 
pir  ein  Kceie  um-  und  ein  concentrischet  einbeiichreiben 
l,  n  ist  MK  T«gelmafisig  "  tinilH  in  der  Stereometrie  kein  Ana- 
■I  lauge  der  in  i.  X  aufgerührte  Lehrsatz  seine  gewShu- 
tfnng  bchUt.  In  dieser  Jüsst  er  —  als  unvnllstnSd'^  — 
behrnng  zu,  wie  aus  §.  S.  I.  deutlich  hervorgeht.  Wird 
LLi«hrsalK  sn  gefnust: 

len  rc^rcl massigen  Kilrner  gibt,  su  befindet 
leb  In  Ihm  ein  Punkt,  der  von  allen  Ecken.  Flüchen 
JmI  Kanten  gleichiveit  altsleht;  oder:  su  Ifisst  er  drei 
neentrlache .  eine  Fckcn-,  Kanten -und  Flächenkugel  tu; 

üänc  gSüzlicbe  Umkehrung,  deren  llichtigkeil  au»  der 
%  der  Füll«  I.,  II,  und  III.  des  ^.  6.  hervorgeht,  in 
ntis«  das  ge(yünachte  Analogon: 

I  Polyeder  die  olt  genannten  drei  conccntrischen 
Kagehi  lul&ssl.  so  ist  es  regelmässig. 

Annerkung  1.  Wie  jedes  Dreieck  zwt-l  Kreise,  einen  Um- 
"*■  "  "Metrischen  Inncnkrets.  »in  glmchscitiacs  über  zvvei 
z'jliiKKl .  Sil  gibt  es  lilr  jede  regiiliirc  Pyramide  drei 
Urli  XI.  1 1 
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Kugeln  besprochener  Art,  die  stets  excentrtschy  nur  beUn  Tetrae- 
der coocentrisch  sind. 

Anmerkung  2.  Noch  sind  yi^lleicht  folgende  Umkehmngm 
ia  Beziehung  ani  den  behandelten  Gegenstand  nicht  ohne  Interesse. 
Ein  ebenbegrenzter  Korper  gebort  zu  den  regulären,  wenn  er  ist: 

1)  bei  gleichgrossen  Grenzflächen,  concentrisch  nach  Eckes 
und  Kanten ; 

2)  bei  gleichen  Kanten,  concentrisch  nach  Ecken  und  Flächen; 

3)  bei  gleichen  ebenen  Winkeln,   concentrisch   nach  Kanten 
und  Flächen ; 

4)  bei   gleicligrossen    Flächen   und  Kanten,  centrisch   nach 
den  Ecken; 

5)  bei  gleichen  Kanten  und  ebenen  Winkeln,  centrisch  nach 
den  Flächen ; 

6)  bei  gleichgrossen  Flächen  und  ebenen  Winkeln,  centrisch 
nach  den  Kauten. 

Das  Aufstellen  und  Beweisen  solcher  Uuikehrungen,  deren  es  noch 
mehrere  gibt,  dürfte  eine  gute  Uebung  iilr  »SchOler  sein. 

§.  7.  Es  handelt  sich  nicht  um  die  Sucht  nach  Analomn; 
vielmehr  zeigt  das  bisher  Gesagte,  und  namentlich  die  UmkeDran* 
gen  V.  etc.,  dass  die  kantenbcnihrende  Kugel  in  nothwendtgeia 
Zusammenhange  mit  den  regulären  Körpern  steht,  und  das«  oeM- 
halb  der  gewiilinlich  aufgestellte  Lehrsatz  ($•  3.)  und  mit  ibnn  die 
ganze  Lehre  von  den  platonischen  Körpern  mangelhaft  bleibt«  so 
lange  dieser  Kugel  nicht  gedacht  wird. 

§.  8.  Eben  wegen  des  er^-ähnten  innigen  Zusammenbanfpes 
ist  man  genütbigt,  entweder  —  was  bei  dem  Dodekaeder,  meines 
Wissens,  gewöhnlich  geschieht  —  den  Halbmesser  der  Kanten- 
kugel  selbst  zu  benutzen,  oder  denselben  durch  eine  andere  Di- 
mension zu  ersetzen,  wenn  die  Construction  der  andern  Kagei- 
halbmesser  und,  bei  Ausschluss  sphärischer  Trigonometrie»  die 
Berechnung  letztgenannter  Linien,  des  Kubikinhaltes,  sowie  4eB 
Neigungswinkels  verlangt  wird.  Will  man  aber  ein  einziges,  rein 
geometrisches  Gesetz  aufstellen,  nach  dem  sich  sämmtlicne  plato- 
nischen Polyeder  berechnen  lassen,  so  wird  man  bei  allen  am 
angemessensten  den  erwähnten  Halbmesser  zu  Hilfe  nehmen. 


Ein  rein  (geometrisches  Gesetz  zur  gicichartigpen  Berechnung 
der    ^nichtigsten    Stücke     und    des    Kubikinhaltes    regniärer 

Körper. 

6.  9.  Wird  irgend  ein  Körper,  er  sei  regelmässig  oder  nicht, 
durcngehends  von  7ikantigon  Ecken  und  r/iseitigcn  ebenen  Figuren 
begrenzt,  nnd  ist  iS  die  Anzahl  der  Grenzflächen,   so  folgt; 


n«  Anznhl  all«r  cbMen  Winket   W=:mS: 

Körpereckeo  £=:-.H^:=  — S: 
..     Kanten  K=^.W='^S: 
ksacb  dorn  Eutcrschpn  LehrHatze: 


rdle  Aiuahl  nller  GrntzflSehen : 


■S:=2. 


Zucats.      Hat  -'< 
■J  liezek-linel  a 


Jiid  K  bekannt  «ind. 

1    »irilcher  Kürpor  eleicbgrosfie  GrenzllSchen, 
■leu  Inhalt  von  einer   iWsclueiit    O  seine  Ober- 


i.  10.  So  iiftit  sich,  dem  rori||;»n  l*anif:raphen  semSeft,  itisbe- 
mime  bei  einem  reenlüron  Kilrpcr  die  Aninhl  uller  Seitenn^cben, 
■noiUidi  aber  die  UberIMcbe  n^cb  einer  und  derselben  Formel 
kncbnen  lünnt,  enbnld  nur  die  Besobuffenbeit  einer  (irenzllüche 
Mi  ilw  Anxnbl  derselben  am  Ehi  Eck  berum  bekannt  ist,  ebenso 
^  M  ein  rar  dies«  KOrper  nllf^mein  fTilltii^es  Gesetz,  nach 
«cMeni  »kb  blos  unter  leltl genannter  voraussetznn^  die  drei 
XmlhnflimeHKcr,  der  Kuliiktiibntl,  Hie  uucb  der  Neigunct^ivinkel 
nbvlieii  dvn  GrenzfiKcheti  eines  jeden,  nhne  Hilfe  spliiiriscber 
Tneononirtri» ,  liereehnen  lassen.  Zngleicb  (vird  e«  durcb  dieses 
Gntb  OherlbiKxig,  den  elementaren  Uerecbnunf^en  nacb  cenrihn- 
IWf»  WeUc  citi  Consirniren  oder  minde^tenH  ein  Vorstellen  der 
GeiUll  rine'>  jeden  einzelnen  KOrpers  vorausgeben  zu  lassen,  da 
■wdbe  nur  den  ebeiierwiihnten  Eulerschcn  und  den  §.  ft.  IV. 
wfpISbrten  Lehrttatx  io  eleuientarer,  aber  allgemeiner  Fassung 
W«ie*en  vornnsKetet. 

f.  II.    Lehrsatz.    Gibt  es  irgend  einen  regelmässigen  Kür- 

1B,  deuen  Ecken  nkantig  sind,   so   tinden  folgende  Siitze  statt: 

*l.    Wie  Endpunkte  der  m Knoten,  wckbe  von  einem  Körner- 

eck  niislnuren,    liegen   in   Einer  Ebene  und   ihre  Verliin- 

dunei*buien  —  ktelntile  Diagonalen  der  Grenztllichen ,  jede 

=  (/  (in   besonderen  Fallen  Seitenlinien,    al^o   d  =  d)  - 

bilden  eine  regelm-lssige,  nseitii;e  Figur,  Basis  des  Eckes 

genannt    (auf  «elcher  der  Ualbmeseer    de»  Eckes  senk- 

>  lecht  Hiebt). 

I  Der  ll&lbmcsser  It  der  innliescbriebenen   und   «1er  Holb- 
'  2t    der    kanlenberübrenden   Kugel  verhallen  sieb 
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zu  eiiiinder»   wie  die  Kante  a  xnm  HalbmeMer  g  der 
E^ckbasis,   oder  es  ist: 

Bew.  ad  I.  Es  bezeichne  A  das  körperliche  Eck »  B^CD..,, 
die  Endpunkte  der  Kanten  und  M  den,  jedenfalls  vorhandenen 
Mittelpunkt  des  Korpers. 

Werden  MA ,  MB,  MC,  MD...,  gezogen,   so  entstehen  lau 
ter  congruente,  gleichschenkelige  Dreiecke,  woher 

1)    ^3IAB=^MAC=^3IAD.... 

Werden  von  B,  C,  />....  Lothe  auf  MA  gefüllt,  so  wird  JUA 
in  den,  vielleicht  noch  verschiedenen  Punkten  jP,  F',  F*....  ge- 
troffen. Wegen  Folgerung  1)  jedoch  und  wegen  der  Gleichheit 
der  Kanten  sind  die  neu  entstandenen  rechtwinkeligen  Dreiecke 
congruent,  folglich  findet  statt:  ' 

2)  AF=z  AF'  ^  AF" .... ,  d.  b.  die  Lothe  treten  sich  in  einem 
einzigen  Puokte  F  des  Halbmessers  MA  und  die  Verblo- 
dungslinicu  der  Kanten -Enduunkte  bilden  eine  ebeoe» 
nseitige  Figur,  auf  welcher  MA  in  F  senkrecht  steht; 

3)  BF=:CF=DF=,..,,  d.  b.  die  nseitige  Figur,  wovon 
ohnedies  jede  Seite  =d  ist,  lässt  einen  umschriebcäien 
Kreis  zu,  ist  also  ein  regelmässiges,  ebenes  nE^,  mit 
der  Seite  BC=^d  (oder  a),  dem  Mittelpankte  F  und  dm 
Halbmesser  FB=^q. 


s ;  ■. 


JBew.  ad  11.  Bezeichnet  K  den  Mittelpunkt  der  Kante  AB^ 
so  i»it  MK  die  Haupthöhe  und  BF  eine  zweite  Höhe  des  gleldk* 
schenkeligen  Dreiecks  MAB,  daher: 

MAiMKz=zAB:BF. 

Es  ist  aber  MA=zR,  dann  MK=^,  ferner  AB=za  und  BF=q, 
daher: 

O)    R:^  =  a:(/, 

§.  12.    Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  noch: 

MA^=MK''+(^^y, 
oder 

Aus  den  beiden  Gleichungen  0)  und  J))  ergiebt  sich  sogleich : 

a 
1.    2JB=a.T7=====  filr  dert  Durchmesser  der  Eckenkugel, 

IL    225=5'.  T^~==  ^"'  ^®"  Durchmesser  der  Kantenkugel. 


AnaerkuDi;-  l>i«  Ulcic-hun^  D)  M^t  sv\iuu  uub  Aeta  »Is  lie- 
"iwa  vor&ua^fiwetxleD  Leliraalxe  §.  (1.  IV..  Iintte  sonacb  hier  Ittti- 
Kr  neuen  Ableitung  bcdurß,  wenn  fiir  getvJihiilich  von  der  Uanten- 
Isihreiiden  Kugel  die  Kede  wUre. 

f  13.  Der  Nenner  V^a*—  q*  ist  uiclits  Anderes  als  tier 
Vwth  *aa  AF,  d.  li.  als  die  EiiirenuinK  der  SjutEe  des  körpcr- 
Ua  Evlcet)  VüU  seiner  Basis.     Man  erhült  daher  aus),  den  iSaU: 

Die  Kuntc  eines  regulüren  Polyeders  ist  die  miltlere  Pro- 
^{«Ttionale  zivisebem  dem  Durchmesser  der  unisfliriebenen 
MWagol  und  der  tcttnannten  Entfernung  AF;  dagegen  er- 
[fc&ll  mau  aus  Cleiciiung  II. : 

Der  Durchiuesser  der  Kaiitenkitgel  verhält  sieb  zur  Kante 
'  «elbat,  nie  der  Uilbniesser  der  Eckbasis  aur  Entfernung 
f  der  lelitoren  von  der  Eckspitze. 

ng.     Wie    die    letzten   beiden  Sätze  auch  aus  den 

«eil  MÄ-.AK^AB-.AFxmA  MK.AK=  UF.AF  M^w: 

ncli  «amenllich  der  erstcre  noch  mit  Hilfe  eines  Kreises 

^der  von  M  uns  durch  A  und  B  geht,  indem  unmittelbar 

=AB:AF  IM.    Durrb  diesen  Satz  wird  e»  mOgUch,  den 

■  der  kantenliertibrendeD   Kugel    ftlr   die    etwaigeti  Be- 

I  und  Co uMtruct innen  zu  umgehen,  wenn  man  statt  sei- 

wM   minder  nicbtii^  tinisse  AF  oder  gar  CiAM — AF) 

sser  o  in  Anwendung  bringt,    wie   sulclies  in  mehreren 

äfem  bei  dem  ikosaeder,  mitunter  auch  bei  dem  Tetraeder 

j  aber  tiirgcnds,  soiveil  mir  bekannt,  in  consequen- 

irfAbrung  und  ohne   Rücksicht  auf  die    besondere  Gestal- 

'I  e)itz»liien  Körpers  geschehen  ist. 

Bezeichnet  r    den  Halbmesser  des   umschriebenen.  ^ 

*  ttnh esc h rieben en    Kreises   der    Grenzfläche  und    f  den 

r  einbeschriebenen  Kugel,   so  bat  man  bekanntlich 

/«=««— r*  (oder  /«=»«  — p«). 

I  hief  den  im    vorigen  Paragraphen   entwickelt«!  Wertli 
R^oder  S)  ein,   so  erhält  man  weiter: 


'■V?. 


^t  „der  J   *""'   ''"'   """"'>■ 


heschrieber 
K«B=1. 


W«nn  C  den  Kubikinhalt  eines  regelmässigen  Kürper»  bezclch 
Ll4-  4e  fibriSL-n  Buchstaben  aber  ihre  bisherige  Bedeulmig  bcfiul 
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Zosats.  Der  halbe  Neigungswinkel  ist  spitzer  Winkel  eine* 
reehtwlnkeligen  Dreiecks,  einge^hlossen  von  den  Halbmessern  31 
und  Q,  gegenüber  dem  Halbmesser  P;   daher: 

P  X  P 

sin|9is=^4  sec49=5  ~,  tapgi^4;=-  «.  a.  {L 

§.  15.  Ausserdem 9  dass  m>2  und  n>2  sein  mui«,  kann» 
schon  nach  J.  9.,  wegen  des  Nenners  der  dortigen  B^flche,  ein 
KOrper  mit  gleichnamigen  Grenzfiguren  und  mit  Ecken  von  gleich« 
vielen  Kanten  nur  dann   bestehen,   wenn  2(n-fm)>nm  Ist;    er 

wfirde  undenkbar,  sobald  2(n-i-m)^nm  wäre.     Daher  kann  em, 

wenn  sian  die  Kfirper  mit  convex-concaven  Ecken  nicht  besonder« 
sählt,  fiberbaupt  nur  fünf  Gattungen  solcher  Körper  geben.  D» 
kein  Raum  von  lauter  eoncaven  Ecken  umsdüossen,  ein  regehwis« 
siger  Körper  seinem  Begriff  nach  nicht  convex«concav  sein  kaw« 
so  gibt  es  nur  länf  reguläre  Korper. 

In  jedem  dieser  fünf  Fälle  ist  auch  q^a,  wessbalb  die  WertiM 
von  R,  R,  P  und  C  reell  sind.    Wenn  aber  3(ii-f  m)^iKfit  is^ 

so  ist  auch  q'^a,  wodurch  R,  7i,  P,  C  unbestimmbar  oder 
ginär  werden. 


Anwendungen  auf  die  fünf  möglichen  Fidle. 

$.  16.    Anwendung    des    in    §.   11.   I.    enthaltenen 

Lehrsatzes. 

1.  Wird  ein  kurperliches  Eck  von  drei  congruenten  gleichsei- 
tigen Dreiecken  gebildet,  so  ist  9f=3,  daher  die  Basis  des  kör- 
perlichen Ecks  em  gleichseitiges  Dreieck,   und  zwar  d=^a,    also 


aV3 


C)='- 


9=-3 

2.    Bei  einem  körperlichen  Eck  aus  vier  gleichseitigen^  gleich 

zu  einander  geneigten  Dreiecken    ist  n=4,    daher  die  Basis  ein 

V2 
Quadrat  mit  der  Seite  d[=a  und  dem  Halbmesser  q^a-^'f   ^'o* 


*)  C=ilO.F  folgt  anmittelbsr   aiM  j{.  6.  IV.    aU  Zutais   ondl   wM 
in  vieieD  Lehrbücbem  als  folcher  gegeben. 
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l  Bd  einem  körperlichen  Eck  ans  fünf  gleichseitigen  gleich 
a  einander  geneigten  Dreiecken  lein  =  6,  die  Baeie  aleo  ein  regel- 
wktSg98   Fflnfeck  mit   der   Seite    d^=a   und    dem    Halbmesser 


L   bt  das  körperliche  Eck  von  drei  congmenten  Quadraten 

.    adUdel,  so  bt  ii=:3,  die  Basis  des  Ecks  ein  gleichseitiges  Drei- 

V3        V6 
eck  mit  deriSelte  dz=:aV2  und  dem  Halbmesser  q=^d.'^:=xa.'-^9 


wfher 


(9'=«- 


S.    Kommen  endlich  drei   congruente  regelmässijge  Fünfecke 
faiKSrpereck  xusammen,  so  ist  n=3,  somit  die  Basis  des  Eckes 

«h  cleichseitiffes  Dreieck  mit  der  Seite  d=a. — ?s — und  dem 


.  V3         (H-V5)V3     ,      /qy     34-V5 
q^d.^^a. g ,  also  (^^^  =— ^— 


{.  17.    Anwendung  des  Lehrsatzes   $.  11.   U. 
resp.  der  Formeln  des  §.  12. 


mit  f,  und  nach  den  fünf  besonderen  Fällen  mit  fi ,  f^ 


h*  U»  fh*  ^^  erhält  man: 


w 


1  — 


/.'= 


fi* 


3    — 


A«= 


h*= 


3 


also  /i  =  4v6; 


l 


I 

1 


>f 


/ä-V2; 


5  +  V5 


~   iö 


(1  » 


M       /3 


^  =  VT0  +  2V5; 


»>      /4 


A-V3: 


^__^^(HV5)«.3    ^    /;=. (1  +  ^5)1^3. 
6 


Ferner 


Für  den  Ditrcbmeseer  derEckenkngel  erhält  man  sogleich  ^R—af, 
ler  erhSff  man  für  den  Durchmesser  der  Kantenkugel: 


las 

2«i=9i/i=«.-^  • -g-  =a.;V2; 

-1/2 

4/6 

23t,=y4^4=a.YV3  =aV2;- 

«W  -«  ^-«  a+V5)V3    (H-V5)V3     „/l  +  VBV    '  . 
2«6-»</»=o. g . 2 =«1^      2'    /  •- 

Anmerkung.    Der  Factor  von  a  (üv  22(  sei  im  AUgemeliiei 
mit  V  bezeichnet,  so  dass  also  22(=ar  filr  alle  Fälle  gefte. 


{.  18.    Anwendung  des  J.  14.,  nfimlich  der  Formel 
für  deu  Durchmesser  der  Flächeokugel. 

Cm  2P  m  berechnen ,  hat  man 

4r* 
in  den  ersten  drei  Fällen— 2-=}; 

Im  vierteln  Falle  — ö-=2»  im  tiSoften  —=-= k 

ar  ar  o 

Beseichnet  man  diese  Grösse  mit  p^,  so  ist : 

/»"-ft*— — 2  *- — 6 — 12 — ' 

A*-p«'=3-2=i; 

^.        .     3(1  +  V5)«     10+2V5     60-22V6 
n*-p^= 4 5 = 20 

BezdchDct  man  die  Wurzel  aiui  jedem  dieser  Aosdrflcke  mit 
M>  erhält  man: 

««>i=iV6; 
_    _(3-fV5)v3. 

*»— — s — ' 

»4=1; 


10» 

Sogieidi  ist  Or  jeden  Fall  2P=aw, 

S-  19.    Anwendung  des  %.  14.  oder  der  Formel 

für  den  Kubikinhalt. 

Da  ausser  den  bereits  angeführten  Grossen  in  den  ersten  drei 

IkUen  immer  tv^S  and^=a^.-7~,   im  vierten  m  =  4  und  ^  =  o* 

L'    md  im  ffinften  in=5  und  0=0*.  J  V^5(5+2V5)  ist,  so  erhält  man 

1— idist  flhp  S=S7 — : — X >n  den  einzelnen  Fällen  foleende 

Wcrtbe: 

P        4.3 4.4 

^  — 2(3+3)-3.3=*'   '^=2(4+3)-4.3='''' 

*  =3(6+3) -5. 3=^'  ** =2(3+4)— 3.4="^' 

•     *»  ~  2(3+5) -3.5—"* 

V"    H*        TP* 


V8  V3 

Ci=l.8.-y -Y-«*  =a».iV2; 

Ci=j.20.^y^^.^.«.  =a..A(3+V5); 

Q=!.d.l.a>  =0»; 


|.   20.    Berechnung   des  Neigungswinkels 
zweier  Grenzflächen. 

Da  in  den  ersten  drei  Fällen  ä~'  =  - V3>  im  vierten  ö- =  ~  und 

1        l    ; 
bn  flhiftefi  ö~  2=  ~  V5— 2V5  ist;  so  rechnet  man  äusserst  bequem 


^1        »    o»     1  1 


oder  auch 
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Man  erfallt: 


j^. 


8ec49i  =  iV6,  tg;yi=lV6.V3=lV2; 

8€cigj^=V3,  tg4%==lV«.V3=V2; 

»cclvi=ja  +  Vö)v3  tglqPi  =  l(3+t^ö)V3.V3=i(3^Y8); 

8ec;94=V2,  tgi94  =  l; 

8tcly^=Ul+V5)«1^6=2V5)  tg49>Ä=,'aVö(50  +  22V5X5^2v6: 

=i1^10+2v6  I  =4(1 +  V  5) 

Zor  Probe  findet  man  durchaus  sec*49'"^^S*49T=l«  'b^  ^^m 
also  die  Werthe  von  v,  w,  sowie  von  /  richtig  sein  mässen. 

Anmerlcung.  Insofern  die  Berechnung  von  v  nach  (•  17.  we- 
niger Reductionen  erfordert  als  die  Berecbnuns  von  w  nach  §.  18^ 
so  ist  jedenfalls  seci^  am  bequemsten  tu  finden« 


§,  21.    Constrnction  des  Durchmessers  der 

Kantenkugel. 

• 

Man  sieht  aus  ^.  17.  und  6.  18. ,  dass  der  Durchmesser  der 
Kantenicugel  auf  emeo  einfacheren  Zahlenirerth  fiihrt,  als  die 
Durchmesser  der  beiden  arideren  Kugeln.  Hieraus  lässt  sieb  auch 
darauf  schliessen,  dass  dieser  Durchmesser  im  Allgemeinen  am 
leichtesten  zu  construiren  ist.  In  der  That  gehen  aus  den  in  §.  17. 
gefundenen  Werthen  von  '22C  folgende  Sätze  hervor,  die  sich 
auch  einzeln  für  jeden  Körper  synthetisch  und  zwar  ohne  alle 
Schwierigkeit  beweisen  last<en : 

1;  Bei  dem  Tetraeder  ist  der  Durchmesser  22C|  der  kanten- 
beriihrenden  Kugel  so  gross  wie  die  Kathete  eines  gleichschenk- 
lig-rechtwinkeligen Dreiecks,  welches  die  Kante  zur  Hy^iotenuse  hat 

2)  Bei  dem  Octaeder  ist  2X^  so  gross  wie  die  Kante. 

3)  Bei  dem  Ikosaeder  ist  die  Grösse  desselben  Durchmes- 
sers bestimmt: 

a)  unmittelbar  gemäss  der  Form  22(3  =  0. — s —  durch  die 

Diagonale  eines  regelmässigen  Fünfecks,  welches  die  Kante 
zur  Seite  hat,  d.  i.  durch  die  Diagonale  der  Eckbasis; 

b)  nach  der  Form  2X3  =  4a  (1  -|  V^)  durch  den  Durchmesser 
eines  regelmässigen  Zehnecks,  welches  die  halbe  Kante 
zur  Seite  hat. 

i)    Bei  dem  Hexaeder  ist  22t«  =  der  Diagonale  der  Grenzfläche. 

äDer  Durchmesser  der  kantenberührenden  Kugel   bei  dem 
aeder  ist: 
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l  +  VÖV 


— ^2 — )  80  groM  wie  die  Dia- 
gonale eines  regelniSssieen  Fönfecksy  welches  die  Diago- 
oaie  der  Grenzfläche  selbst  wieder  zur  Seite  hat,  d.  h.  wie 
die  Diagonale  eines,  parallel  zu  einer  Seitenfläche  geführ- 
ten Schnittes  y  welcher  durch  die  nächstliegenden  Ecken 
geht; 

»)  naeh  der  Form  2X5s:^^^^^^\(l+V5)  so  gross  wie  der 

Durchmesser  eines  regulären  Zehnecks,  welches  die  halbe 
Diagonale  der  Grenzfläche  zur  Seite  hat,  d.  h.  des  in  meh- 
reren Lehrbachern  gebrauchten  Schnittes,  welcher  durch 
den  Mittelpankt  des  Körpers  parallel  zu  einer  Seitenfläche 
gefilhrt  wird; 

€)  oder  nach  der,    f&r   die  Construction   bequemsten.   Form 

32t^=a(l-| 5 — )  so  gross  wie  die  Summe  aus  der  Kante 

md  Diagonale  der  Grenzfläche. 

Anmerkung;    Wie  leicht  die  andern  beiden  Ku^elhalbmesser, 
i  Mvie  der  halbe  Neigungswinkel  einen  regulären   Krirpers  durch 
bwtniction  sich  finden  lassen,  wenn  2C  bekannt  ist,  leuchtet  von 
idbtt  ein. 

S-  2i.    Anwendung  ebener  Trigonometrie 

auf  obige   Formeln. 

Bs  sei  /  der  halbe  Centriwinkel ,  tt  der  halbe  Polyeonwinkei 
itt  Grenilftcbe,  hfaigegen  i  der  halbe  Centriwinkel  der  Eckbasis, 
«iktid  die  Obrigen  Buchstaben  ihre  Bedeutung  behalten,  so  Ist: 

Von  der  Grenzfläche  ist: 
rs=|«.eosecy,  p=ia.ctgy,  d^=2.a.sina=2a.cosy 

^Zahl  p^rsTsscosec'y. 


Toa  dar  EeUiaais  Ist: 
■  -g=ii{.cosecd=a.sina.cosec  J=a.cosy.cofiec  j 


cos— 
&      eosy  10 

Ä^^sinÄ*^  .    » 

sm  — 

n 

Nmi  folgt  weiter: 
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9t 


Bekanntlich  ist: 
/2:2C==a:^=:6iud:cosy,  afso  auch  /:v=siDf  icoaf » 
woher : 


n 
cos  — 


II.    v= 


cosy m 


Ycos^.cos(-  +  ~;cos^---; 
.,  Ferner  ist: 

«^=^-''  =«lSr*d-cos«y-ü^=^^*S'ysüi^-co.V 

also 

eos4 
HL    to  =  cotgy.^,.   ■  = 

TP 

cos  — 
,    n  n 

Nun  sind  die  Durchmesser  der  drei  Kugeln  folgende: 

2/^=a.^    2Ä  =  a.t;  und  2P=a^fc.  • 

Der  Inhalt  einer  Grenzfläche  ist  =::ima*. cotgy.    Daher: 

IV.     0=er/ — ; — \ z:o*»cotc  — 

2(n  +  wi) — nm  ^m 

.a*.cote— 


~2ri  +  *-Vl  ""^ 


(-  +  -)- 
\m     n/ 


:  t 
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COtg*— COS— 

V.  C^\'0.u,.a^^^y^a\ 


V  C08«.C08g4f  )  C06  (^-^) 


0SS.CO8 


,                                 -  cote*  — .COS  — 
^    1 j ^  m        w 

(m  +  «)~2       V'=»«''-«»»(S+,7)'=««6-j) 

Anmerkung.     Die  Grossen und  —  +  -  erleiden  för 

KSrper  mit  gleicbnamigen  Flächen  und  s;leichviel- kantigen  Ecken, 
iBsomebr  Tür  reguläre  Krirper  ($.  15.),  folgende  Beschrän- 
famgen: 

-——1  immer  positiv,  wegen  }))  ist 
— h~~  )  ebenfalls  immer  positiv;  daher 

Vco8Jr»cos(  — +— |cos( I 

seil»  so  lange  namentlich  die  zweite  BeschrSnkune  statt  findet, 
m,  die  erst«  onnedem  da  sein  muss,  wenn  man  überhaupt  nur  an 
)/m9  Flächen-  und  Raumbegränzung  denken  will. 

r 

Dia  Verhältnisse  swischen  den  Kugelhalbmessern  eines  einzel- 
mtk  Körpers  ergeben  sich  in  folgender  Weise: 

n  COS  — 

sin  — 
m 

Y  cos  — 

^n-  Ä=/-=Tir' 

sm— 
n 

V"I-  B=^=cot8  I  •  cotg  J. 
Das  Verfaältniss  VI.  gibt  zugleich  sini^. 
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Das  V«rhSltoiss  VII.  gibt  den  Siniu  des  Winkels  swischen  ddi 
Dorchmesser  dsr  Eckenkugel  und  der  Kante. 

Das  Verbältniss  VIII.  sibt  den  Sinns  der  Neigung  vomDardiiMS- 
ser  der  Eckenkugel  zur  Grenzfläche 

Weitere  Betrachtungen  dürften  wohl  hier  nicht  am  Orte  sein; 
wir  üb'erlaissen  sie  daher  dem  Leser. 


Heber  ein  paar  Doppelfntesrale» 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  UMveraitSt  an 


Unter  den  bestimmten  Integralen,  welche  di^  Aufmerksamkeit 
der  Analytiker  mehrfach  in  Anspruch  genommea  haben,  befindet 
sich  eine  ziemlidie  Reihe  solcher,  die  unter  den  Formeii 

stehen,  und  zwar  sind  dieselben  desswegen  von  Interesse,  weil  es 
mebtentheils  nicht  so  leicht  ist,  convergente  Reiben  Air  Ihtm  Be* 
rechnunc  aufzustellen.  Es  wird  daher  nicht  ohne  Interesse  sein. 
^h  h  "  " 


*  cos  kx  j   w 


•  Biokx  « 

0     a«+a:*  2 


0) 


(2) 


ableiten  lassen. 

Ich  gehe  von  dem  Doppelintegrale  aus: 


=r 


cos  6a; 


dxfjm 


^Qßxtdip 


(3) 
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Em  ■■Mtltefce  CMslanten  als  wesentlich  pMittre  Grössen  ao-^ 
Ama  werden  and  fit)  eine  beliebige,  aber  Innerhalb  der  Crren- 
<=0  bis  l=c  endliche  uod  continuirliche  Funlction  beseichnet 
«nter  diesen  Voraussetzungen  die  Funktion  zweier  Variablen 

cos  Aar    -,,.  . 

^q:^.A<)cosa:< 

erhalb  der  Integrationsgränzen  ar=0,  a:=:x,  <=0,  f=c  eben- 
s  endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  die  ümkehrung  der  Integra- 
isfolf^e  gestattet  und  demnach 

«n/o  ^^^Jo         a*^x*     ^'  <^> 

Man  übersieht  nun  auf  der  Stelle ,  dass  sich  hier  die  Formel 
ani^enden  iSsst,  sobald  man  das  CoAiuusprodukt  in  eine  Cosi- 
fsamnie  zerlegt  bat,  aber  man  darf  zugleich  nicht  übersehen» 
»s  j^ne  Formel  ein  wesesdich  positives  k  voraussetzt,  und  diess 
khigf  uns  zu  einer  Unterscheidfung.  Ist  nämlich  erstlich  6  >  e, 
ist  auch  6>l  wegen  der  Integrationsgrfinzen  fär  i^  und  mithin 
rfcD   wir 

cosÄarcos  f;r  =  icos(6  +  Qa:  + Jcos  (6  —  Q  J? 

tzeo,  wo  6-f  <  und  b  —  i  zugleich  positiv  sind.  Man  bekommt 
DD  unter  Benutzung  der  Formel  (1)  für  A:  =  &  -f  ^  und  A:=& — 1\ 

i«  durch  Vergleichung  des  ersten  und  letzten  Werthes  von  jS, 
für  6>c: 

Ist  sweitens  6<e  (aber  natfirlicb  >0),  so  serlege  man  das 
M  O  bia  e  gebende  Integral  in  zwei  andere,  welche  sich  von  0 
is  6  und  von  b  bis  c  erstrecken;    es  wird  dann 

Hier  ist  im  ersten  Doppelintegrale  wegen  der  Integratioosgränzen 
I  und  b,  zwischen  denen  t  liegt,  6><  und  mithin 

eosAjreos£r=^ces(6-f<)x-|'icos(6— 0^; 
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im  zweiten  Doppeliiitegrale  dagegen  ist  Bofolse  der  InlegratioBe- 
grSDsen  b  und  c  jederaeit  e>£>6,  ond  mittin  mass  mm  hie^ 
wo  <>6  ist» 

costxcosbx=^]^eo8(t-i-b)x  +  lcoB(t''b)x 

setzen.    Wendet  man  jetzt  die  Formel  (l)  an,  so  ergiebt  sieb  auf  ' 
der  Stelle 

und  wenn  man  berficksiehtigt,  dass 

,  %J  0 

ist,  so  kann  man  hieraos  die  Form 

ableiten.    Zerlegt  man  noch  das  dritte  Integral  in 

und  vergleicht  darauf  die  erste  und  letzte  Form  vod  S,  so  gelangt 
man  zu  dem  Theoreme; 

fflr  6<e: 

=  £  (ei^'^+e—^lfl '  e-tfitidt  \     (6) 

Bevor  wir  Beispiele  zu  diesem  nicbt  unwichtigen  Satze  gebeiu 
wollen  wir  erst  ein  Correlat  dazu  aufstellen. 

Dasselbe  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  auf  das  Doppeliotegr«! 
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IX  die  vorigen  TransformatioDen  anwendet;  der  Unterschied  be- 
ht  nur  dann,  daas  man  das  in 

rkommende  Smusprodukt  in  eine  Cosinusdifferenz  zerlegt ,  statt 
9B  frfiher  eine  Cosinussumme  vorkam.  Man  findet  so  ohne 
hwierigkeit 

far  *>c: 


(8) 


mer 


für  6>c: 


y^*   sinftar   .     /*«     ^,  . 


Als  erstes  Beispiel  benatzen  wir  die  Substitution  f{f)^-    m 
Formeln  (8)  und  (9);    es  wird  dann 
Dir  6>c: 

y''*  sin hx        C^^^^^At 


Setzt  man  links  at^^t,  so  geht  das  nach  t  genommene  Integral  in 

1/0         "^ 

«  wo  5t  den  Integralsinus  bezeichnet.    Nimmt  man  ferner  im 

tt  ti 

integrale  rechts  <=-«-  9  im  zweiten  ^=  -,  so  wird 

**  Cl  ö 

TiMil  XL  12 


y'**  du  P^ du 

und  mittelst  dieser  TransfonnatioDen  haben  wir  jetzt 

•    ••■■  -    ■ 

^q^  Ä(c:r)  da:=  j^e-«*  [/i  (e+-)-/t(r-*-)] 

Die  Formel  (9)  dagegen  gi«bt  als  Werth  desselben  Integra 
im  Ralle  6  <  e : 

Hier  f^eht  die  erste  l«tegfaldifcreiiz  iSr  |=-  Iber  in 

y'^^dn  P^du  P^du 

0       »  Jh       u  J  ttk     u 

Die,  zweite  Differenz  verwandelt  sich ,    wenn  man  im  ersten  In 
grale  /  =  — ,  im  zweiten  t=- —  setzt,  wie' Folgt: 

y'^acfiu     •        p^  du  P^^du 

OM  J  ^^  U  J  ^ahU 

und  vermöge  dteser  TransftntnatKonen  wird  j^tit.  . 
fiir  6<c: 


■  I 


/*•   sinftor  ^.,     '   , 
=  £[e-«*/i(rH*)-e+-*ß(«-«*)] 


^ 


+  ^[f«»— €-•*}«(€-«).  •»•^»R 
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Greht  man  noch  xur  Qrte«e  tat  luwendlich  wachsende  ^  über 
ud  erinnert  sich,  «dass 

» 

.jpimÄCß-«^)=/i(0)  =  0 

iat»  so  gelangt  man  sn  der  «ebon  bekannten ,  fifr  jedes  j^sitive  a 
wati  b  geltenden  Formel: 

Ein  zweites  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert   die  Annahme 
e=ao,  /"(()  =  £M-»,  wobei  die  Formel 

/•*.-icoe*lrf*=^M^.O<,<l 
■  Anwendung  gebracht  werden  kann.    Die  Formel  (6)  giebt  jetzt 

r(rtcos4f*«/^     ^q^.^ 
BtieicbDeo  ^ir  nan  wie  folgt: 

so  folgt  Rir  ff^af,  A;=:a6: 

^*V-*r^&  =  i  A(^,  a6); 

so   erbalten  wir  jetzt  ohne  Schwierigkeit 

y'**  cos  Aar  Ar      ne^^  +  e-^ 

o  man  nun  /\  und   f^  leicht  in  convergirende  Reiben  verwan- 
.  Mn  kann. 

12« 
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Die  Fornral  (9)  giebt  in  ähnlicher  Weise 

y"**  anbx  dx     »e+«»— e-«* 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  ft=l,  wo  ^{y^=^^ 
wird;    man  hat  dann  ' 

y"**   cos&x  dx n  e^^+e-^ 


X 


*  sin  6a:   <ir        »   ^«*— e*a* 


Setzt  man  a^,  6^,  2^,  t^  fät  a,  b,  x,  u,  so  erhält  inaB  U 
aus  noch 

y'**  cos  (6«:«)  ,  «^      r  .  A^.  .  __/^«i 

2  t/ü  4a3V2  t/o 


4ii»V^2 


V^ir  /■•«*  V^  /••* 


4a3V"2 


Bemerkenswerth  ist  hier  noch»  dass  die  Differenz  beider  U 
fp:ale  eine  algebraische  Grösse  (im  Sinne  Abel's)  darstellt 


•  I.. 

...    ■■■J 


tetergachnngen  über  die  Theoreme 
von  Cotes  und  IWoivre* 

Von  d<;<u 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lshrar   am   (ijininaviDiD   lu   Stmlaand. 


Es  Ut  bebannt,  ivic  man  durch  die  Tlieoiie  di'r  iuiag!iiSreD 
f<m  a(i:o»rF  1-  V— Isiiiq?)  Zur  Kenntn'iMti  iler  nänimtlichen  imaci- 
«'urjccln  (lof  (•li-ii*liiin(;  j'"  +  l=0  -nler  j"  — 1^0,  uml  «a- 
imh  zur  /«.-rtpsune  der  Functionen  jr"  +  l,  j"  —  1  in  Fartoren 
(truilt^i*  itel!in)>t.  Werden  je  znei  rnnjui^irte  imaginäre  Facto- 
m  liorcli  Alultiiilieali'in  zu  e'nwm  rrinllcn  Fai'tur  xaeiten  Uradps 
igt ,  »I  miiill  mun  vine  Durfitellunt;  jrrier  Fiiiictinnen  durch 
1^  IVodurI  ann  rcellpn  Factnrun  doc  t-r^tt^n  und  zweiten  Grades. 
Hrrteiluni;  den  rotcMiHchen  Theurenis  ist  zwar  hticbst  ein- 
aller,  du  si«  auf  imaftiflären  Betrachtungen  beruht,  nichts 
*nig«t  al»  ek'iiivntiir,  weshalh  eine  Herteituiig  ohne  Hülfe  des 
uufinSren  diesen  Cegeusland  dem  AitfSnger  vielleicht  r.u^Ün^- 
Uier  nutchrii  dürfle;  denn  vtenn  es  ihm  auch  keine  Schtvieri;;- 
Diachl,  mit  imaginiiren  Formen  zu  rechnen,  so  versteht  er  du- 
•itiluOi  mx'h  nicht  die  Itcdnutang  derttelben,  wie  Icir  (iherhuupl 
•  Echtiolli.-  Theuri'i  flüer  das  Weoen  dßs  Imaginüren  wohl  nnch 
-iM.irlM>   li.il.en.     Die  ]>itrr<tclliin^ttmethode.  welche  ich  Uilf  den 


nde. 


vird  f 


R-h  auf  den  ;tlm 


4(1 1  eil 


HerlettuDg  de«  ktstorn  nhne  Hiilf« 
risens    von    Gö|>t 
bekannt  gemachl 


i>«l  im  VI.    Dande    des 


Zerlegung  der    Function  A':=x"  4  '- 

E«    sei   j^* — ''J'+^    ßin    Irinomischer    Divisnr    der    Funttimi 
der  sich  iiichl  in  einfache   reelle  Factaren  zerlegen  lät^ttt; 
~  m,  wie  au«  dor  (ilcinhuim  ,i«— «.i  |  ;S=(,r— 1«)»— (;««— jJ) 


henrorgebt,  ß  positiv  nnd  zugleich  lo^<|3  sein.    Um  o  und  ß  n 
bestimroeD,  setze  man 

I 

roultiplicire  zu  beiden  Seiten  mit  dem  Nenner  linker  Hand»  ordne   , 
rechter  Hand   nach  absteigenden  Potenzen  von  x  und  identiBdre 
beide  Seiten  der  Gleichung;    dann  erhält  man  folgende  RebtiooeBr 

4 

A^=ßAt^ß, 

A^  =  aA^  ~  ßAi , 

•  ....     k.  ■'"■  j  .■.»:•■«>  - 

1=  ßÄ 


Der  Coefliclent  ß  liisst  sich  sogleich  bestimmap»  wenn 
zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Relationen  eliminirt 
kommt  nämlich: 

A^^^A,A^^ßiA,^^A^     =/P;  ^ 

^8*-  A^A^=ß(A^^  -  A^B)=ß^. 


In  Folge  der  letzten  Gleichung  muss  ß:=il  sein,  wenn  n  mb. 
gerade;  wenn  n  aber  gerade ^  so  kann  es  zwar  sowohl  =1  air 
=  — I  sein,  indessen  hat  man  auch  hier  /?=:1  zu  nehmen,  da  M: 
nach  dem  Obigen  positiv  ist  Es  ist  also  |^  =  1»  folglich  wegei' 
der  Gleichung  ßAn-^=^l  auch  An-^=:h  Eliminirt  man  tntnßnat 
^       aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erhält  man 


2<2  =1  dAi  —  1 , 

A^  =aA^^Ai, 
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BtrtimiBt  «an  mu  6199m  ReUttoneB  riickwirta  Au-^,  ^»-^» 
9  etc.  9  so  erb&lt  man  leicht 


md  in  der  Reihe 


fo^lich  je  zwei  tod  den  Eoden  gleichweit  abstehende  CoefB- 
denten  eiDander  gleich«     Auch  liegt  dies   ganz  in   der  Natur  der 

Sache;   denn  wenn  man  in  (I)  .t=-  setzt,  so  findet  man 


die  Vtfgleichung  dieser  Relation  mit  (1)  führt  unmittelbar  zu 
ler  im  Torhergehenden  angezeigten  Gleichheit  der  Coefficieuteh. 

Die  unmittelbare  Bestimmung  der  Grossen  Ai,A^t  Asf^'^^Am-zt 
WS  den  Relationen  (2)  durch  gewöhnliche  Substitution  führt  uns 


jpienfallii  zu  einer  höhern  Gleicbune;  es  lassen  sich  aber  inde- 
peideDte  AosdrGcke  fiir  dieselben  finden,  wenn  man  ar=2cos9> 
Mtit,  was  jedenfalls  erlaubt  ist,  da  nach  dem  Vorhersehenden 
hil^<l,  folglich  a*<4,  und  der  absolute  Werth  von  a  kleiner  als 

Die  Benutzung  der  bekannten  Formel 

sin  (it  4*  1)<P  =  2  cos  g>  sin  nq) — sin  (u — l)tp 
fffkt  nach  und  nach 

.        .  sin  2a). 

^i=2cosg)  =  — ; —  y 
*  ^       sin  97 

.  2  cos  y  sin  2y »^-^  sin  y     sin3y 

'  siny  sin  9 

.  2  cos  y  sin  3y  —  sin  2y Sin4y 

'  sm  y  Hin  y 

.  8in(ii  — 2)y 

^  Sin  y 

I sin  (n  —  1)  y 

1  — —  •  y 

Sin  y 

^      siny 

Aas  den  beiden  letzten  Gleichungen  erglebt  sich  iler  Winkel 
^,  niinlicb 

(4)    g,s=-™..,j, 


(3) 
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WO  k  eine  absolute  ganze  Zahl  bedeotet.     Die  ll6diBiiii§  glebt 
übrigens   9  =  4: tc,  indessen  hat  das  Vorzeichen  auf  cos  9 

keinen  Einflnss,   weshalb   es  weggelassen   werden'  darf.      Sonut 
wissen  wir  jetzt,  dass  die  trinomische  Form 

(5)    a;«-2arcos=^-«  +  l 


•  ti    I 


ein  Divisor  der  Function  x^-i-i  ist ,  und  kennen  zugleich  diß  dem 

Quotienten  ^w  ■  ■ — • —  gleiche  ganze  Function  von  x, 

x^-^^xcob' n  +  1 

n        ^ 

wobei  noch  zu  bemerken ,  dass  der  Zähler  in  dem  Ansdrocke  vod 
Ap—i,  nSmlich  sinp^n^sln — ^^pn  am  zweckmässigsten  auf  die 

einfachste  Form  gebracht  wird.  Um  dies  zu  bewerkstelligen,  sei 
^  der  bei  der  eewuhnlidien  Division  mit  n  in  r2iE;-|-l)p  bleibeode 
Rest,  so  daas  l^-yl)p=:^qn\-d^  und  ^<?i;  danp  wird 

Sollte '&>4n   sein,    so  kann   man   auch   sin^^ — ^ 1. statt  sin  — 

nehmen,  wo  dann  n  — '&<in  ist 

Aus  dem  Ausdruck  (5),  in  welchem  k  eine  beliebige  absolute 
ganze  Zahl  ist,  sieht  man,  dass  es  mehrere  verschiedene  trino- 
mische Divisoren  von  a:»  +  1  giebt.  Diese  sämmtlichen  Divisoren 
sind,  wie  leicht  erheilet, 

ar* — 22:cos  — +  1,  o.*— 2a:cos hl,....a:*  — 2:rcos^ — |-l 

fiir  ein  gerades  n,   und 

a:«-2arcos-+l,  ^«-'ircos  — +  1,  ....^«-2a:cos^^^=^+l 

für  ein  ungerades  n,  die  Anzahl  derselben  also  im  ersten  Falle 
gleich  ^,  im  andern  gleich       ^  -» 

Demnächst  ist  nun  die  Zerlegung  von  x^-\-\  in  Factoren  leicht 
zu  bewerkstelligen ,  wenn  man  nur  ^Igenden  Satz  von  den  ganzen 
Functionen  berücksichtigt:    „Wenn,  indem  Z,  Z' ,  N  ganze  Func- 

ZZ" 

tionen  mit  reellen  Coeflicienten  bedeuten ,  die  Bruchform  —»7-  eine 

ganze  Function  ist,  und  N  und  Z  eine  Constante  zum  grOssten 
gemeinen  Maasse  haben ,  so  muss  -jy  eine   ganze  Function   sein.^' 


18S 


SalSy   dessen  Beweis  ich  hier  Übergehen  darf»  findet  An- 
tedong  aof  das  Obige. 

Znerst  sei -I=a:"  +  l?=(a:*  — 2j:cos  — +  1)-Xii>    ^o   Xi    eine 


Fanction  vom  (n^^— 2)ten   Grade  ist;    nan  ist  das  Product 
diter  Hand  durch  j;*— 2:rcos — -f  1  theilbar,    folglich  Xi  durch 

esen  Factor  theilbar.    Man  icano  also  X=(ar^ — ^2a:cos — hl)^ 

•  n 

iCieo,  und  erhält  dadurch 

jr=:(^a— arco8^+l)(a:«-2arcos^+l)^«, 

•  Xi^  eine  ganze  Function  vom  (n  —  4)ten  Grade  ist.    Diese  Zer- 

ralfisst  sich  fiir  ein  eeracles  n  offenbar  so  weit  fortsetzen, 
_r  letzte  Factor  eine  Constante  wird,  und  diese  muss  =1 
•b,  da  das  höchste  Glied  in  X  die  Einheit  zum  Coefficienten 
il  Ist  M  ungerade,  so  setzt  man  die  Zerlegung  fort,  bis  man 
■f  «ne  ganze  Function  des  ersten  Grades  kommt,  von  der  Form 
ff-l-iii,  OM  zrigt  dann  leicht,  dass  X'\-fn^=x-\-l  sein  muss.  Da- 
kr  hat  man  / 

«HM^-  Ar  cos  -  + 1)  (ar»— 2a:  cos  ^ -+1  )....(a:*— 2arcos^^^^+ 1) 
llr  ein  gerades  n,  und 

4Ht=(ar-f-tK^i:^2Arcos-  +l)(ar«-2a:cos~-  +  1)  ... 


Üreb  angerades  n. 


(:r«-2arco8^-^^:^^  +  l) 


^2. 
Zerlegung  der  Function  Jr=a*-r-l.. 

Man  setze«  um  die  reellen  Divisoren  zweiten  Grades  zn  finden, 
■>!  bilde  daraus  die  Gleichungen : 

B,     szyB^-SBi, 


0         zsyB»^—iBn-t . 
-I     =iBn^. 


I^Iad  erhXit  ähnlkb  wl«  in  $.1. 

B^     ^B,B^=i(B,*^B^)  =  9^, 


folglich,    da   d   positiv    ist,    d  =  l;    ferner,    wegen  der  RelatioD 
—i=iBn--t,  An— s= — 1;  initliin 


B»     =yÄ,_l, 
Ä,     =yBt-Bi, 

2)    I 

\       0    =y.-l-Ä-3. 
Bestimmt  man  riickwärt8  An-3>  £n-4,....,  so  erhält  man  ieldit 

i?ii— 3  =  —  i^  »   Bjt--4=  — Äj,   £n-5=— '^>  etc., 

und  ia  der  Reihe 

ist  folglich  die  Summe  von  je  zwei  von  den  Enden  s;leieh  weit 
abstehenden  Gliedern  gleich  Null.  Dies  erhellet  übrigens  auch 
leicht  dadurch,    dass  man  die  Gleichung  1)  durch  die  Substitatioo 

x=  -  transformirt. 

Setzt  man  nun  7^=2  cos ^,  was  erlaubt  ist,  so  erhält  man,  wie 
in  §.  1.,  nach  und  nach 

f    -,  siniftf» 

'  Sin  ^ 

sin3t|; 
3  siu^ 


3)    <   ^  srn(«  — 2)t|; 

J  ^»-»~       sin^    "' 

■*       sin  t>^       ' 
^       _sinnv;. 


1H7 

•oü  dm  beMea  ietstan  Gkidiangeii 

4)    *  =  '^' 

iro  k  eine  absolute  ganze  2aTil  mit  Ausschiusa  der  Null  bedentef. 
DI»  triiMifliiaclMHi  OivuNNrea  von  j:* — 1 ,  welche  m  der  Form 

begriffen  sind,  werden  also  sein 

■ 

«•-ascoB^+l.flT«— 2a:co»^  +  l,....««-2«co8^*^+l 

•I  H  •  II 

fiir  ein  ungerades  n,  iind 

ar*  —  2d?co8  — 1-1 ,  j:*—  2a;cos  — «+ 1 , ....«• — 2a; cos ^+ 1 

II  11  11 

tta  ein  gerades  «. 

Beachtet  man  nun,  dass  hn  ersten  Falle  die  binoniisclie  Pona 
ar  —  ly  iro  andern  die  beiden  binomischen  Formen  x^l^  x-\-\ 
Divisoren  iroo  a^—l  sind,  so  wird  man  leicht  folgende  Zerlegung 
erfcalian: 


n 


....(o:«— 2arcoa^5_l)*^l) 


fllr  ei»  ungerades  n,  und 


Ä*— l=(ar-l)(ar+  l)(a:«— 2a'cos  ^  +  !)(«•— Ar  cos -^+1).... 


....  (j:«-  2a:co8  ^A.-^  +  i) 


f&r  ein  gerades  n. 


{.3. 


Seist  nuni  in  den  Gleichnntfen  (1)  und  1)  fiür  die  darin  vor- 
Imiiiiieiideii  Grtissen  ihre  Wer&e,  so  erbfilt  nuui  zwei  Fornein, 
weldM  In  einer  betcanaten  Formel  als  spedelle  Fälie  enthalten 
«Ind.    Diese  Fermel  ist  nftmlich  folgende : 

sin  4>  4- arsin2^-f  jr^sinS^ -f- .... +ai»-«sin(ii-t)^ 
__  sin  6  —  a?»-"^sin  n9  -f  ar"  sin  (n  —  1)  4> 


1S8 

Dieselbe  geht  nach   einfachen  Redactionetr  in  (1)  '^ödar^  1)  tteVi^ 

jenacbdem  man  ^=- —  ,  oder  ^= —  setzt.     Die   ▼orher- 

gehende  allgemeine  Gleichung  >    deren  Herleitung  ohne  HGlfe  des 
iBiaffinären  aber  wohl  nicht  iranz  einfach  sein  dfirfte»   kann  als» 

2t+l         - 

ebenfalls    zum   Nachweis   dienen,    dass  j:*— SLrcos — jp^.«'+l» 

;r*--2arcos hl  resp.'' Divisoren  von  «"  +  1,  ar"— 1  sind. 


§.  4. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebf  sich  die  LSsung  folgeilder 
Aufgabe : 

Man  soll  in  dem  allgemeinen  Ansdracfce  der  irintiBil^ 
sehen  Factoren 

j;* — ouc-i-l  oder  ;r* — yx+l 

von  x*  +  l  oder  o:" — 1  die  sämmtlicheu  Werthe  von  0^d#r< 
y  durch  eine  Gleichung  darstellen. 

In  Bezug  auf  die  Function  a^  +1  muss  diese  Gleichung  woM 
f  ö)ten  oder  vom  (— ^ — jten  Grade  sein,  jenachdem  n  gwmde 
oder  ungerade;  in  Bezug  auf  die  Function  af^  —  i  aber  wird  sie 
vom  f — ö~")ten  oder  vom  f — ^  Jten  Grade  sein,  jenachdem  ii 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Bestimmt  man  mittelst  der  Relationen  (2)  die  Coefficientea 
Ai,  A^.  ^3,....  durch  gewuhnliche  Substitution,  so  findet  nan 

Ai=u, 

J,  =  «»— 2a, 

^4=0*^3««+ 1, 

/l5  =  a«— 4a»  +  3a, 

u.  s.  w. 

Der  Gang  der  Ejitnickehing  zeigt,  dass  bei  diesen  Weithen 
die  Vorzeichen  der  Glieder  abwechseb,  und  die  ExponcMen  von 
m  stete  um  2  abnehmen ;  der  Geübte  wird  femer  aacn  da«  GMrfa 
entdecken,  welches  die  numerischen  Coefiicienten  d#r  Crlicder  :lMf. 
folgen.     Es  ist  nämlich  allgemein 

[1]     J^  =  «P  -  {p-\\  «P-*  +  (p-2),«P-*^(p-3)s  aF-«+ ...., 

die    Reihe   so  weit  fortgesetzt,    bis  sie  von  selbst  abbricht    Die 


1^ 

Richtigkeit  dieser  Gleichung  Icaon  a  posteriori  durdi  die  Bemoui- 
he  Schlussiveise  darsethan  werden.    FCIr  a=2cos9  war  aber 

h  der  obigen  Entwicicelung  A^^ — ^? — ^,   folglich  bat  man 
die  Gleichung 

PI  — iuil^=«'-^P-*>»  ai-»+(/»-2),«F-«-(|»~3),«r-«+ .... 

WO  a=:2cos9  ist. 

Diese  Gleichunp,  nach  welcher  die  Function  linlser  Qand  nach 
den  Potenzen  von  2 cos 9  entwickelt  wird,  ist  bekannt.  Man  ge- 
langt zu  eben  dieser  Gleichung ^  wenn  man  von  den  Relationen  2) 

n  *—  2 
aasgeht  und  dann  y=2cos'4;  setzt.    Für  /?= — 5—9  wo  it  gerade» 

wird  nun  in  [2]  sin(p-fl)9=sinQ9),  und  dieser  Ausdruck  ver- 
schwindet fiir  ©  =  — ,  — ,.«..  ^~"  ^^,>  weshalb  die  sämmtlichen 
Werthe  von  o  in  dem  trinomischen  Factor  x^ — ar  +  1  von  a* — 1 
dorch    folgende    Gleichung    vom    ( — 5—  Jten    Grade    dargestellt 


werden: 


p,  ."-(=-J-o.. 


•2 


WO  11  eine  gerade  Zahl  ist. 

Fflr  n=:lO  z.  B:   ist  diese  Gleichung  o«— 3a«-f  l£=0,  und 
AVurceln  sind  2cosi;c,  2cos;7c,  2cosS7c,  2cos|7c.    Die  Auf- 
ladung der  biquadratischen  Gleichung  giebt 

«=  +  V(l±iV5), 
«od   folglich 

2co8|jr=    V(J  +  iV5),  cos4«=    0,809 
,      2cos!»=    V(i— 4V5),  cos;ä=    0,309 
2cosfwr=-V(i^Jv5),  cos4ä=-0,309 
2cosi»=— V(i+4V5),  cosS«=^0,809. 

Um  die  Gleichöng  zu  finden,  deren  «Wurzeln  die  Werthe  von 
a  in  dem  der  Function  a:^-|-l  zugehörigen  Ausdrucke  für  ein  gera- 
dos Msind,  beachte  man,  dassil»  —  i<p-a= ^- -.   ^   ^ — ^ 

r  r      ^  Sin  fp 

=2cos|i9>,  folglich,    fiSr  Ap^   Ap-^  ihre  Werthe  aus  [IJ  gesetzt, 
wie  man  leicht  nndet, 

£4]     2cosp9=aP  -p«J'--«+  ip(pS)i  «p-*-  5pO»— 4)a  «'-•+-• 


\ 


IM 


Für  p  '=  ^,  wo  n  geradct,  wird  coapgpscoB^gi,  vaiA  dbfci j^mw* 

thm  TeroGhwindet  ftlr  ©=  — *   — >•••• ^:    MiKdi    fall    die 

Gleichung  * 

die  Wurzeln 

ScO»--,   2C08  —  ,    2 cos—-, ^..S 008= — T— ^ 
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fiir  ein  gerade«  if. 

Eü  Mi  X.  B.  n=10.    Die  Gleicbung   ist  ««  -0a«  -f  5a  =:0, 
oder  a(t^ — 5a*-f  S)  =  0,  und  ihre  Wurzeln  sind: 

2coSr'o«=    Vtt  +  ;V5), 
2co«i»-,«=    y(j— J-r»), 

2cos/o«=-V(i— ;V5), 
2cosA^=-^V<l+4VÄ). 

Ist  femer  n  ungerade,  ero  ist  nach  dem  Obigen  Än-t^^'^^n-^if 


s 


die  Gleichung  A„^i  —  J^_3  =  0  5^ird  nach   (1]    vom    (""o"/*^ 

Grade,    und   sie  wird  daher  alle  Wecthe  Ten  er  in  dem  der  Fonc- 
tion  Jt^l   ZQgehorenden  trisomischen  Factor  enAnUeo.     b  der 

.   «1+1  .  a— 1  n 

sin  -3—  9  —  sm  —2~9     ^^^ q9 

That  wird  A^-^n^^ -^^ =  ^S^'"°^^'^ 

ser'  Ausdruck  verschwindet  für  ©=  —  ,    —  >  •••. ^»  Wie Wnr- 

n        n  n 

zeln  der  GleidbuQg 


oind  folglich 

;2co8— ,  zcos — »   2cos — >....2eos^ ^j 

n  n  n  n 

wenn  n  ungerade. 


=  0 


ilr.«ts6  B.  B.  Utdie  Gleicirang  a>  — «— i:t:0,   «id  ilnre 

2cos{»=±J  +  JV5, 

Diese  Ausdrücke  eigoen   sich  übrigens  am  besten    zur  geb- 
— -^— '  ElBtheiluDg  des  Kreisumfangs  in  10  gleiche  Theile. 


Für  «  =s7  Ist   a»  —  c^  —  2«  +  1  =  0,    und  die  Wurzeln  sind 
itos]n,  2co8'7r,  2cos|;c. 

Endlich  ist  f&t  die  Function  ar*-^l  nach  dem  Obigen 

I    .  .    ■  1«  .    1    .  ■ 

Yirfl 


sm 


B^+B,^=0;  ferner  B^^+B^^=z 
i  «  «2 

.    n 


^9  +  8in— j-9 
sing) 


I . 


sin49>' 


=  0 


mi  die  Gleichung 

p,  .=i-'_(=^_.)_.*-+(-U).¥-._... 

ht  folglich  die  Wurzeln 

^      2w    ^      4jr      ^       (« — l)w 
2co8 — ,  2cos — ,....2cos ^— » 

irain  ii  ungerade. 

Z.  B.  Air  n=:5  kommt  die  Gleichung  0*4- a  — 1=09    deren 
Wuneh 

2coB{«=— UiV5, 

2cos4«=-4— 1V5. 


5.  5. 

ii 
Ueber.  den   Moivreschen   Satz. 

MolTre  hat  den  Cotesischen  Lehrsatz  auf  die  dreitheilige 
Fancäon  s^'—2pai^-{-g  erweitett  (s.  Misceiianea  Anaiytica. 
pu  32.  23. ).  Für  a^=y  geht  diese  Function  über  in  die  folgende 
|^—%Hf1^^f=*i(3r— *>)*—(?>■-** 9) >  ^^••che^,  wen»  «  «egatiF,  oder 
wmam  f  |>ewCir  md  ttugtoidi  p* >  4y  ist,  «tch   in   dio  reellen  ei»- 

fMbeii  Factor«!  y— ^  +  Vp*— 9,  y— p-^Vp*  — 7  zcrlMt.    fct 
also  l^-^l  eine  positive  Grosse,  so  hat  die  Function  a?**    ^px*^ 


die  raelleo  Factoren  o«— (p-^Vip*— «),  «?•  — (jp  + Vp*— f). 
nrelche  nach  dem  Vorhergehenden  leicht  lo  reelle  onioiBiscbeaBl 
trinomische  Factoren  zerlegt  werden. 

Wenn  nun  aber  q  poi»itiv,  p^<9»  abo  y/  p^^q  imaginlr,  so 

sei  ar=92i2,  also  

man  setze  ferner  7^~  =co8^,  was  wegen  |'*<f'  stets  erianbt  ist, 

so  kommt  a:*"— 2p«"+9  =  y(i2«  — acosijfa^+l),  ond  wir  hmboi 
uns  also  mit  der  Function 

za  beschäftigen« 

Es  sei  x'^ — ax-\-Q  ein  trinomischer  Divisor  der  Foiictioiiy  se 
dass  ß  positiv  und  l«r</3  ist,  und  man  setze 

Man  ierhfilt  hier  folgende  Relationen  swisdien  den 
Coemcienten :  \  .    ^ 

Ai      =«, 

A^      =^aAi—ßy 

A^      =aA^-'ßAi, 


.  ■  .1 


An      =a^-i  — /3i<ii-^— r'icos^r, 

An-\-i   ^=ctAn — ßAn-i, 


I 


..  1 


Nun  lässt  sich  zunächst  der  Werth  von  ß  dadurch  fiodco,:  iam 
man,  die  Aelationen  von  Unten  nach  Ooen  hin  benatBeöd«  rdw 
Grossen  Jsft.«,  A^nr-z»  ^2ii-4v.m  successiv  bestimmt  Bs  huff^^ 
BjUalich 


-•»    1-  . 


1 
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.             __«ilg»-4       ^21»-^  _«A  — P-^1  _  -^8         „     .     «^ 
^2«-ö—         g ^"" ^^ ■~^'    .  "•   *•        • 

dieae  Weise*kommt  man  zuletzt  auf  die  Gleichung 

4-1=-^,»  oder  i<„-.i(/3«-l)=0, 

Bch  /?■ — 1=0,  daher»  weil  /?  positiv  ist,  /J=l.  Wegen  der 
ichong  l=/3^2ii-2,ist  daher  auch  il«ii~t=l.  Eliminirt  man  jetzt 
dtsn— 2  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

X*" — 2  cos  iiJ?"4-l 

iit       =C^i— 1, 


•      •      • 


(*) 


An     =  oAn-^  —  i<«-L^— 2  cos  <7 , 
Au^i  =^  ttAu'^Au-^i , 


1  =  1X^211-^ — <^2fi*4> 

0=0.1  —  ^2»-,; 
er  Ai=^A%n*^,  A^ — A 2i»-4»»'"^»-2= A ;  d.  h.  es  sind  in  der  Reihe 
Alf  A^,  A^,»:,A^n^^,  A^n-^9  A^it-^ 

irei  von  den  Enden  gleich  weit  absteh^pde  Glieder  einander  gleich. 
diese  Coefficienten,  so  wie  a  zu  bestimmen,  setzen  wir  a=:2cos9; 
B  erhalten  wir  zuerst  wie  bei  dem  Cotesischen  Lehrsatze: 

sin2y 

^  sintp 

A      — .51I1?? 
(c)    <  ^     ~"  «iny  ' 


.  sinny 

Thefl  XL  18 


IM 


sodann 


8in(n+ l)y 

ainf  ^ ' 

.            sin(ii  +  2)g)      .          sin2o> 
An4-i  = 5 ^  — 2coso— ; > 

(<^  <  8in(n4-3)<p     o^^««»»»3g> 

i       '^  Sing)  ^  siny 


8in(2ii— 2)g>   -.  8iD(ii'i2)y 

A2ns  = : ^  COS  O ; i 

^  Sing)  ^        Sing) 


(«) 


f^       sin(2n— l)g)      ..  8in(n  — l)g) 

ij . — -ZCOSO ; 
smg)                    ^        sing) 
^.^_8iQ2«g? ^    i    51JLÜ? 


sing)  ^  sing) 

Die  letzte  Gleichung  reducirt  sicl^  auf 

(  /*)    cos  wg)  —  cos  <7 =0 » 

und  da  in  Folge  dieser  Gleichung  auch. die  vorletzte  de 
chungen  (e)  erfüllt  wird,  wie  man  leicht  tindet^  so  kann  <p  i 
bestiAit  werden,  und  es  folgt  daraus >  dass 

j;2n  .^  2  COS  ntpa^-l-i 
ar*— 2cosg)a:+l 

stets  eine  ganze  Function  ist*  Auch  hat  man  fOr  die  letzte 
genden  Ausdruck: 

^     -  .  sin2g)    „     _   .  sin  3g)    „     ^  . 
8ing)  *    sing) 

sin  3g)  sin '2g) 

Lost  man  jetzt  die  Gleichung,  (/)  auf,  so  kpjoimt 

folglich  sind  sSmmtliche  trinoihTsche  Divisoren  der  Fi 
x^n — 2  cos  ^or"  4-1  in  dem  Ausdrucke 

(g)    .T^-lrcos^^^+l 

■ 

enthalten.  Es  ist  vorstehend  nachgewiesen ,  dass  Am  = 
il»fi=i4a-3,  u.  s.  w.,   und  in  der  That  findet  man  leichl 

die  Ansdrflcke  (cQ  bei  der  Amiahme  (p  = ^  der  tUEb 


i   r 


f/     {l 


IM 

t  iImi  s-^d  ersten  in  (c)  susainmenfalleii.    Deshalb  kano   man 
ft  Quotienl^i  der  Dmsion  so  darstellen: 

.,.        o:**  —  Är^coso  +  l 

(Ä)   — 


n 

^a^i  der  mittlere  Quotient^  und 

.       _sin2y 

*  sm^ 

,        _  sin  3^ 

*  s\n<p 


(t)  \     .  sin(ii  — l)y 

^-•-^       sln9>       ' 

.  sinii^     ,  sin^ 

^^       sm^)         sm  9 

2^«±g 
^  n 

Die  sSmmtlichen  Divisoren  sind  (k^=:0,  1,  2, —  gesetzt)  fiir 
h  angerades  n: 

n  ■     ' 

^_2arcos?^!^i2+l,  x^-^^cob^^^  +  I; 

«      ■  n 

x«-2ar€08— -i^^t,  a;«— 2a:cos-^''^^^  +  l; 

ft  n 


n  '  n 

Ir  ein  gerades  n: 

jp*— 2a?cos^  +  l; 
.     ^  — Sorces — ^^-^  +  1,  ic«— 2äcos ^+1; 

91  n 

♦      '^^  91  9t 

I. 

1«  ■  Ä  .•   *• 

13* 
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Aebniich  wie  bei  dem  Gotesisclien  8atze  seigt  man  ana  leioM; 
dass  in  dem  einen  oder  andern  Falle  die  Function  a;'*->3a^eM^^l 
dem  Prodacte  sämmtlicher  Divisoren  gleich  ist. 


Velber  die  alliremelne  Brennlinle  des 

Kreises. 

Von 

dem  Herausgeber. 


S.  1. 

Die  Gleicluing  der  Brennlinie  des  Kreises  für  den  Fall  der 
gewöhnlichen  Zurückwerfuog,  wenn  nämlich  der  Einfallswinkel 
und  der  Reflexionswinkel  einander  <>leicli  gesetzt  werden,  zwischen 
rechtwinkligen  ('oordinaten ,  ist  hekaiintiich  zuerst  von  Thomas 
de  8t.  Laurent  gefunden  worden.  Dagegen  ist  es  bis  jetzt 
nicht  mödich  gewesen,  die  Clhcichung  der  l^rennlinie  des  Kreises 
für  den  Fall  der  Brechung,  oder  vielmehr  die  Gleichung  der  all- 
gemeinen Brennlinie  des  Kreises,  wenn  man  nHmlich  aui  bekannte 
Weise  das  Gesetz  der  Zuriickwerfiing  und  das  Gesetz  der  Brechung 
auf  einen  diese  beiden  Gesetze  umfassenden  allgemeinen  Ansr 
druck  bringt,  zwischen  reektwinkligen  Coordinaten,  zu  finden; 
nur  einia;e  besondere  Fälle  dieses  allgemeinen  Falls  hat  Thomas 
de  St.  Laurent  erledigt,  worüber  man,  so  wie  über  die  Theorie 
der  BrennlinicM  und  Brennfl.-ichen  überhaupt,  u.  A.  den  Artikel 
Caustische  Flächen  und  Linien.  30  ff.  in  meinen  )Supple- 
nienten  zu  dem  Mathematischen  Wörter  buche  nachsehen 
kann.  Meine  mehrfachen  Untersuchungen  über  diesen  wichtigen 
und  interes.santen    Gegenstand  haben   mich   zu   der  Ueberzeugung 

geführt,  dass,  wenn  man  auch  dazu  gelangen  sollte,  die  Gleictiung 
er  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  zwischen  rechtwinkligen 
Coordinaten  in  völlig  entwickelter  Form  darzustellen,  dieselbe  doch 
so  complicirt  ausfallen  würde,  dass  ein  wirklicher  Gebrauch  von 
derselben  bei  der  Construction  der  allgem(*iiien  Brennlinie  des 
Kreises  oder  bei  der  Entwickeiung  der  Eigenschaften  dieser  Carve 
zu    roacheo   nicht  leicht  möglich  sein  möchte,    wobei  man    aoch 


tramerken  kann,  ilans  schon  die  Cileicliun»  der  Brennliiiie  des 
KretBes  im  Fajle  der  K^wuhnlichen  7^aiüc)<ner(uH^  zHificiien  redit- 
winklißun  Coordinaten  bis  suqi  secliaten  Griid«  steigt,  tvie  niaii 
ricfa  ekenfalls  aus  dem  angeführten  Artiicel  des  Muthemalisclica 
Würterbuvhit  (IS.)  (ilierzeu^en  kann,  wt^nn  »ii^h  auch  diese  Glei- 
(JiDOg  immer  noch  in  ziemlich  einraciier  und  ek'canter  Form  dar- 
st«Uen  Ifujst.  Ich  habe  duher  ver^uclit,  bei  der  »lit^meiueii  Bretin- 
Itnie  des  Kreises,  deren  Kennlrii»^  in  vielen  Beziehungen  von 
Wkbti{tk«it  ist,  ein  Mittel  in  Antvendiing  zu  lirineen,  welches 
■cbnn  bei  vielen  anderen  f/urven,  2.  B-  hei  den  Cyeloiden  inid 
Epii-ycloidf  u ,  mit  erosäeui  Vortheil  an^tunundt  ivordeit  iiit,  sn  diws 
man  nfiinlich  die  Natur  der  l'urve  nicht  bloss  durch  eine,  sondern 
vtcimebr  durch  zHei  (>loi<.'huii^en  uu^dn1ckt,  und  hin  dadurch  zu 
Reeultiiten  gelangt,  tvelche  iih  der  Mittheitnng  nicht  univcrth 
halte,  weil  dletiHtien  namentlich  eine  gar  keinen  analytischun 
S4:hw'icriKkeiteu  unterliegende,  ganx  uni!i>eidetitige  U^reubiiung  diu 
rechtMinkli^-n  rnordlnalen  derTiinkle  der  ulkemeinen  ttrenidiine 
des  KreitM^s,  und  dadurch  also  auch  eine  leichte  Cnnstruction  der- 
««Utea  gestalten,  so  wie  ich  auch  ülierhainit  der  Meinung  bin, 
da««  die  (Gleichungen,  welche  ich  im  Fntgendon  eniH'iekeln  werde, 
die  meißle  Ueiiueiulichkeit  darliitlen,  nenn  man  der  allgemeinen 
Brennlinie  des  Kreises  zu  irgend  einein  prukli^ithen  Zwecke  bedarf. 
Dass  sich  aber  die  zwei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  der  all- 
geiaciorn  Brennlinie  des  Kreises  auch  zur  Entwickelung  der  Eigen- 
«ckaricü  dieser  Curve  auf  gnoz  ähnliche  Art  anvrendenlasson,  wie 
man  2.  B.  die  Eieenschallten  der  Cycloide  aus  deren  beiden  bekann- 
ten Gleichungen  altzuleilen  pflegt,  versteht  sich  von  selbst,  welches 
jedoch  eine  Untersuchung  ist,  die  ich  ,  um  die  vorliegende  Abhand- 
Inne  ßr  jetzt  nicht  zti  sehr  auszudehnen ,  spSteren  besundern 
Anlsilzen  vorbehalte,  indem,  wie  gesagt,  meine  Absicht  für  jetzt 
um  darauf  gerichtet  ist,  die  beiden,  die  Nulur  der  allgemeinen 
Brennlinie  des  Kreises  an  sd  ruck  enden  Cleichunicen  zu  j^eninnen. 
Sollten  aul'  diese  beiden  Gleichungen  gegründete  Ünlerisucbunji:cn 
ahar  die  Berührenden,  über  den  Krümmungsbreis ,  über  die  Evo- 
InUan.  fiber  Quadratur,  Kectilicatinn  u.  s.  w.  der  allgemeiiieti 
Brciltdinie  des  Kreises  von  anderen  Mathematikern  mir  mitgetheill 
werden,  bevor  meine  eii^enen  Untersuchungen  über  alle  diese  (äe- 
f^DBlände  geschlossen  sind,  so  würde  ich  lur  diese  >littbeilungen 
nMit  bloss  «ehr  dankbar  sein,  sondern  dieselben  auch,  ubiie  :üle 
ItA^cicbl  aul'  meine  eignen  Arbeiten,  sehr  gern  und  sogleich  in 
d«in  Archive  abdrucken  lassen. 

*■  '• 

Den  Mittelpunkt  des  gegebeneu  Kreises  ivnllen  Mir  iiU  Anfang 
Wies  recbtwiiikliifen  ('oordinatensystems  der  .Tif  annehmen,  und 
die  Coordinaten  des  die  auT  den  gegebenen  Kreis  fallenden  Strah- 
len aassendenden  str;ili!eiiden  I'unktes  in  diesem  Systeme  durch 
p,  f  bezeichnen,  üer  llalliniesser  des  gegebenen  Kreises,  indem 
naa  denselben  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenichdeni 
iie  «nn  dem  strahlenden  Punkte  auf  den  Kreis  rallcndeu  .Strahlen 
dessen  concave  oder  convexe  Seite  treffen ,  sei  ff.  Durch  den 
etia^lenden  Punkt  (pi/)  denke  man  sich  ein  dem  primitiven 
Systeme  der  ,rv  paralleles  ('onrdinalensystem  gelegt,  und  bezeichne 
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den  von  einem  beliebigen,  von  dem  Punkte  (/f)  aiisgeheiideo 
Strahle  mit  dem  nositiven  Theile  der  ersten  Axe  oietes  Systems 
eingeschlossenen  Winkel ,  indem  man  denselben  von  dem  positiven 
Theile  der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehenden  Systems  an  durch 
dessen  Coordinatenwinkel  hindurch  von  0  bis  dMP  zfihlt,  darch  qL 
Das  im  Falle  der  Reflexion  als  positiv,  im  Falle  der  Refraetion 
als  negativ  betrachtete  reciuroke  Ablenkiingsverhältniss  sei  fi,  und 
dessen  absoluter  oder  numerischer  Werth  uerde  durch (a)  beeeichnet. 
Femer  seien  pi ,  ^  die  Coordinaten  des  Einfallspunktes  des  von 
dem  Punkte  {pn)  ausgegangenen  Strahls  auf  dem  gegebenes 
Kreise  in  dem  Systeme  der  a:y\  und  denkt  man  sich  nun  durch 
den  Punkt  {piqi)  ein  dem  Systeme  der  xff  paralleles  Coordinateo- 
system  gelegt,  so  soll  der  Winkel,  welchen  der  als  von  dem 
Punkte  ^i^i)  ausgehend  gedachte  abgelenkte  Strahl  mit  dem  po* 
sitiven  Theile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  einschliesst»  iadem 
man  denselben  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  in 
Rede  stellenden  Systems  an  durch  dessen  Coordinatenwinkel  hin- 
durch   von  0  bis  $60"  zählt,    durch  tpx  bezeichnet  werden. 

Dies  vorausgesetzt y  haben  wir  nun  nach  den  in  meinen  Opti- 
schen Untersuchungen.  Theil  II.  Leipzig.  1817.  S.  12. 
für  die  Ablenkung  bei  dem  Kreise  entwickelten  Tormein  *)  sur 
Bestimmung  der  Grossen  p^  qi,  9>i  die  folgenden  Fonneln : 

• 
Kz:^— *p  cos  q>'-q  Bin  q>, 

Z/=~/>8in9  +  ycos<p; 
sin  8=^; 

,  Pi=ip  +  (K+  RcosS)co»g)y 

9'i  =  ^+  (K-i-  Rco8S)smg>; 

-pp-  =  cos  9  -  cos  ((p  +  0)  (cos  e  +  -  \'^f-fi^sin©«) , 
-  ~  ^*=  sin  <p  -  sin  (g?  +  Ö)  (cos  0  +  -  Vl-^fi«8in0«) ; 

bei  denen  man  zu  beachten  hat,  dass  K,  L  Hulfsgrössen  sind« 
und  dass  der  absolute  Werth  des  Winkels  6,  welcher  positiv  und 
negativ  sein  kann,  nie  grosser  als  90^  zu  nehmen  ist. 

Lassen  wir  aber  den  Winkel  q>  in  (p'  übergehen,  so  mugen 
die  Grössen  K,  L,  S,  p^,  q^,  <p|  respective  in  K' ,  L' ,  0',  pi', 
qi' 9  Vi'  übergehen,  und  wir  erhalten  nach  dem  Vorhergehenden 
die  folgenden  Gleichungen : 


*)  Man  kann  diese  Formeln  anch  ohne  Schwierij^keit  ans  den  in 
meiner  Abhandlnnff  Archiv.  Theil  IV'.  Nr.  W.  entwickelten  allgemei- 
nen Formeln  ableiten,  worauf  daher  den  Leser  hier  der  Kurse  wegen 
zu  verweisen  erlaubt  sein  mag. 
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/ 


jK'= — p  cos  9'  — ^8*109', 
L'=: — paimp'  +^008^'; 

T/ 


jj 


8in  «f'  =  Tjr  > 

«  •■  ■  "     ' 

/>,'=p  +  (Ä'  +  ÄC08e')C0S9', 

y/isy  +  (Ä'  +  Äcos  eOsiny' ; 
5!^=:cos  9'— cos(g)'  +  ©')(co8  e'  +  -Vl-ft«sine^, 

^7^=dn9»'— sin(9>'  +  e')(cos«'+-  V  l-(t»sme'«). 

Die  Gleichangen  der  geraden  Linien  >  in  denen  die  den  Win- 
kb  9  und  9'  entsprechenden  abgelenkten  Strahlen  liegen  ^  sind, 
vieiiif  der  Stelle  erhellet: 


3j     j  .V— ^1  =(«^Pi)tang9i, 


^      |ar-pi  =(if— f/i)cot9i, 
I  ar-pi'  =  (y— 9^i')cotg>i'. 

Bestfanmt  man  ans  diesen  Gleichangen  Xy  y  als  nnbekaonte 
GfScsen,  so  sind  bekanntlich  Xy  y  die  Coordinaten  des  Durch- 
Kknittspunkts  der  beiden  geraden  Linien,  in  denen  die  den  \yui- 
kdn  D  und  o'  entsprechenden  abgelenkten  Strahlen  liegen.  Aus 
i)  aoa  4)  erhält  man  aber  durch  Subtractiou 

ft'— «i  =«(tang9i  -  tangg>/)^(Pi  tangg>i  — pi' taiig9i'), 
P/ — ft  =»  (c«t  9i  —  cot  9i ') — (71  cot  g>i  —  ^i '  cot  9, ') ; 

{qi  — q\)cfmfpitaBq>i  •\r{pi  sin9iC08g>i' — /ii'cosqoisinqoi') 

(pi'  —  pi)  sin  91  sin  91'  +  (^1  cos  91  sin  91'  —  9, '  sin  9^  cos  9^ ') 

=  —  y  sin  (91-^9/);  ^ 

^ncn 

>  ■  .  ■ 

..•**  «iii(vi-9i')  '  ' 

(Pi'— 7>i)8in9i8in9i'-Ko'«coa9|Sfn9i'— Oi'sfn9|Cd»9|') 

^  sm(9i  —  9>i) 
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§.  3. 

Man  deoke  sich  oun,  das«  9  sich  am  Jfp  ftodere,   und  dass 
dadurch  die  Veränderungen 

^Kf  ^Lf  ^S,  dpi ,  ^q^ ,  ^^ 
von 

K,  L,  9,  Pi*  9if  <Pi 
herbeigefilhrt  werden,  so  hat  man  im  vorhergehenden  Paragraphen 

K'  =  K  +^Ä, 
L'=:L  +JL, 

cu  setzen,    und  erh&it  dadurch  aus  5)  mittelst  leichter  Rechomig': 

sin  q>i  sin(a7|  +J(pi  )Jpi + ( Oi  sin  Jqh  — sin  91  cos  (9i + ^9i)^9i  l. 
^  siii  Jq>i 

oder,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  durch  ^91 
dividirt: 

^Qi  sin  ^Q>i  ^P\ 

cos^i  cos(9>i +z/<p, )  ^ — { ;)i-^^+cos9i  8in(9i +^9i  )2f^  I 

sm  i^9| 

sm^)!  sin(g)i+^g)i)  •^  +  {^'1  — j^^^ 8>D9)4C0s(9i+-^9i)^J 

y""  sin^igE^i 

Die  Coordinaten  der  Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie  des 
Kreises  sind  offenbar  die  Gränzen,  denen  die  Bnlche  auf  den 
rechten  Seiten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  sich  nähern, 
wenn  ^q>  sich  der  Null  nähert.  Ueberlegt  man  nun,  dass,  «wenn 
^q>  sich  der  Null  nähert,  sich  natürlich  auch  ^(P|  der  Null  nähert, 
und  bezeichnet  der  Kurze  wegen  von  jetzt  an  die  Coordinate)!  der 
Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  durch  Xy  y  selbst; 
so  erhält  man  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen, nach 
bekannten  Sätzen  der  Differentialrechnung  auf  der  Stelle: 


»der 


7) 
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j  a-s— owg)i«g^+(pi +811191  coa  9,^), 


§.  4. 

Um  nun  die  beiden  Gleichungen  7)  weiter  zu  entwickeln ,  er- 
|iri>t  sich  zuerst  ans  den  beiden  oekannten  Gleichungen 

^  L  =  ^p6\n<p  +  qcoatp 
4vdi  Diiferentiation  nach  q>: 

dK  . 

g— = — pcos^)  — ^8in9P=Ä; 

■1  tM  der  bekannten  Gleichung 

L 


oUtman  also 


sin  6  =  -g 


^dS     K     de 

CO8  ö  TT-  = 


3g)      Ä'     dtp      ÄC08Ö* 

Ferner  erhält  man  aus  den  beiden  bekannten  Gleichungen 

pi  =ip  +  (Ä  +  ÄC08  0)  cos  q) , 
^  =:9 -f  (AT-f  Acos  6)  sin  9 

fath  Differentiation  nach  tp: 

g-  —  Äsin  Ö  g—J  COS  9, 

^=:(ir+  Äcose)cösg)  +  ^g Ilsirieg-)sin9; 

«ifo  nach  dein  Vorhergehenden: 
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^^—(K-^  iico$S)8ln(p'-(L'i'KtBnge)tbs(p, 

oder,  wenn  man 

,  L=R0\oe 


setzt: 


oder  aueh 


oder 


d^  cos  6  sin  d 

e^i  ^eos(y  +  ö)  ,   yCos(y  +  6), 

dq>  cos  6       *  sin6 

ogp  \coS  S  '  sin  0/        ^^        ' 

Führt  man  aber  in  diese  Gleichungen  fär  K  und  L  ihre,  auf  dem 
Obigen  bekannten  Werthe  ein,  so  erhält  man  ohne  ScIiwierlgkeH: 

Endlich  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen 

5^^=cos (p  -  cos  (ff  +  S)  (cose+  -  \^T^2"sinS«), 

?2i|l_gi„y _gi„ (y  ^. ö) (cos©  +  -  V^l-(*"8ine«) 

leicht  ^^. 

(^/     •«iiif(<p-9lV»)=:C|ü)sioÄ,  .  V  . 

und  folglich,  wenn' npaii  |iach^^>üirerentiirt:  ,» 


1 
1 

i 


cos 


(^_^+e).(i-^^+^)=(^)c».e|?. 


-i«. 


i9t 

d.  L  naeli  dem  Obigen 

V-lf^JSe — ä^;co8(,,-9,+©)=(K)^, 


wJsa 


^i..K  \^ 00__j 

» 

« 

Die    Gleichungen   7)  kann    man   auch  auf  folgende  Art  aus- 


•  • 


wid  oach  dem  Vorhergehenden  ist  offenbar 
also  imi 

oder 

8(p    co8(g>— a>i -f- ö)  ^  -. 

*=|»i  +  C089Hg^-7i„-e^„-e— I.P8in(g)+«)-flrco8(9+e)l, 

y  =  yi4-siny^g;^.       ^Ip^^^s^      t/?8in(y+e)-yco8(y+6)|. 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen  von  nun  an«    was  offenbar 
^ttet  ist,  o=zO,   so  erhr'^       '^        .^        -^  _:.      »;._-._  :.,- 

folgende  einfacnere  Gestalt: 


— — ^_ - ._  —   .  —  —  — ,      —  

verstattet  ist,  o=zO,   so  erhalten  die  vorhergehenden  Formeln  die 
"      '  ^  ch< 


^=/h  +pcosg)i  g^  . sinecose  ^ ' 

—  ^  j-*>oS««.    ^9>   sin (y  +  6)cos(y  -  yi  -f  6) 
,=,,+psing)ig^. SS^^JS© 

Fto  9^=0  ist  aber  nach  dem  Obigeo 

Kz=:  —  p C08g>,  L=— psing>; 
aleo 
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.   ^         P    .  P         sine  ^ mn9 

R       ^     R         sinq>      '^  Binq> 

Folglich  ist  .  .' 

^9  R       ^  \  cos  6      cos  (y  —  9i  +  ^ ' 

oder 

Og)  ■  ^  fCOSÖ        C08(9  — 9i  +  ö)) 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

Sq>i      sin  (<p  +  ö)  cos  (9  —  (Pi  +  e) — (/^)  cos  y  sin  S  cos  B 
8<p  sin  9)  cos  d  cos  (9)  —  ^  +  e) 

ergieht.     Führt  man  dies  in  die  ohigen  AusdrOcke  nm  x^  y  ein, 
und  setzt  zugleich 

«ine 

^  '     sin  9 

so  erhält  man 

sin(y-f  e)co«(9^q>t  +^ 
^=Pi-Äco«qHcos(9-cp,+e)^^p-_pg^;^^ 

!  ,  #?  •  f  .  fi^  sin(9  +  e)cos(y~q>t4-») 

|y=y,--Äs.ncp,co8(cp-cp,+e)-.^(^j^^^^^^(^_^_^^^^(^)^^^ 

Weil  aber  nach  dem  Obigen  * 

sin((p~cpj4-6) 

('^>= ^e 

ist,  so  ist 

sin  (9  +  ö)  cos  (9  —  9i  +  ö) — (ft)  cos  9;jin  6  c(js  Ö 

=  sin(9  +  Ö)cos(9  — <pi  +  6)  — cos  9  cos  6  sin  (9  — cpi  +  B) 

:=     cos  6  sin  (9  +  B)  cos  (9 -^91)  —  sin  6  sin  (9  +  6)  sin  (9 — 9^) 

-T^cos  9  sin  B  cos  B  cos  (9  —  9i )  —  cos  9  cos  B  cos  B  sin  (9—^) 

=     sin  9  cos  6* cos  (9 — 94)  -|~cos9sin6cos6cos(9 — 9^) 

—  cos  9  sin  6  cos  ö  cos  (9  — 9,) 

—  sin  9sin  0^co8  6^sin  (9—91)— cos  9  sin  6*sin  (9—91) 

— cos  9  cos  6*  sin  (9 — q>i) 

=  sin9Cos^cös(9--9|)  — (cos9-|-8in9sin6cos6)sin(9— 9>|) 
=     sin9Cos(9--9|) — cosysinCy — 9j)  %%.'[ 

— sin  9sin^  t  sin  (9—91)  cos  B  +  cos  (9  —  9j)  sin  B } 
=  sin  9|— sin  9  sin  6  sin  (9 — 9,  +  6),  ^^^, 


nnd  folglich  nach  dem  Obigen: 


«_  «  ,  .  ^.      «in(g>4-d)co8(m — 9i  +  6) 


^ ^       „.  ,  ,  ^v     sin ( ^+ 6) cos (o) — 9i4-6) 

"^      '  ^         ^     ^*       'sm^i— sin^sin^sinC^— 9>i4-6) 


oder  auch 


10) 


^*8iii9i  —  8in98iii9sin(9)— -9|4- 8) 

^--«r  -^J?«5««.        sin(y^-e)cos(<p~y^^-e)a 
47     T*  ^'sin^i — siu  9  sin  o  sin  (9  —  9>| -f  6) 


Für  7  —  0  werden  die  Gleichungen  1): 

•    Ä         P    • 
sin  ö:=—  y,  8in9>; 


11) 


/ii=p  —  (;?cos9) — /Zcos6)cos9>    . 
^1=    — (pco8(p — >/2cos6)sin9; 
cos  Cpf  ^  1      #         ■ 

-T-y^=co8y-co8  (g)  +  e)(cose  +  -  V  1— ftVinÖ«), 

~'^===8in9--8in(9+©)(cose+-Vl— f4*sine«); 

and  nach  dem  Obigen  hat  man  auch  die  Gleichung 

12)    sin  (<p  -  9>i  +  ^J  =  (fi)  sio  S. 

Die  Coordinaten  pi ,  ^i  können  auch  auf  folgende  Art  ausge- 
druckt werden: 


13) 


,  ^sin(y-fe) 

Pi=zp  +  Ä ?^ ^  COSOP, 

'^^     '^  '  sing)  ^' 

—         p8in(9?  +  6)  . 
^*  sin  9  ^' 


oder 


r  ^j=         /Zsin(9-f  6). 

Wie  man  diese  Formeln  zur  Uestinminng  der  Coordinaten  x,  y 
der  Punkte  der  allgemeinen  Trennlinie  des  Kreises  anzuwenden 
hat,  wurd  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen.  Wollte 
mmo  die  Gleichung  der  uiliremcinen  lirennlinie  des  Kreises  zwischen 
den  rechti^'inkliffen  Coorili unten  x,  y  haben,  so  ntüsste  ma.ii  dleii 
Winkel  9  aus  den  beiden  Gleichungen  10)  eliminiren,  was  aber 
allerdii^  in  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  zu  führen  scheint. 


20ß 

Ffir  f»=l  ist 

COS  91  ?=:cos  q> — 2  cos  6cos  (9  -f  9) » 
sin^i  ^sing)  —  2cos  6sin(9  4- 9); 

alsoy  wie  man  leicht  findet : 

■ 

15)     j  cösg)i  =  — cos(9  +  2©), 
i  sin9>i= — sin  (9) +  26); 
folglich 

cos  (<p---9i  +  ©)= cos  (9)  4"  Ö)  cos  (pi  +sin  (9  +  S)  sin  ^Pj 

:^  -  cos  ((p-|-e)cos(9>-h2e) — sin(9)+ e)rin(9H-2e) 
= — cos  6, 

sin(9— 9i4-ö)=sin(9>  4"  Ö)cos9i— (cos  (^4"®)rftt9>i 

=  — sin(9+e)cos(9-f  26)4-cos(9»-f  9)sin(9+36)  - 

=6in  S. 
Daher  ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen 


16) 


Aber 


also 


17) 


D       t    ioÄ\       cosö«sm(g)4-®) 
ar=»i  —  Äcos  (g)+2ö)  ^^^ .   ^^  .   T  ■/ — ttv^x  » 

« —  ^       J?*=5n  r^-i.9«i        co8e»sin(y  +  e) 


sin  9  sin  6*  +  sin  (9  +  20) 
=sin  9>  (sin  ^H  cos  26)  +  cos  9  sib  26 
zssiki  9C0S  6?  +  2€os  9siB6  cos  6 
= cos  6  (sin  9  cos  6  +  2  cos  9  sin  6) 
=  cos  6t  co89)sin  6  +  sin  (9+  6) } 
=  — icos6|sin(9)  — 6)-3sln(9+6)|; 


—       ■  OD       /    lOÄx cos6sm(9  +  e) 

a:=:p,  +2Äcos(a)+26)-;-7 ^r — o  .   /    ■  xiv  » 

^*  ^^         ^sin(9  — 6)  — 3sin(9+6) 

.  «»  •   /    .  cvA\        cos6sin(a>+6) 


•  5.  5. 

^  bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  {pn\  der  ai^e-^ 
meinen  Brennlinie  des  Kreises  von  dem  leuchtenden  rnnlEte  dttrtk 
^0;   ^0  Ist        • 

f  ^*  =  («r— p;«  +  y«,  .  '  :.tl,: 


p       ^ 


«nd   folgtick  oadi  dem  Vorheigehenden,   wie  man  leicht  findet: 


r  _ 


810(9 -h  ^) 


8in(q9-|-e)co8(9>-^^ +  9)* 


18)  Bs=''^''~^s^ ^~^8hi^^:ss^Se^5(^P^S) 


Wl« 


^  .   .       8in(y  +  Q)       .  6in(y+e>co8(y-^y^  +  e)« 

+  ««""9^       ™^  «•n9>i  sii)9>4-8iiigr8inÖ8iii(9-g>i+ey 


810  9 


oder 


19) 


r)  ' ?5ro-(^r+e)5  =lco89-cosg)i-j--;::-^jj„^^.„^^^:^^jj« 

+  t      <P      *  ^^siii^i  — siii9sin6siii(9— ^+6) 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  all^mciiien  Brennlioie  des  Krei- 
se« in  Bezug  auf  den  leuchtenden  Punkt  als  Pol  und  die  von 
demfielben  nach  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises  gezo- 
gene  gerade  Linie  als  Axe. 

Setzen  wir 

20)  t^ngSl=^-^J^.'91^:^X±^-—, 
'        °         8IU91L— sin9SiDVsin(9 — 9>i+ö) 

•o  wird»  wie  man  leicht  findet: 

=  sec  P* — 2co8(9— 9>JtangA 

1  —  cos  (y-^i )  sin  2.ft 
•"  co7ä«  ' 

imd  folglich»   wenn 

21)  C982.$2i= — cos (9-^91) sin 2£( 
gesetzt  wird: 


Also  ist 


/pV    ^      siny      ?*._oAosili^« 
\R)     ^sinC^+ö)'   — -^^cosßy 

22)  p=:±Ä.?lE(^^-).£?i§.v2, 
'  '^     7-  sin  9         cosA. 


wo  man  das  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  hat,  dass  q  positiv  wird. 


§.  6. 

it  man  die  Entfernung  des  Punktes  {Jty)  der  allge- 
aeioen  Brennlinie  des  Kreises  von  oem  Einfallspunkte  (ptfi)  durch 
W,  so  ist 


•       •  •    t 


7m 

r'»=:(ir-ft)'+(»-»i)». 
und  fofgUcb  nach  dem  Obigen  offenbar 

•  I 

23)  /»zziP  \  ,  "'"^^  t  ^)?«(y r /i  +«)■  j  •, 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

24)    6'  =  ^— 9i  +  e 
gesetzt  wird: 

25)   r'=J:fi.    ^''" ^"^ t ^^ ?°!f '     , . 
'  "*•     sin^i -— *sin98in  vsin  v' 

wo  man  das  Zeichen  immer  so  nehmen  muss,  ddLsay  positiFwird 
Weii  nun  aber  nach  24) 

ist,  so  ist 

sin  9>|  —  sin  gf  sin  6  sin  O' 
=  8in((p+ e  —  e')— Sin9»8hiesin  d' 

—  sin(pcosOcos6'-f  CQS9>ahi(9— 9')« 

also 

f 


•*■     sin  g>  cos  S  cos  6'  +  cos  q>  sin  (Ä  —  S') ' 


und  folglich 


sin  (S  —  ^0  __  I  **n  (<P  +  ^)  cos  Ö'*     sin  9  cos  0  cos  0* 
g -±^  ^ 

sinficosd'^ 


R  "  r'co9q>  Rcoatp 


4- 


r' 


■  X  A       A/  /cos  6^  _-  l  \ 

db tanggpcos ©cos  &  I  —7 —  '"Rr 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

Y   /  cosö'».  1 

^  ~~r~^R 

__     sin  q>  cos  6  cos  6^  +  cos  y  sin  (6 —  ö')  _.  1 
■"*  Ä8in(g)  +  ©)cos'»^  "*^B 

__     sin  y  cos  6  cos  O^-fcos  tp  sin  (d — S') — sin  (y+Ö)  cos  ©* 
""  *  Äsin  (y+ÄjTcöse^  ' 

woraus  man  nach  leichter  Rechnung  erhält: 

cos  S'  _  l 


^8  0'      1 COS  y  cos  O'  sin  ^ 


i 


Also  ist  nach  dem  Obigen  i.    .1:,  > 


30) 


«8in(9+Ö) 


welcher  Oletchiing  man  üaa  Zeichen    so  zu  nehme»  hat,    dass 
|HMiliv  ninl. 

Buzeicbn^n  wir  ferner  ilie  Entlernung  des  leuchtenden  Punk- 
H  Tun   dcni  Eiarall8[iunble  (jii'/i)  durch  r,   so  Ut 


lao   nnch  dem  Oblf;en 
lod  fulf;lich 


27)  H=/f4j^^^^^?;^i  . 

6in(g)-f  &) 


28)    r=±fi^      ^^ 

man  das  Zeichen  so  xu  nehmen  bat,  dass  r  positiv  wird,  d,  h. 
I  mu»»  dos  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem 

^Bin(^+e) 
siriqi 

faaitiT   oder  negativ  ist.    Hetzen  ivir  nun 

sin  (<p  +  ß) 


-(dUÄ- 


M  wird  Dach  2r>) 


|«Mtiv  iMler  negativ  ist,  iva«  sich  immer  leicht  beitrtbeiien  lassen 
wird,  und  <tunn  in  4.  das  Zeichen  so  zu  nehmen  hat,  dass  r*  po- 
itti*  wird.  Hei  einer  weiteren  Betrachtung  der  roerLwardiäen 
GMcbuiiK  2(l)  will  ich  mich  jetzt  nicht  aufhalten,  weil  dieselbe 
•dioD  bekannt  und  zuerst  von  I'etit  gefunden  ist.  ,lch  habe  die- 
«IIm-  hier  hauptsächlich  nur  deshalb  entiiickelt ,  um  die  Kichlie- 
k^  meiner  «ign»n  oben  cntK'ickcItcn  Formeln  an  einer  schon  an- 
4en*eiiis  ticluinnlen  lileichuni;  za  prAfen,  ohne  mich  jetzt  auf  eine 
ttelracbtuns;  dieser  lel/.lcren  Gleichung  selbst  einlassen  zu 
CVInThnupl  gilt  diese  letztere  Uleichuiig  beknnntlich  nicht 
ftr  dla  Brennlinio  des  Kreises,  sondern  für  alle  Brennlioiea  1 
wir  man  in  dem  angefiliirten  Artikel  des  Malbematir  I 
Wärterburhs  sehen  kann. 
Tbtil  \l.  1« 


no 

Die  Gleiehong  22)  kann  tmm  wegen   der 
auf  folgende  Art  aosarflcken : 

WO  das 'Zeichen  immer  so  zu  nehmen  ist,  dass  q  positiv 
Auch  hat  man  nach  20)  und  dem  Vorhergehenden  die 

31)    tane  Ä  = sin  y  cos  y* 

^         °  sinycosOcosO' -|- cos9sin(6— 60* 

wo  nach  12)  und  24) 

32)    sin  e' =:  (^)  8in  e 
ist. 


$.  7. 

Den  Fall,  wenn  die  einfallenden  Strahlen  sftnuntRc; 
einander  parallel  siod,  wollen  wir  nun  noch  einer  besondei 
trachtung  unterwerfen. 


Den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  nehmen  wir 
als  den  Anfang  eines  recntwinkligen  Coordinatensystems 
an,  lassen  jetzt  aber^  was  offenbar  verstattet  ist,  die  Axc 
den  einfallenden  Strahlen  parallel  sein,  und  nehmen  den  p< 
Theil  der  Axe  der  x  von  dem  Anfange  der  om/  oder  dem 
punkte  des  gegebenen  Kreises  an  nach  der  luehtung  der 
gunß  der  einfallenden  Parallelstrahlen  hin.  Dann  ist  für 
einfallenden  Strahl,  den  wir  uns  wieder  von  dem  Punkte  (js 
gehend  denken,  in  den  Gleichungen  1)  der  Winkel  9: 
setzen,   wodurch  wir  erhalten: 

sine=^; 
Pi^=  RcosB,   ^1  =  }^ 

^^=  -sin ©(cos«  +  -  VI— fi'sin«^. 

• 

Lassen  wir  nun,  indem  wir,  was  offenbar  verstattet  L 
•Ue  einfatenden  Strahlen  p  als  constaot  betrachten,  ^  inf 
cehen,  so  mOgen  9,  jt^,  q^,  ipi  respective  in  ^»Pi'pjh 
übergehen,  und  wir  erhalten  aus  den  vwhergehenden  €hMh 
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sin  6'=^; 

34)    \  coscpi'     .  _.  1    .  > 

^    ]  —^ = 1  —cos  8'  (cos  «'  +  -  V  l-iiHin  B"), 

?55^=    -  sin  8'  (cos  ©'  +  -  Vi— ^«sin  ©'«). 

Die  GleiGhungen  der  eeraden  LinieD ,  in  denen  die  den  durch 
Punkte  (pq)  und  {pq^  gehenden  einfallenden  Strahlen  ent- 
echenden  ahgelenkten  Stfahlen  liegen»  sind* 

36)     i  ^""^*  =(y— ^i)cot9)i, 
^— ft'  =  (»-9i')coty/; 

ffftiis  man,  wenn  wieder  ;r,  «  die  Coordinaten  des  Dorchschnitts- 
iikts  der  beiden  in  Rede  stehenden  geraden  Linien  bezeichnen« 
f  gans  dieselbe  Art  wie  in  §.  2.  erhält : 

(gl  ^-^^1  )cosyi  cosyi  '-j-jpi  siny^  cosyi '  —pi  ^cosyi  sinyi ') 

*~  8in(9>i— 9i') 

'  1      {pi — yi)sinyjtsin9?i^-f  (yiCosytSinyi'—yxVmy^cosyiO 


§.  8. 

Man  deoke  sich  nun,  dass  q  sich  um  /Iq  verändere,  und  dass 
*^   die  Veräaderungen 

JB,  ^Pi9   ^qif   ^q>\ 


Brbeigeflihrt  werden,  so  hat  man  im  vorhergehenden  Paragraphen 

t,  «od  erhftH  dadurch  aus  37): 

14  • 
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__     cos^i  cosjtpi  +^<Pi )  ^qi  —  { Pi 8inJ(pi  -f-coe^gin(yi  +^yi )^Pi  i  i 

sin  ^q)i 

sin9?isin(yi  -\r^q>i)^Pi  •\-\q\  sin  ^tpi — sinyi  cog(yi+-^yi)^ft|. 


y= 


sin  Jq>y 


oder,   wenn  man  in  den  Zählern  und  Nennern  dieser  BrQcbe  adt 
dq>i  dividirt: 

eos(;riCos(g?i  +  ^9>i)2f^—  tPi^^5^+cos9isin(9i+^^)^ 


j:=— 


,-^;^i 


sin  ^tpi 


% 


3f  = 


sin  ^g>i 


Lässt  man  niin  Jq  sich  der  Null  nähern  und  geht  zu  deaj 
Gränzen  über,  so  sind  die  dadurch  hervorgehenden  iVertfae  v«tl 
Xf  ff  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinie  des  Kreises,  iim1| 
maii  erhält  ans  dem  Vorhergehenden 


38) 


a:  =  —  cos  9,  *  g^  +  (pi  f  sing),  cos9>i^) , 
y  =     Sin  9i  g^  +  (  ^1— sm^i  costjPi  g^) ; 


oder 


39) 


^—Pi^y-qi      .      3pi  dqi 

=^ — =-  =  sin  ©1  5*-^  —  cos  q>i  x^^ , 

cos  9i       sin  g>i  ^*  ögPi  ^*  oq>i 


oder 


^—Pi    ^9?!      y  —  yi    dtpi 


Bpi 


folgt 


4ü)    • -Q —  =  —3 . -S-— =sin©i -5 cos<Pi 

'    cosg^x      öy       sing>i      07  ^*  09  ^' 

Aus  der  Gleichung 

sin  6  =  -^ 


dq 


cos  6 


de    1    86 


I 


Aus  der  Gleichung 


folgt 


§y      Ä'   ay~Äcosö' 


Pi^=Rcob6 


^=— ÄsinÖ^=—  tonge. 
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Aus  der  Gleichaiig 
folgt 

dq        ' 
Aus  den  Gleichungen 

^^^=1  — cose(cose  +  -  V"l— ft^sin©«), 
vr/  f* 

?"l|i  ^    _gin  e (cos  e  +  -  V^l  — ^«sine«) 
folgt  leicht 

(ji) -— ^  Vi-^^s.uö*) , 

Sin(yi--e) 

T—v = — sincy; 

und  aus  der  zweiteu  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

also 

'Sg^  dq      Kcos((p^-e)li  <  c«sÖ      cos(g)i  -  Sy ' 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


dq      R  ^cose"*"  Vi_|^2yin^5  » 


oder 


dq>y      ft  cos  6  -|-  V^l  —  ft^sin  B^ 
W  ""  ÄcoseVTr-^«sin6« 


-^  * 


oder  auch 


1     -. 


W      Ä"     cos e  Vi -fi* sine« 
Weil  nun  9  wie  man  leicht  findet, 

M,  so  ist  nach  dem  Obigen 
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I 

x  —  R  cos  6 (i    _jt 

(^Xsin  e«-  -  cos  B  V  1-M«8in  Ö«) "  * '     coseVl-M'sin©« 

008©  +  -  V 1— u'sine 

y-y ii  >*        '^ 

(,i)8ine(co8e+  -  V  l-,iViD©ä)  ■  ^       co8©V^r^^sinÖ« 

(^)  V 1  ~  ft  Vm  e« 
fi  cos  0 


also 


oder 


»In  e»-  -cosöV  1— »«sin  »» 


42), 


*  sin  e>  -  -  co»ö  V  1-ttVine* 

icsin  B   '^  ^ 

Aas  der  Gleichung 

sine>--co8  6VT=M^ri^ 
=1— liasinÖ* 
erhält  man  nun  zuvörderst  ohne  alle  Schwierigkeit 

1 — ^2gin  e«  (sin  Ö«—  -  cos  ©  VI— ^"sinÖ«) 
x:zzR  I —  — 

COSÖ+  -  Vi  — fA«siB«« 

Es  ist  aber 

(cos 8  +  -  VI— fA*sine«)  Vl-f*^sin8* 

=  -  — fi(sin©«— -  coseV  l-|iVma«), 
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]  - ..  _ 

^*  (»inö*— -  COS0  V  1 — -fi^sin©*) 

=l-fi(eo8e-|r  -  VI  — ^«sine*)  Vi— |i*siD0«, 
fUglicb 

=  cose*+^8in0*(co80  +  -  VI-  fA*8in0*)  V  1—^*81118^. 
)  Dmber  i«t  nach  dem  Ohigen 

jr=Ä||i8in0«VT^V«Ä^<^+ 1''''^^  ~i  - 

C0i^e+  -  Vi—  tt*8in©« 

1     . 

cos '^ (cos 0 — •'   VI — fi*8iD0*) 

=Ä  I  ^  sio  e»  VI=fi*8in0*+ ^ ^ 1, 

man  ferner  ohne  alle  Schwierigkeit 

43)    «  =  -ä^Ä|co80»--?(l-ft«sin0«)l|* 


44)    ar  +  j^-«Äco8  0»  =  r:^Ä(l-^^s'«n0«)5 

«UM. 

Ana  der  Gleichung' 

i(8in0  ^ 

falgt  leicht 

45)    y=f4*Ä8in0». 

Alan  iat 


Mglicb 

3 
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Ferner  ist 


co80=VU-^V*^l. 


wobei  man  zu  beachten  hat,   dass  der  absolate  Werth'  von  0  nie 
90^  übersteigt,  folglich  cos0  stets  positiv  ist    Also  ist 


cos< 


und  daher  nach  43): 

46,  ,=j^„,a_I>r?,.-'-(.-\^». 

welches  die  Gleichung  der  allgemeinen  Brennlinie  des  JBjrmies  fBr 
parallel  einfallende  Strahlen  ist 


§.8. 

Den  Fall,    wenn  jfft=:l  ist,    d.  h.  den  Fall  der  gewuhnlidmi 
Zurückwerfiing ,   müssen  wir  nun  aber  noch  besonders  ^betrachten. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir  aus  der  ans  dem  Obigen  bekana^ 
ten  Gleichung 


a:=Ä{ftsin0«  Vi— ^«sin©«  + 


cos©* 


COS0  +  -  VI— M*sine* 


\ 


leicht 


d.  i. 


a;=£(8iD0*cos0-{-icos0), 
47)    .T=4jBcos0(l+2sin0«), 


und  nach  45)  ist 


Also  ist 


48)    y=Äsin0». 


sin 


Vi 


olgUch 


cos 


Daher  ist  nach  47): 
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3  •       

49)    ar  =  iÄa  +  2\^V(l-^^. 

Aus  der  Gleichung  47)  folgt  aber,  wenn  man  quadrirt: 

4a:»=iPco8©«(l  +  48in0«+48in0*), 

miso»  wenn  man 

cos  0*=1  —  sinG^ 

«etst,  wie  rasa  nach  leichter  Rechnung  findet: 

4r«  =  JB«(l+3sin0«— 4sin0«), 

imd  fol^ich,  weil  nach  48)  , 


8in0«=:^ 


ist 


4(3:«  +  y«) 

pa       =1  +  3sm  0*, 


Ä« 


I  4(.Hjg-«-^3..„^, 


alM   Ist 

d.  L  nach  dem  Vorhergehenden: 

Also  ist 

50)    |4(a:«+y«)— Ä*t»  =  27/2y 

As  Glsidiang  der  JBrennlinie  des  Kreises  im  Falle  der  gewShnli* 
*       Zorfickwerfung  för  parallel  einfallende  Strahlen. 
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Ein  einfaciier  Beweis  des  FandameB- 

taUheorems  in  der  Theorie  der  aüge^ 

braisclien  Oleichungren. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  za  Hannover. 


Der  in  der  Ueberschrifl  bezeichnete  Satz»  nämlich: 

dass  jeder  algebraischen  Gleichung  mit  Einet 
Unbelcannten  durch  einen  complexen  Werth 
dieser  Unbekannten  Genffge  geleistet  werdeo 
könne, 

hat  zvvar  seit  dem  Vorgange  von  Gauss  schon  so  manDigfslti|p 
und  von  so  verschiedenen  Princiuien  ihren  Auslauf  nehmende  M* 
weise  erfahren,  dass  eine  Vemienrung  dieser  Beweise  kaum  no<Ä 
von  Interesse   sein   dflrfte;    worüber   wir  auf  den  Artikel  XLVL 
8.  411.  im  VII.  Bande  des   Archivs    zu  verweisen   uns  erlaube!, 
welcher  eine  Zusammenstellung  der  hauptsäcUicbftteo  dieser  De* 
weise  enthält.    Indessen  wird  man  zugleich  nicht  in  Abrede  istd- 
len  können,  dass  alle  jene  Beweise,  vom  Standpunkte  des  Anfils* 
gers   angesehen,    theils  so   verwickelte  Betrachtungen    erfordern» 
theils  aber  auch  so  fremdartige  Hülfen  zur  Benutzung  herbeiziehen» 
dass  man  sich  för  die  Zwecke  des  Unterrichts  nicht  selten,  je 
nach  der  Stellung,  welche  man  der  allgemeinen  Theorie  der  Glei- 
chungen geben  will,   mit   dem  Beweise  des  in  Rede  stehendes 
Satzes  hinsichtlich  dessen,  was  man  voraussetzen  oder  nicht  vor- 
aussetsen  darf,  in  einiger  Verlegenheit  befinden  wird;   mmi  eteüi 
man  nun   obendrein  noch   die  Forderung,    der  Beweis   mUe  waS 
einem   einfachen    und  naturgemässen  Wege  aus  der  Betrachtung 
der  Sache  selbst  genetisch  hervorgehen,  so  wird  nicht  leicht  einer 
der  vorhandenen  Beweise  allen  diesen  Anforderungen  gleichzeitig 
zu  genügen  im  Stande  sein. 

In  dieser  Beziehung  dürfte  vielleicht  der  nachfolgende  Beweis 
der  öffentlichen  Mittheilung  nicht  unwerth  sein,  welcher  an  EIih 
fachheit,  so  wie  an  naturgemässer  Entstehung,  kaum  etwas  ni 
wünschen  übrig  lässt.  Er  beruhet  der  Hauptsache  nach  auf  daer 
Vereinfachung  des  Beweises  von  Deahna  (s.  d.  angef.  ArtQBel 
Seite  416). 


jrmSiMtauden  därfen   wir   vwausHctieit ,    ilaKK   di*  Tlieojie 

:hung«n  <)tc|eiii§re    besondere   Aufgab«    einer  allgemeinen 

■nÜMurie  ta  ibrem  Geftenstaiide  hat,  alle  Wrrthe  einer 

iCafigen  VeränderMcheu    anzugeben,    für   welche 

Jt«|tfliien«   Function   derselben    zu  Null  tvird.     Ins- 

pim  a1«a  iin  rnrlie^enden  Fülle  bandelt  es  sich  darum,    alle 

E-  einer  uimbhiingifren  Veränderlichen  anzugeben,  für  wi-lehc 

I  (trgrhon*  algebraische  Funcllon   derselben   zu  Null  wird. 

I  üiene  Function  von  der  lickantiten  Form 


3,=j^  +  a,j«— 1  +  a^x^^-i-....  +  ot. 


(l) 


nkal  man  Kurükhäl,  bevor  jene  Aufgabe  überhaupt  gestellt  wer- 
dtfl  binn,  die  Müalichkeit  deruelbeu  nuchsuiveisen ,  d.  h.  ku  zei- 
m,  dasH  es  wirklich  W'erthe  von  x  i;eben  mOsse,  iiir  welche  y 
w  ^'idl  ivvrd«:  um)  da  man  tiicfi  \t<i\  dieser  Nachweisung  offeri- 
bir  noch  vor  der  Tliehrie  der  (ileicbungen,  nändich  innerhalb  der 
dsvmcinini  Fnnctioneutheorie  belind«t,  m>  erscheint  es  auch  am 
MSrilcluteii ,  di«  Function  ttelbat  noch  in  ihrer  Eigenschaft  aU 
rMdion.  also  ihrer  ganiten  Erälreckuug  nach  von  x=. —  oc  bis 
»ei+cr  ins  Au^«  zu  riuijsen  und  niichzuseben ,  ob  dabei  Wertht; 
•H  ^1  für  »dchc  y  EU  Null  tvird,  vorkommen  mßsscn  oder  nicht. 

N«n  Ul  vs  bekannt  genug,    das«,    so  lange  man  sieb  auf  das 

Gebi«t  der  reellen  Zahlen  beschrankt,    dieue  Frage  nicht  allge- 

■du  bvjolit  werden  kunn:    im  Gegentheil  lassen  sich  der  Functio- 

m  nnabblige  miführcn  (z.  iJ.  }f=:x''-\-i),    welche,    wenn  man  x 

•le  fBclIco   Werth«   von  j'=  — oe  bis  .r  =  +  a>  dorcldaufen  IKsst, 

lirll*litei>  dieser  Werth«  zu  Null   werden,    so  da«8  mithin  Glei- 

cbonKCD  Hie  .T^+^rsO  innerhalb  des  Gebietes  der  reellen  Zahlen 

1  li  I      'Ulli  bleiben.     Indessen  da  mag   in  so  einfachen  Fäl- 

i.i'T  beisiiielsweiBe  angeführte  :c*  +  4^0,  immer  so- 

■  U-T  Gleichung  anzugeben  im  Stünde  ist,  eobuld  man 

'■■  In. .  i:    ;    im^  iles  Zahleiibegfiffs  auf  das  Gebiet  der  imaginSren 

9  die  Belracblnng  hineinzieht,  ko  entsteht  die  Vermuthuiig, 

k  dieob^;«  Frage  mit  Zuxiehutig  dieser  Erweiterung  riel- 

I         1^  bcjabeml  werde  zur  Entscbeiduug  bringe«  lassett. 

I  wir  auidem  eewühnlichen  Standjuinkte,  von  welchem 

B  |>(legt  vorgelegt  zu  werden,  angelangt. 


I 

4 


i  X  eine  compleze  VerSnderHr.he  von  der  Forni 

;r=9(co89)  f  fslnq)),  (i) 

r  (iMitiv  sein  kann,  und  i,  nie  g^wöbnlicb,  die  imsitive 
Jl  Eialnil  bezeichnet;  und  durch  Substitution  dera«lben 
ptge  Fmiction  (I)  nehme  ^  die  Gestalt  an 


,=  P(CC 


■>»).: 


wird  man  filr  <lie  in  ReHe  stehende  BctrachtUDg  die  VeTÜniler- 
liehe  x  alle  inöglicheti  complexen  Werthc  durchlaufeii  lassen,  und 
dahei  fortwfihreod  die  za^vhCingeo  comjdexeu  Wertfae  ron  y  ids 
Auge  fasaen,  mit  der  bestäadieeD  Rücksicht,  ob  nicht  unter  den 
letzteren  auch  der  Werth  ^  =  0  vorkomme.  Die  Verändcrlicbkeit 
voll  X  aber  ist  an  diejenige  soivohl  von  ^  als  von  <p  gebunden, 
und  um  alle  Werthe  von  ic  /um  Vorschein  kommen  zu  lassen, 
wird  man  nicht  nur  p  durch  alle  Werthe  vun  ^=0  bis  p^ao 
hindurchfiihreR,  sondern  es  wird  zueleich  daneben  auch  w  alle 
Werlhe  von  einem  betiebleeti  Wertfie  (p^q)^,  ausgebend  bia 
V"  J^i  f-''  *"  durchlaufe»  haben. 

Ildilt  man  zunächst  und  für  einen  Äugenblick  einen  beliebigen, 
jedoch  von  den  beiden  iiussersten  Gränxen  q=^0  und  ^=^ce  ver- 
schiedenen Werth  von  p,  welcher  —  po  sei,  fest,  und  setzt  dabei 
zugleich  g>=ipo,  so  hat  man  vermöge  der  Gleichung  (1)  sorort 
einen  bestimmten  gehltrigen  Werth  von  t/,  ^=^q,  welcher  in  der 
P.beue  der  complexeu  Zahlen  irgend  einen  glejclniel  wo  liegenden 
Punkt  repräsentiren  wird.  Lässt  man  nun  gi  conltnuirlich  sich 
ändern,  jedoch  noch  immer  unter  Festfaaltuilg  jenes  Werthes  P=^^, 
so  wird  auch  vermGge  der  Continuität  der  Function  (1)  der  Werth 
von  y  continuirlich  ein  anderer  werden,  und  folglich  der  dadurch 
repräsentirte  Punkt  in  der  Ebene  der  complezen  Zahlen  eioe 
krumme  Linie  beschreiben,  welche  sich  mit  dem  Werthe 
tp^Lip^^27e  in  sich  selbst  abschtiessl,  indem  hier  wieder  der 
anfängliche  Werth  y^Vo  zum  Vorschein  kommt.  Wenn  man  nun 
endlich  auch  q  sich  andern  lässt,  so  wird  ledern  nndern  Werthe 
von  g  eine  andere  Curve  der  ,so  eben  bescn  riebe  neu  Art  ziigchO- 
ren ,  ferner  wird  ein  cnntinuirlicbes  Wachsen  von  p  zugleich  auch 
einen  continuirlichen  Uebergang  von  Curve  zu  Curve  zur  Folge 
hab^n ;  und  wenn  man  demnach  jetzt  die  gesammto  Succession 
dieser  Curven  von  p^rO  bis  (i=^qc  ins  Auge  fasst,  so  wird  sich's 
dabei  entscheiden  müssen,  ob  unter  ihnen  auch  mindestens  eine 
vorkommt,  die  durch  den  Nullpunkt  der  Ebene  hindurchgeht  und 
mithin  den  Werth  ^=0  in  sich  enthält. 


Man  betrachte  abgesondert  die  beiden  Sussersten  GränzlUlIc, 
welche  den  Werthen  p=0  und  fl=QO  entsprechen. 

I)    Für  p=0  reducirt  sich  dei  Werth   der  Function  (1)  auf 


mithin    degenerirt    hier    die    in    Rede   stehende    Curve    /.u    oineni 
Punkte,    dessen  Lage  in    der  Ebene  durch   die   von  Null    ver- 
schiedene complexe  Zahl  o„  festgestellt  wird.      Dieser  Punkt   bil- 
det mithin  den   Ausgangspunkt  für  die   mit  wachsenden   Weitben    ' 
vun  (1  zu  Stande  Iiomntenden  Curven. 

2)    Für  p=oe  wird  man    zu   dem   entsprechenden    Residtate 
nili   leichtesten  gelangen,    wenn   man  zuvor  die  Uleichnng  (I)  attf  1 
■lie   Form    bringt  ',  "  "  ■  ' — 


;=l  +  ^  +  J+-  +  :; 


»vrjB»  iii.iii  Rlr  p  =  a  srbliessl 


runl 


Ö)= 


0) 


IKeBo  Gleichung  spriclit  den  i»  der  Theorie  der  (ilelchuDgeii 
wb  Hotuil  vtelluch  zm  AnwGtiitung  kämmenden  SaU  aus,  dass 
ttt  ruiiction  (1)  desto  näher  mit  ihrem  hikbsten  Gliede 
MiiaiiimonfflIU,  je  grösser  der  Mnduliis  e  der  VerJinder- 
Heben  x  ani-enomnieii  wird:  welcher  Satz  mithin,  da  er  an 
•A  «chnn  j^denrallx  in  der  Theorie  der  Gleichungen  bewieeen 
itfitB  miixste,    biar  um  so  unbedenklicher  benutzt   uetdes   dar!'. 


Stall  dieser  Gleichung  (3)  kann 


1  auch  schreibe 


I  I  «n«  für  e  —  CO   verschwindende  cnm(dexe  Zahl  hezeichnel; 
i  dnraus  hat  man 


der  Gleichung  (2): 

3f=  Q'  (cos  ntp  + 1  sin  nij>)  (I  + 1). 


(4) 


.  Dieser  Ausdruck  führt  nun  sofort  zur  Kenntniss  der  näheren  Be- 
flcbtÜ'eabelt  der  Abcii  be/.ci<-hneteu  Kurven  fOr  denjenigen  Füll, 
Mt  t  «elbst  ohne  Grünzeti  xuninimt    Wie  nänilicb  auch  g  beschaf- 

n  »«10  Hing,  so  lielert  jedenfalls  der  erste  Factor  dee  Ausdrucke 

(4),  iiJinilich  der  Ausdruck 

tjf  (cos  H(p-f-t  ^nnip), 

iMs,  (Bt  einen  bestimmten  Werth  von  g.  einen  aus  dem  Null- 
noktc  der  Ebene  als  Mittelpunkt  beecbrietienen  Kreis,  dessen 
lilbwMKef  =("  ist  und  denseti  Peripherie  »mal  nach  einander 
^rrhlaufen  tvird,  wührend  ip  von  <p=:tFi)  bis  tp~tpg-\-'2!t  sich 
Inilerl.  Dieser  Kreis  Ist  nun  Awar  noch  nicht  selbst  die  hier  in 
Fnfte  kommende  Cnrve,  indem  vielmehr  zu  deren  Herstellung, 
•enuilge  den  Auadrucks  (4).  sammttiche  Punkte  einer  jeden  ein- 
ttbtvtt  Umdrvhung  des  Kri-iacK  luvor  noch  eine  CnrrecUon  durch 
itn  «fon  der  Einheit  verschiedenen  Factor  1+t.  gleich»!am  eine 
VcTdchiebung  in  der  Ebene,  zu  erleiden  hoben.  Indessen  da  e 
rine  uiil  den  nachsenden  VVerthen  von  f  unendlich  abnehmende 
ZaU  bexcicbncl,  fitso  der  Faclnr  I -|  e  genen  die  Einheit  conver- 
kommt  eben  deshalb  die  fragliche  Curvc  einem  aus  dem 
Ebene  «Is  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  < 


B  jpüsser  Q  angenommen  wird,    and  ßült  endlich  ■ 


'  falle 
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x  —  KcosB (»    ft  ^ 

(^){6in©«-^-co8eVl-,t»sme«)'*'     coseVl-M'-in»" 

0080+ -  V 1— tt»gine" 

y-y >*.  >* 

(,i)8iü©(co8«+  ^-  V  l-,tVmeä)  *  Ä       cos©  Vr=:?rHine« 

""  fi  cos  Ö 


also 


,,,  ;r-/gco8e     co8e+[v-i-ji«8ine« 

41)    ß 1 

sin  6«  -  -cose V  l-.tt«sln  Ö» 

/csin9  ^       ' 


oder 


:r-/Zco8e      C08e  +  JV-l-M«8iny 

sin  ö* cos®  V 1— tt^sinö* 


42). 

sinö*- 


Aus  der  Gleichung 

a:'^Rcose       cos  6  + -V  l^jl^^e^ 

sin  02  -  -  cos  0  VT^^siiie« 


=1  — lA^sine« 


erhält  man  nun  zuvorderst  ohne  alle  Schwierigkeit 

1  —  fi^sin  02  (sin  02—  -  cos  0  Vi— ^^sin02) 

a:  =  R .    ^ 

cos 0+- Vi  — a* sin 02 

Es  ist  aber 

(cos 0  +  ^-  VI  — fi^sin02)  Vl-^2sine2 

= --^(sin02— -cos0Vl-|i28in02), 
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ier  vor  nabtf  liegendeD  Fehlern  zu  hüten ,  scheint  elne^  Hawptauf* 
gibe  des  Lehrers  zu  sein.  In  diesem  Sinne  mochten  sich  Fragen 
wie  die  folgenden  zweckmhssig  zu  Aufgaben  fiir  Schüler  eignen. 

1.    Aus  der  Gleichung 
Mkt  man  durch  Wurzelausziehung 
wtnuis  folgt 


o:  =  a 


wikend  die  p-egebene  Gleichung  auch  Rfr  jeden  von  a  verschie- 
IcKs  Wertb  des  x  Gültigkeit  behält.  Wo  rregt  der  Fehl- 
idlosst 


2.    Aus  der  Gleichung 


crbdt  man 


a  —  Vx  =  & 

—  Vx'=b  —  a 

ar=:(6  — «)«; 


ie  Probe  aber  gibt  statt  der   identischen  Gleichung,   die  sie  lie- 
hhk  mflsste^   die  folgende: 

a— V(6— a)a=Ä, 
a  — (6 — er)       =&, 

Wo  liegt  der  Fehischiuss? 
3.    Wenn  man  die  Gleichung 

a:— a=:0 

aaf  beiden  Seiten  durch  x — a  dividirt,  so  erhält  man 


X  —  a 


0 


X — a     X — a 


oder 


1  =  0. 


Wo  liogt  der  Fehlschlass? 

Anmerkung.  Der  Widerspruch  wird  dem  Schüler  hi  der 
Resel  noch  «kbSbarer,  wenn  man  für  die  Buchstaben  bestimmte 
Zeiueo  setzt  So  z.  B.  wenn  man  in  der  zweiten  Aufgabe  ab 
gegeben  anirfamt 

3— Var=7, 

ee  erhilt  man  ^rsrlö»  und  Ae  Probe  Refert  den  Widerspruch 
•  1=7. 
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Ton  dem  Herrn  Doctor  Dienger  so  Sinaheim  bei  Heidelberg. 


I. 

Igicoay     1  m'co83y     Igt*  cos  6y 

3      1      ~5    1.2.3    +7  1.2....5       '  • 

■-K     yy  2r+3     1.2....(2r  +  l)         - 

ß— m  sin  9P  -f-  ßmsin  ^ 

= ^"2 «in  (m  cos  9) .  cos  2^ 

^m  sin  ^ — e — msin  9 

+ 2^2 COS  (m  COS  9) .  Sin  29) 

— ^- COS  (m  cos  9)  •  cos  9 

^— m  si  n  9> —— ^m  s  in  y 

öz; 810  (»•  COS  9) .  sin  9. 


1  m sin y     I  m^sin3y       1  m^sinSy 
3~i  6    1.2.3    ^1  1.2....5       •••• 

^msing»  —  e— msin^  v         « 

= 9~2 ^®*  •  (^  ^®*  9)C0S  2^ 

e-msin9>-f  emsin^»    .  v      .    « 

9   2 Sin (r COS 9). sin 2g) 

H rt '■ COS  (r  COS  tp) ,  sin  9 

e— msin^— ^msinf    , 
9 8*0  (T  cos  9) .  COS  ip y 

u-eon  m>0  und  q>  beliebig  ist 

m. 

(r+l).J+llr.g^^+21(r-l).22:^^ 

P.3».5«....(2r~l)a(2r+l)*(2r-f-l) 
■^  2«.4«.6a....(2r)«(2r  +  2) 
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Iscellen. 


Bemerkao|;ea   zur   sphärischen   Trigonometrie. 

Von  dem  Ueraatgebor. 


Wir  wollen  nns  ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges  sphäri- 
•eben  Dreieck  denken^  dessen  Hypoteouse  a  ist  und  dessen  eio- 
ander  gleiche  Katheten  b,  b  sma,  fiezeichnen  wir  den  Flächen- 
inhalt dieses  sphärischen  Dreiecks  durch  J,  so  ist  nach  einer 
bakaimten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie 

sin  ^6 1  —cos  ^6 

^     ""'icosft         2  cos  6 

also 

cos%  -f  2tang//cos6  =  1. 

LiSat   man  nun   diese  quadratische  Gleichung  in  fiezug  auf  cos  6 
ab  anbekannte  Grosse  auf,  so  erhält  man 

(cos  b  +  tang  J)'^  =  1  +  tang*// = sec  ^d , 

abo 

cos b  -f  tang ^^  =  db sec^, 

aad    hieraus 

cos6=—  tanff/j4:*ecij=4: 7-  > 

o     -^  -^     co^^ 

wo  sich  nun  fragt,  welche  Zeichen  man  zu  nehmen  hat.   Wenn  aber 

0<Ä<90o 

fgXp  ao  ist  nach  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  auch 
-    TImU  W.  15 


226 


folglich 

0<2Ä<180«; 
weil  uuD   bekanntlich 

zf=2Ä-90o 
Ist»  80  ist  offenbar 

0<//<Ö0«, 

und  cos  6,  cos^  sind  daher  beide  positiv.    Wenn  ferner 

ist»  so  ist  nach  den  Principien  d^i:  aphl^ischei  Trigonometrie  auch 

90o</?<180ö, 
folglich 


weil  nun  bekanntlich 


Ist»  80.  ist  offenbar 


180o<2Ä<360O; 


zf=2ß— HO« 


90o<//<270*>, 


und  cos 6 9   cos//   sind   daher   beide  negativ      Also  haben  cosj 
coszf  stete  gleich^  Vorzeichen»    und  weil  nun  Ifsin^  jed« 
positiv  ist»  so  muss  man' in  der  Gleichuog 


cos6=db 


1  -f-  sin  // 
cos^ 


offenbar  die  obern  Zeichen  nehmen»  d.  h,  man  muss 

-^  ,       1— sin// 

1)    cos6= -r- 

'  cos^ 

setzen. 

Haben  wir  nun  ein  beliebiges  rechtwinkliges  sphärisches  Drei- 
eck» dessen  Hypotenuse  a  ist  und  dessen  Katheten  6»  c  sind, 

wollen  wir  uns  über  den  drei  Seiten  dieses  sphärischen  Dr^ei 

sphärische  Quadrate  beschrieben  denken»  und  deren  HfilfieBai 
welche  offenbar  gleichschenklige  rechtwinklige  sphärische  Dreiei^^ 
sind»  respective  durch  //a»  //6»  //e  bezeichnen.    Dann  ist  mich'^ 

] — sin//« 
cos  a  = -z — » 

COS//a 


cos  6  = 


cosc  = 


1 — Ali  Ah 
cos//*   ' 

1 — sin//c 

008^9 
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W^  aber  nadi  einer  bduumten  Formel  der  gphlrischen  Trigono- 


ist,  ßo  ist 


Da  oöo 


bt,  so  ist 


MgliGh 


1  — 


cos  a  =  cos  b  cos  c 


1— sin//ii_  (1— siii^^)(l  —  6in//c) 

'        cos  Ja  cos  ^6  cos  ^e 


sin  Jf^sz  Jr  V^l  —  cos^z/« 


IT  V"l— cos»^«     (l-sin//fc)(l— sin  ^fe) 

COS  Ja  COS  /fft  COS  do 


(1  —  sin^O  (1— sin//c)         .       ,  .rr-* y-r- 

^ -r -z '  COS  //a  =  ±  V  1  —  COS*^f«, 


COS^ftCOS^e 

9  wenn  man  qnadrirt  und  aufhebt »  was  sich  aufheben  lässt 
(1  —  shd  -^»)«(1— sin^e)«+cos»^4Cos«i4r« 


COS^-JftCOS^-^ic 

_  2  (1  — •  sin  Jb)  ( t  "-"SJD  Je) 

COS^ftCOS^^e 


cos^« 


,  weil 


cos«-i/*cos*//c= (1— «in^i^r*)  (1  --  bin^if«) 
= (1  >- sio  ^  (1 -^  sin  ^c) .  (1 -f  sin  ^6)  (1 -|- sin  z^c) 


{(1  —  sin  ^*)  (1  —  sin  Je)  +  (1  +  sin^*)  (1  +  sin  Je)  i  cos  Ji 

ti$2eos^»cos^v, 

eich  leicht 

(1  +  sin2f»iin  Jt)cosJa  =  cosJhCosJe, 


^Mleh 


«^  ^  cos  ^«  cos  ^e 

3)    e<mJa*=^Y^M — : — 1 — = — T 


ogiebt 

Ferner  ist 


C0S2^a=z±  V^l  —fkXVk^Ju, 


iblfl^  nach  3): 


15* 


also 


oder 


d.  i. 


•  I«— glDz/a      (1  --  elnJk)  (1  — gJP  ^^ 


/^       .    ^  X«      (1  — 8in-^*)*(l— sin^fc)*  ,       :«^x 
(l-8.Dz/.)^= eos4co6«A ^<1-««"'^-) 


/i        -VN«      (1  -  sin  zf*)*(l--8in^^ 


(1  +  8in^6)  (l  +  Sin  Je) 


I  1 


oder 

1 — sin^g (1 — sin  Jb)  (1 — sinz/c) 

I+siiT^     (1-f  sin//«)(l  +  sin  Je)' 

Also   ist 

.        _(!+ sin  //»)  (1  +sin^c)  -  (1— sin //&) (1  -sin^e) 
***" ^"""  (l+sin^f*)(l+sin^e)+{l— sin^6)(l-siDA)  ' 

woraus  leicht 

..       .     .        sin^ifft  +  siOi^e 

4)     Sin  /7a^=  ri — .  '  Vrf — r— -jr 

^  l-{-sin^7ftSin//e 

erhalten  wird. 

Aus  3)  und  4)  folgt  sogleich 

ifx    x^      ^      sin^fA  +  sln^fo 

^  ®  COS^ftCOS^e 

oder 

6)    tangz^a= tang^ftsec  Je  +  tangJesecJb. 
Aus  3)  ergiebt  sicfi  auch  leicht 

.^  .         1— COS(^f4+-^c) 

'      1 -f  sinzffrsin^o 


'  1-f  Sin^6SlII^7« 


d.  i. 


sin  *t^a  =  T~; — • — "2 — : — 7 

1-f  sin^ftsin^( 


COS 


__COS*i(^»-^c)   , 

^^^"     1  +  sin  Jbf&skJe ' 


!|?*   ■«•! 
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7^  t«„»».^  _ein«i(^»+^«) 
7)  taDg«i^.=^— ar(2~^. 

Nach  3)  iat  auch 

8)    sec  Ja  ^=  »ec  Jh  sec  ^o  -|-  tang  Jh  tang  z/c. 

Die  weitere  Ausiiihrung  dieser  ßetrachtungen ,  zu  denen  'der 
VefBuch,  einen  dem  pythagoräischen  Lehrsatze  analogen  Satz  ffir 
Kchtwinklige  sphärische  Dreiecke  zu  finden,    Veranlassung  gege- 

bat,  niOge  dem  Leser  überlassen  bleiben. 


Bemerkungen   zar   ebenen   Trigonometrie. 

Von  dem   Herausgeber. 


Die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  kann  man  aus  dem  sehr  leicht  zu 
beweisenden  Satze ,  dass  in  jedem  ebenen  Dreiecke  die  Seiten 
Mcb  wie  die  Sinus  der  gegenüberstehenden  Winkel  verhalten ,  ana- 
Ijrtiech  auf  folgende  Art  ableiten. 

Weil  in  jedem  ebenen  Dreiecke 

^  +  Ä+C=180o 
kt,  so  ist 

sin  il = sin  {B  ■{-€)=  sin  B  cos  C  -f  cos  ^sin  C> 
cos-4  =  '— cos(ß+C')=--cosÄcosC+sinÄsinC. 

Naeh    dem   angefiihrten   ersten   trigonometrischen    Hauptlehrsatze 
ist  aber 

sin^     eXuB     sinC 


Mgüch 


b    — 


sinÄ=-  sin  ^=607, 
a 


8inC=  -sin^=e2r; 
a 


wir  der  KOrze  wegen 


sin^ 


Also  ist 

cosJ?=:Vl— 6*0:*,  cosC=Vl— c*j:«; 
man  nor  die  Quadratvraneln 

•der  negatiT  nimmt,  jeoachdem  respective  die  Winkel  B^  C 
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spitz   oder  stumpf  sind.     Unter  dieser  VoraassetniDg  ist  dshüj 
nach  dem  Obigen 

sin  A=  bx  Vl-c^x^  +  ex  VI— ft^J:*, 

cos^=6ca:*—  VI  — A*a:*«  VI— c*«*; 
also 

sin«J=6«:r«(l— c*^)+c«:r«(l— 6**^ 

+26«t»Vl-«*».Vl— cJll 
Vl-6*;ra.  VI -c«a:*=6ca:«— cosi*; 
folglicli 

sin«J-Ä«ar*(l-c«-ir*)  +  €»^(1  -»•««)  +  »iMJ*(ftca^ 

=  (6«+c*  -  26ccos^)a:® 

=:(6a4.c«-26ccosJ)?^; 

also 

6Hc*-2frecosi<_, 

oder 

aa=:6*  +  c«-26ccosi<, 

welches  die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  riiM|j 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist,  welche  wir  hier  beweisen  wdlteCj 
Eine  andere  Behandlung  dieses  ganz  elementareii  Gegeosttfh 
des  s«  m,  Archiv.  Tbl.  11.  S.  215. 


lieber   den    Verlust    an    Elektrizität   durch 

die   Luft. 

Von  dem  Uemi   Doctor  Dienger  so  Sinsheim   bei 


Da  die  elektrischen  Kurper  bekanntlich  ihre  Elektrizität  dntdk 
die  Luft  nach  und  nach  verlieren,   so  nimmt  man  bei  den  Unter»  ' 
suchungen   mittelst  der   Drehwage  gewöhnlich  das  arithmetische  ' 
Mittel  zwischen  zwei  Intensitäten ,  die  man  an  der  gleichen  StoHi^ 
aber  zu  verschiedenen  Zeiten,  erhielt.    (Man  sehe  z.  B.  Müller,  ^ 
Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  11.  Bd.  S.  80.) 

Es  scheint  diess  aber  ganz  genau  nicht  zu  sein,  vielmehr  ^ 
Berechnung  auf  folgende  Art  geschehen  zu  müsseti:  .m.*^. 

Es  sei  die  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  t  abeegai^De 
Elektrizität  proportional  dieser  Zeit  und  der  ganzen  Laduoe  fan 
Anfang  dieser  Zeit,  was  darauf  zurückkoikiiiit,  diese  Lädmitt  wHl^ 
rend  der  Zeit  t  als  konstant  zu  betrachten.  Heisst  also  Ä  dhM  - 
Ladung,  so  ist  der  Verlust  in  der  Zeit  t  gleich  m^r,  wenn  m 
cko«  k«Mlante  iBrllgse  ist>  die  VMi  Ami  Snsttade  «derLnftnbMtagfc 
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I>emnach  ist  die  LadaDg  za  Anfang  der  ziveiten  Zeit  t:A(1 — ttit), 
wibrend  der  Verlntt  in  dieser  Zeit  wieder  A(l — «tT)mT,  also  die 
Ladung  am  Ende  der  Zeit  ^x  noch  ^(1 — tnr)^  ist.  Geht  man  so 
fort,  so  findet  man,  dass  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  nr  noch 
il(l-mT)>  ist.    Non  ist 

(1— wit)»=[(1— mr)    mty-mt^ 

wom  ntsizi  eine  endliche  Zeit  bedeutet.  Ip  dieser  Voraussetzung 
tot  II  «nendlich  gross,  während  t  unendlich  klein  ist.  Nach  Cauchy, 
Biffereatialrechnang  Seite  4.,  crgiebt  sich,   dass  für  r  nn- 

endlich  klein  (1 — mx)    *"'  =  e,  also  fflr  n  unendlich  gross 


(1— mT)»  = 

ist  Demnach  ist  die  Ladfing  am  Ende  der  Zeit  i,  wenn  sie  zu 
AnGuig  derselben  A  war,  noch  A.e—*^,  Heisst  B^  also  die  La- 
dung am  Ende  der  {Seit  2/,  Bi  die  am  Ende  der  Zelt  t.  so  ist 

Bi=Ae-'"^,    ß^=Ae-^^^, 
demiach 

Bi  =  \rABi, 

d.  Il  am  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  t  zu  finden,  wenn  man 
die  n  Anfang  dieser  Zeit  und  die  zu  Ende  der  Zeit  2t  kennt, 
nimmt  man  aus  diesen  letztem  zwei  das  geometrische  Mittel. 

Heisst  allgemein  A  die  Ladung  zu  Anfang,  An  die  zu  Ende 
der  Zeit  nt,  An^i  zu  Ende  der  Zeit  (n  +  l)t,  An^^  zu  Ende  der 
M(n-\^2)i,  so  Ut: 

An      =-4c-""^ 

An^i=Ae-^*\ri)t^ 
worans  folgt: 

An\i  =  V  An  •  An-\^' 

{Hernach  müssen  also  die  Formeln,  wie  sie  z.  B.  Lam^  in  dem 
Covrs  de  Physique  de  l'Ecole  polyt.  §.686.  aufstellt,  modi- 
Urt  werden.  Setzt  man  m  als  klein  voraus ,  so  könnte  man  auch 
kiben: 

An    =A(l — mn^-f ....), 

2<»fi  =  J(l-.OT(lt  +  l)f+ ....), 

4,^=^(1— m(n+2)l+....); 

ibo,  wenn  man  die  hohem  Potenzen  als  die  erste  von  m  ver- 
aaeMisalgt: 

mA  4er  gewöhnlichen  Rechmingsweise. 
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Zar  Verwandlong;  der  gemeineB  Brüche  in 

Dezimalbrüche. 

Von  dem  Herrn  Doetor  Dienger  zo  Sintheim  bei  Heldelbeff;^. 


«  Da  ich  mich  nicht  erinnere,  gelesen  zu  haben,  wie  man  die 
Anzahl  der  Dezimalsteilen  bestimmt,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
einen  gewöhnlichen  Bruch  in  einen  Dezimalbruch  verwandelt,  so 
will  ich  hier  diese  Bestimmung  andeuten.  Dabei  setze  ich  immer 
Brüche  voraus,  die  sich  nicht  mehr  abkürzen  lassen. 

1)  Alle  gemeinen  Brüche,  deren  Nenner  bloss  aus  den  ein- 
fachen Faktoren  2  und  5  besteht,  lassen  sich  genau  in  DezimalbrOdie 
verwandeln.  Diese  Faktoren  können  jeder  vielmal  vorkonunen, 
entweder  beide  Arten  zugleich  oder  nur  eine  allein. 

2)  Um  zu  unterscheiden,  wie  viele  Stellen  (nach  der  Stelle 
der  Ganzen)  der  entstehende  Dezimalbruci^  habe,  müssen  wir 
folgende  Fälle  unterscheiden: 

a)  Der  Nenner  enthält  bloss  den  Faktor  2;  alsdann  enthält 
der  aus  dem  Bruche  entstehende  Dezimalbruch  so  viele  Stellen, 
als  der  Nenner  Faktoren  2. 

b)  Das  Gleiche  gilt,  wenn  man  in  a)  statt  2  setzt  6. 

c)  Der  Nenner  enthält  sowohl  den  Faktor  2,  als  den  6. 

o)  Er  enthält  mehr  2  als  5;   alsdann  erhält  der  Denmal- 
bruch  so  viel  Stellen,  als  der  Nenner  Faktoren  2. 

ß)  Er  enthält  mehr  5  als  2 ;    alsdann  erhält  der  Dezimal- 
bruch so  viel  Stellen,  als  der  Nenner  Faktoren  5. 

3)  Alle  gemeinen  Brüche,  deren  Nenner  nicht  einzig  die  ein- 
fachen (Prim-)  Faktoren  2  und  5  enthält,  lassen  sich  nicht  genau 
in  Dezimalbrüche  verwandeln.  Sie  geben  unendliche,  periodische 
Dezimalbrüche. 

4)  Enthält  der  Nenner  nebst  anderen  einfachen  Faktoren  noch 
die  Faktoren  2  und  5,  so  hat  man  die  vier  Fälle  von  No.  2)  zu  un- 
terscheiden. Alsdann  enthält  der  Dezimaibruch  so  viele  'sich 
nicht  wiederholende  Stellen  nach  dem  Komma,  als  der  Dezimal- 
bruch im  Ganzen  Stellen  erhalten  würde,  wenn  die  den  Faktoren 
2  und  5  fremden  Faktoren  nicht  vorhanden   wären. 

Multiplizirt  man  alle  einfachen,  von  2  und  5  verschiedenen 
Faktoren,  so  enthalt  der  Dezimalbruch  nach  den  sich  nicht  wieder- 
holenden Stellen  höchstens  so  viele  sich  wiederholende  /Stellen, 
als  diess  Produkt  Einheiten  enthält  >  wenn  1  davon  abgezogen  wird. 

Diese  letzte  Regel  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  der  Nenner 
weder  den  Fakt'^r  2,  noch  den  Faktor  5  enthält;  alsdann  wieder- 
holt sich  noth wendig  die  erste  Stelle  nach  dem  Komma.  *) 


*)  Man  verg^lciche  den  Aufiiatz  in  dem  Archiv.  Tbl.  I.  Kr.  WL  res 
dem  Herrn  Dr.  J.  A.  Arndt  zu  Torgan. 


Heber  die  Complanatlon  des  elliptf' 

sehen  und  hyperbolisclieii 

Paraboloides. 

Von  dem 

Herrn  Pk'ofessor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  UniTenität  zn  Jena. 


Die  CrleichmigeD  des  elliptischen  und  hyperbolischen  Parabo- 
aim  lassen  sich  bekanntlich  in  den  Formen 

AnteUen»  und  hier  kann  man  die  constanten jeeraden  Linien  a,  b.  € 
ie  Achsen  der' Paraboloide  nennen,  eine  Bezeichnung,  welche 
■k  der  beim  Ellipsoide  gebräuchlichen ,  wo 

e)"+(i)"+(9'- 

hti  sehr  got  übereinstimmt.  Will  man  jene  Achsen  selbst  sehen, 
••  handit  man  die  in  Rede  stehenden  Flächen  nur  durch  eine 
bew  sa  schneiden,  welche  der  Cobrdinatenebene  ay  in  der  Ent- 
biMiig^=c  parallel  läuft.  Die  Gleichungen  der  entstehenden 
Vbmt  sbd  dfann 

■i  folglich  die  Schnitte  selbst  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel 
■b  den  Halbachsen  a  und  6. 

iwnxi.  M 
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Um  nan  die  gedachten  Flächen  zu  complaniren,  benatxen  wir 
die  allgemeine  Formel 


und  haben  nach  Mo.  1.  fär  den  Fall  eines  elliptischen  Paraboloidet 
und  fjlr  den  Fall  eines  hyperbolischen  Paraboloides 

Substituiren  wir  diess  in  die  Formel  3.,  so  ist  in  jedem  Falle 


4.    Ä=y/<iTdyV^H-^^«  +  ^y». 

wo  die  Integrationsgränzen  noch  zu  bestimmen  sind.  Wir  betraeb- 
ten  nun  folgende  zu  ei  Fälle.  In  Taf.  VI.  Fig.  ].  seien  OA,  OB 
und  OC  die  drei  Achsen  a,  b,  c  der  Fläche  (hier  does  fllipi- 
schen  Paraboloides),  so  wollen  wir  die' Grösse  derjenigen  StMl 
ihres  Mantels  bestimmen,  deren  Projektion  auf  die  Ebene  ^Ejf  eit- 
weder  das  Dreieck  OAH  oder  den  FJüpsenquadranten  OAlfB 
ausmaclfen.  Sind  nun  Ö^—o:  und  MN=y  die  Coordinaten  irgenä 
eines  Punktes  in  der  El)ene  a-y,  so  müssen  im  ersten  Falle  di0 
Gränzen  für  a:  und  t/  s#  giftwahlt  werden,  dass  der  Punkt  N.fllß 
Punkte  im  Innern  des  Dreiecks  GAB  aber  keine  ausserhalb  dcf 
selben  liegenden  betritt.  Da  3i  unter  dieser  Bedingung  zwi^che* 
O  und  A  oeliebig  liegen  darf,  so  ergeben  sich  hieraus  Rhr  s  M 
Gtfneen 

ar=0,  x=OA=^a. 

Hat  man  nun  dem  x  irgend  einen  individuellen  Werth  OM  ioner 
halb  dieses  Intervalles  gegeben ,  so  st^ht  jetzt  dem  yz=z  MN  docI 
der  Spielraum  y=rO  bis  y^MN^  offen,  da  iVbetiebig  zwisd^D  B 
und  N*  lieflreri  darf.  iSestinait  maa  MN'  aus  der  PropoHisi 
OA: OB :=  MAi MN' ,  so  sind  die  GränEeo  fiir  y: 

«         ■  • 

y=0,    t,  =  ft(l-f). 

Substituiren  wir  diess  in  tSio.  4.  un4  nennen  P  die  Fläche  0 17/2  FC 
deren  Projektion  auf  die  ^b^ne  xy  das  Dreieck  OAB  aumach'' 
so   ist  ^ 


» "=/>/:"-'' ^^^^?^^■ 


.f« 


3S5 

Wollen  wir  dagegen  die  Fläche  OüSVO  berechnen,  deren 
Projektion  auf  x^  der  EUipsenquadrant  OAN"B^  CÜSV  tat,  so 
mflssen  die  Grfinten  Air  x  und  y  so  gewählt  werden  >  dass  der 
Ptakt  N  alle  Punkte  innerhalb  dieses  Eilipsenquadranten  ^  aber 
kciie  anderen  Punkte  der  Ebene  asy  betritt.  Die  Gr&naen  für  x 
«od  y  sind  daher 

x=0,  x=a;   y=0,  »=6^  l—(^J  i 

ffcü  OM  und  MIP'  die  Gleichang  der  Ellipse  CVSV^  OAWB 
befriedigen  mOssen.     Nennen  wir  Q  die  Fläche  OUSVO»   so  ist 

jetit: 

Man  kann  diese  Integrale  noch  etwas  vereinfachen,  wenn  man 
ie  Sobsfiiutionen  dr=a§,  y^=^  vornimmt.  Setzt  man  nämlich 
hNo.  5.  zunächst  x=^a^,  so  wird  dx=ad^,  und  die  Integrations- 
grihien  filr  i  bestimmen  sich  jetzt  aus  den  Gleichungen  x=zO, 
sss  oder  a|==0^  a^zzza;    es  wird  daher  zunächst 

ftktttmrt  man  nun  y=zbri,  so  erhält  man  ebenso  leicht 

Die  Gleichung  6,   geht  durch  dieselben  Substitutionen  in  die  fol- 
geide  Aber:  « 

Da  es  in- einem  bestimmten  Integrale  gleichgültig  ist,  mit 
«Mem  Buchstaben  man  die  Variable  der  Integration  Dezeichnet, 
M  darf  man  auch  wieder  x  und  y  für  £  und  ^  sohreiben ;  wird 
iMik  zur  Abkürzung 

4c«  4c* 

IMtt,  so  ist  nun 


7-  -;:«—«>  "2^==/^ 


8.    P^fAf^dxf  ^"'rfy  V 1  +ia:»  +  j?y* 


16* 


und 


9.    Q^ahf^dxf^  ^"""dy  Vl+«irH/5y' 


Es  hStte  zwar  keine  Schwierigkeit,  die  Integralioiien  i 
auBiofllhren,  iodem  man  die  bekannte  Formel  für 


fdyyTKTW 

flir  A=l-fflur*9  k=ß  in  Aufwendung  brächte,  man  wjirde  ab 
bei  auf  logarithmische  Funktionen  kommen  und  sich  die 
Übrig  bleibende  Integration  in  Bezug  auf  x  in  eine  sehr  nnbe 
Form  stellen.  Wir  schlafen  daher  einen  anderen  Weg  ein^ 
eher  auf  dem  folgenden  Theoreme  beruRt:  srenn  fpir^Jc)  ei 
;r=r  sich  annuUirende  Funktion  bezeichnet,  so  gilt  die  Gle 

10.     /     dxj  dyf{x,y) 

worin  die  DiiTerenziatioh  von  q>(r,x)  in  Bezug  auf  r  partie 
zufiShren  Ist  *). 

L    Um  hiemach  das  Integral  in  No.  8.  zu  redoziren ,  setz 

9(r,a;)=r— ar,  f(x,y)=  V 1  +  aa?«+/?y«; 

es  ist  dann 

9(l,ar)  =  l-ar,    ^—j—J:=l; 

f[x,  tp(r,x)\  =  Vl+aa:2+/J(r— o;)*; 
und  nach  Substitution  dieser  Ausdrücke 

P—abC  drC ' ciar V  1  +  cu:a+i5(r— or)». 
Durch  die  Substitution  x=^tz  ergiebt  sich  hieraus  zunSchsl 

P=  abC  ^rdtC^dz  Vl+ar»2«+/3r»(l  — x)» ; 
ferner  durch  die  Substitution  r*=s^ 

und  dnrch  Umkehrung  der  Integrationsordnung 

*)  M.  ■.  meb  Hsndbach  der  DifferenstaN   nad  InC« 
rechnang.   IL    S.  154. 
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P=s  \ahJd%C  ^dQ  Vl  +  «2«p+/J(l— z)«^ , 
ran  rar  Abkürzung 

IL      ltt«+/J(l-2)*  =  l« 

leniiSge,  so  dass  eiofacher  oder  wenigstens  compendiöser 

P^labr^dzC^dQyfTTVQ 

«hi    Hao  übersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  sich  hier  die  Inte- 
|qi&Mi  iiadi  ^  ausfdhren  ISsst;    dieselbe  giebt 


•='-*/' 


^yrrnö'-i 


tt 


wo  ooD  statt  11  sein  Werth  aus  der  Gleichung  II.  zu  substituiren 
wira.  Blan  kaon  aber  auch  u  sogleich  als  neue  Variable  ansehen 
udomgekehrt  z  durch  u  ausdrücken.    Es  ist  dann  aus  No.  II.: 


1= 


&=±4 


du 


V(a  +  /3)M— a/3 


Wenn  ferner  z=0  und  z=l  geworden  ist,  bat  u  die  entsprechen- 
'ti  Werdie  u=^ß,  u=a  angenommen,  und  daher  ist 


'=*i''*/, 


du  V'(l+M)»— 1 


ß    \n(ä+ß)u^aß  « 

Welches  Vorzeichen  hier  zu  nehmen  sei,  entscheidet  sich  aus 
fai  Verhältnisse  von  a  und  /?  zu  einander.  Setzen  wir  z.  B.  vor- 
Mi,  dasa  a  die  grusste  unter  den  Achsen  a^b^c  sei,  so  ist  o<^, 
Ao  die  obere  IntegrationsgrfCnze  kleiner  als  die  untere,  und,  wie 
hiebt  zo  sehen  ist,  wird  dadurch  das  Integral  an  sich  (d.  h.  ab- 
l^iehen  von  it  \ob)  negativ.  Da  aber  P  seiner  Natur  nach  posi- 
fir  sein  muss,  so  muss  das  Minuszeichen  genommen  werden; 
•4er  es  ist,  wenn  man  die  Integrationsgränzen  vertauscht, 

V7I+i)»  — 1 


12.    P=  lab  H-r^      ^     -r- 


■ß  ** 


Durch  diese  elegante  Formel  redusirt  sich  die  Complanation  auf 
.  dse  blosse  Quadra&r,    die  man  bekanntlich   immer,    wenn  auch 
MT  niherungsweis,  ausfahren  kann. 

n.    Um  zweitens  die  Formel   10.  auf  das  Integral  in  No.  0. 
aswenden  zu  können,  setEen  wir 


m 

es  wird  dann 

und  mithin  nacli  Formel  10.  und  9. 

Daraas  ergiebt  sich  zunächst  fSr  x=rz,   n'o  z  die  nette  Varii 
bezeichnet, 

ferner  durch  die  Substitution  r*=9 

und  durch  Umkehrung  der  Integrationsordming 

wenn  nSmtich  zur  AbkQrzung 

13.    tc=cr«  +  /?(l  — i») 

gesetzt  wird.     Führt  man  nun  die  Integration  fai  Beziehuog  a 
aus,  80  ist 

Behalten  wir  u  als  neue  Variable  bei   und  drücken  x  dun 
aus>  so  wird  nach  No.  13.,  wenn  a>6>  also  a<^  ist, 

and  daraus  findet  man  sogleich  !'*C 

»  ,:.«{«  ■    ■  '       f  j 
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^i-^=VH- 


ß 

Vwn  ferner  2=d0  and  z=l  geworden  ist,  hat  u  die  entsprechen- 
Berthe  ß  und  a  angenommen;    so  erhalten  wir  dann 

Jß    V  (ic-«)(/5-m)  m 

Inrch  Vertauschuug  der  Integrationsgränzen,    wodurch    da# 
d  positiv  wird  5 

t/  «   V  (i«— a)(p— ii)  •« 

icht  minder  elegant  ist  als  die  vorhin  fär  P  gefundene  Formel. 


Theorie  der  Aberration« 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

den  ausführlichem  Lehr-  und  Handbüchern  der  Astronomie 
ie  Lehre  von  der  Aberration  hauptsSchlich  nur  mit  Rück- 
iif  ihren  praktischen  Cilebrauch  in  aieser  Wissenschaft  dar- 
;,  und  das  Augenmerk  vorzüglich  bloss  auf  die  Entwicke- 
oglichst  bequemer  Näherungsformeln  zur.Bestimmunfi;  des 
»es 9    welchen   die  Aberration  in  den  verschiedenen  Fällen 

astronomischen  Beobachtungen  ausübt,  gerichtet.  Abge- 
biervon  hat  aber  diese  Lehre  jedenfalls  auch  fiir  sich  ein 
indes  theoretisches  und  rein  wissenschaftliches  Interesse, 
etet  namentlich  auch  manche  interessante  eeometrisohe 
tspuakte  dar,  was  mich  veranlasst  hat,  dieselbe  in  dieser 
Ihniig  einmal  von  die.ser  mehr  theoretischen  Seite  ohne  un- 
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mittelbare  Rficksicht  aaf  ihren  praktischen  Gebrauch  io  dei^ Astro- 
nomie zu  entwickeln,  indem  icii  zugleich  der  Meinung  bin,  dass 
eine  solche  mehr  theoretische  oder  f^eometrische  Darstellung  auch 
sehr  geeignet  ist,  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  eigeotliche 
Natur  des  Gegenstandes  zu  vermitteln ,  und  daher  auch  ßlr  dea 
eigentlichen  Astronomen  von  Nutzen  sein  wird.  Ich  hin  also  ia 
dieser  Abhandlung  absichtlich  zunächst  und  ganz  vorzüglich  auf 
die  Entwickelung  ganz  genauer  Formeln,  nicht  blosser  Näheruags- 
formeln,  und  mit  aller  Strenge  richtiger  geometrischer  Gescfaa 
ausgegangen,  habe  jedoch  dann  auch  noch  gezeigt,  wie  sich  am 
diesen  ganz  genauen  Formehi  auch  mit  Leichtigkeit  bequemen 
Näherungsformeln  fiir  den  praktischen  Gebrauch  herleiten  lasso^ 
bemerke  aber  nochmals,  dass  man  diese  ganze  Abhandlung  durch- 
aus mehr  von  der  theoretischen  als  von  der  praktischen  Seite  atf 
zufassen  hat,  weshalb  ich  mich  für  jetzt  auch  bloss  auf  die  B» 
wegung  der  £rde  um  die  Sonne  und  auf  die  Fixsterne  beschrftnk^ 
die  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  und  die  Planeten  und  CoB^ 
ten  dagegen  einstweilen  unberücksichtigt  gelassen  habe,  spfiterhii 
aber  vielleicht  noch  einmal  auf  diesen  interessanten  Gegenstaal 
zurückkommen  werde.  Uebrigens  hoffe  ich,  dass  die  von  mir  in 
dieser  Abhandlung  entwickelten  neuen  Formeln  wegen  ihrer  Ele*  j 
ganz,  sowie  überhaupt  auch  die  ganze  in  ähnlicher  Weise  Mb»  i 
noch  nicht  gegebene  Darstellung,  wohl  die  Aufmerksamkeit  dci  . 
Lesers  einigermassen  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  werdeik 

I 
§•  1-  I 

In  Taf.  VL  Fig.  2.  sei   S  ein  Fixstern,    der  also  seinen  Ort 
selbst  nicht  verändert,  und  E^  sei  ein  Ort  der  sich  in  ihrer  ellip- 
tischen Bahn  um  die  Sonne  bewegenden,    hier  als  ein  Pnnkt  M^ 
trachteten  Erde.    Wenn  nun  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  gWi 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  nicht  unendlich  gross  ist,    sonden 
zu  derselben   ein  bestimmtes,    endliches,   messbares  VerhiltnlM 
hat,    wie   wir   bekanntlich    nach  KOmer^s  höchst  merkwfirdittf 
{Entdeckung  in  der  Thät  anzunehmen  berechtigt  sind,  so  wird  off 
Beobachter  sein  Fenirohr,    wenn  er  dasselbe  nach  jdem  Sterne  S 
richten  und  diesen  Stern  wirklich  in   dem    Fernrohre  zu  GesicU 
bekommen  will,   offenbar,    indem    er   sich   in  E^   befindet,    oicM 
direct  nach   dem  Sterne  ^  richten  oder  in  die  Lage  der  von  J^ 
nach  dem  Sterne  S  gerichteten    geraden  Linie  E^^S   bringen  dfr- 
fen,    weil  ja,    wenn  er  dies  thiin  wollte,    wegen  der  schnell  ii 
ihrer  Bahn  forteilenden   Erde,    da  das   Licht  das  Rohr  des  Fem" 
rohrs  nicht    in    einer  völlig    als  verschwindend  zu  be trachtende!' 
Zeit  durchläuft,  dasselbe  in  der  That  gar  nicht  bis  zum  Auge  dei 
Beobachters  gelangen  könnte,   sondern  durch  die  Wände  de«  wM 
dem  Beobachter    zugleich  schnell  forteilenden  Rohrs  aufgehaltM 
und    in  seinem    geradlinigen  Laufe   unterbrochen  werden  wftrdt^ 
was  nothwendig    in  jedein    Punkte    der  Bahn  der  Erde  der  Fal 
sein  muss.  so  dass  also  der  Beobachter  den  Stern  überbavpt  gH 
nicht  zu  Gesicht  bekommen  könnte,   wenn  er  das  Femrohr  diiMl' 
nach  dem  Sterne  richten  oder  genau  in  die  Lage  der  von  «abcH 
Auge  nach  dem  Sterne  gerichteten  geraden  Linie  brinMii  Wille^* 
was  aber,  wie  gesagt,  AUes  nur  unter  der  Annahme  oder  V<       ^ 


Hetoing  seine  lOchtickeit  hst,  das«  <{ie  (icsclininiliiikcit  des  LichU 
tm!»n  rfle  GesrliuiiiilliikeiC  der  lird«  riklit  uiieiiillidi  gros«  ist, 
sondern  zu  derselbe»  ein  Ijectiinnites,  piKlIicbes,  genou  niesskares 
Verhiilttiiss  h»t.  Vielmehr  niiiss  der  Hunliachler ,  wenn  er  den 
Strm  wirldicli  «n  (iesicht  bckummen  will,  sein  Fernrnlir,  indem 
et  sich  In  Eg  belinde(,  in  eine  solche  Lage  tioFg  bringen,  dass 
ein  »on  dem  Sterne  S  ousge  gangen  es  und  hei  f'o  durch  das  Ob- 
iectiviilaH  in  da»  Fernrohr  tretendes  Lichtlbpüchcn,  indem  das 
In  £[)  in  die  Ln!;e  K^Ff,  gebracht'^  Fernrohr  ran  dem  mit  der 
Erde  in  ilirer  Bahn  forteilenden  Henbachter  pnrallel  mit  sich  selbst 
rort]>«ftlirl  «ird,  seinen  geradlinigen  Weg  in  dem  Kehre,  ohne 
Iriretitl  eine  llindernng  von  den  Wfjnden  desselben  zu  erfahren, 
vWig  un^sirirt  verlulgen,  und  mit  dem  Benbai-bter  sngleich  in 
«nero  gewissen  Punkte  £  der  Erdbahn  anlangen  kann.,  £s  musa 
also  in  E^  dns  Fernrohr  in  eine  solche  Lage  £n'n  gebrncht  wer- 
dt'D,  Aof'ii  das  Licht  die  Linie  F„E  als  einen  Tlteil  seiner  gerad* 
linlevii  Bahn  eenan  in  derselben  Zeit  durcbtüuft,  in  vvelcher  die 
Erae  den  Thell  £(,£  ihrer  Bahn,  den  irir  hier  seiner  Kleinheit 
fre^a  nbne  nllen  merklichen  Fehirr  gleichTalls  als  eine  gerade 
Linie  betrachten  künnen,  Knrüchli'gt,  «der  es  muss  die  Lage 
KoFft,  in  welche  der  Beobachter,  um  den  Stern  S  wirklich  x\i 
Weicht  T.V  liekomnicn,  in  £„  sein  Fernrohr  zu  brincen  geniitfaigt 
i«t,  s»  beschaffen  sein,  dass  die  hier  beide  als  geradlinig  betrach- 
teten Tbeile  E,tE  nnd  ££„  der  Bannen  der  Brde  und  des  Lichts 
•ich  eben  so  zu  einander  verhallen,  ivie  sich  die  Geschwindigkeit 
der  Erde  in  dem  Punkte  E„  oder  £  ihrer  Bahn,  —  wobei  man 
nur,  wus  jiberhniipl  niilbig'iet,  nenn  diese  ganze  Theorie  in  allen 
ibren  Theilen  mit  vrdliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  aufgefas&t 
nDd  rerHtniiden  »erden  soll,  niclit  unbeachtet  lansen  darf,  dass 
lii«r  alle  in  Betracht  kommenden  (in'lsseir,  absolut  gen ommen  oder 
an  sich,  Aussernnlenllich  klein  sind,  nnd  dass  es  hier  überall  nur 
nf  «ndliche,  völlig  bcKtininitr,  und  eben  deshalb  mit  voilkomme- 
wer  tienauigkeil  mrssbare  und  an!<rebbare  Verhültiusse  ankamrat,  — 
m  der  Geschwindigkeit  des  Lichts  verhält.  Dann  »ird  das 
LMitthellcIii'H  mit  dem  sein  Fernruht  nun  ohne  alle  weitere  Ver- 
rOckong  der  Lage  dessellien  parallel  mit  sich  selbst  lortlilhrenden 
Beobachter  zugleich  in  dem  Punkte  £  anlangen,  der  Beobachter 
wird  in  diesem  Punkte  der  Erdbahn  den  Stern  in  dem  Fernrohre 
wirklich  7"  Geeicht  bekommen,  wird  ihn  aber,  da  wir  annehmen, 
das»  das  Fernrohr  ])aral|pl  mit  sich  selbst  lortgelührt  worden  sei, 
nMit  an  seiner  nahten  Stelle  oder  nach  der  geraden  Linie  £^ 
•rUirken,  sondern  nnrh  der  llichlung  de»  Fernrohrs  ££,  welche 
der  Linie  £n£n  parullel  iMt,  7u  sehen  glauben,  und  seinen  Ort  am 
Bfmmel  natitrlich  auch  nach  dieser  Lage  des  Fernrohrs  beurthei- 
len  und  bestimmen,  wodurch,  da  das  Fenirubr  des  sich  in  £ 
IwRiidenden  nnd  den  Stern  im  Fernrohre  wirklich  zu  Gesicht  be- 
kommenden Beobachters  keineswegs  wirklich  noch  dem  Sterne 
S  gerichtet  ist,  nothwendig  Fehler  in  der  Lagen bestimmmig  der 
6««tinie  am  Himmel  entstehen  müssen,  anf  welche  der  Astronom 
noabn  ei  stich  Kchiirig  Rücksicht  zu  nehmen  hat,  so  dass  er  die- 
selben bei  allen  seinen  Rechnungen  als  ein  besonderes  fjechnungs- 
element  in  Ansatz  bringt,  wenn  die  aus  seinen  am  Himmel  ange- 
»lelKen  Be<diachtungen  und  IVIessungen  auf  dem  Wege  der  Kech- 
;  gexogenen  Kesultate  auf  diejenige  Sicherheit  und  Genanif^keit 


noilen  Ansptucb  ntftchen  tlürten,  welche  die  Axtronotiiii 
lieh  l*ei  ihrem  ^itg;euHSrt)i;eii  Ziisfitude  der  büthnteu  Ihi 
und    iiraklischen    Au»kiluiiii^    jf^denfalU    zu    Ibrderu 
boreunli^l  ist. 

Die  HO  eben  ausfilhrlich  lie.sprncbene  Abweichung  de«  F«!» 
rnbrs  vnn  seiner  riL-hligen  Lage  bei  den  astroiioniiMeben  Beohus- 
lunüen  nennt  man  in  der  Aätrannmie  im  Allgemeinen  dio  Abvüg 
ration  »der  Abirrung,  und  zivar,  wie  es  niif  Hekei»!,  mit  «eb 
gutem  Grunde  und  villliß  richtie,  namentlich  In  netterer  Zeit  iui> 
atene  ohne  alle»  neueren  ßeisutz;  denn  von  einer  Abcrralha 
oder  Ahirrunß  des  Lichtfl  xii  afirei.'hen,  nie  ntimetitlirb  vnn  4t^ 
Physikern  und  in  den  phy^ikalietheu  Lehrhi'khern  fmt  durcl^£A- 
sie  fiesehieht,  scheitit,  wenigstens  bei  derul>igen,  bich  alierjvdto- 
fjilU  in  s(Jir  vielen  tieziebun^ten ,  insbesundere  dunb  ihre  ztase« 
Einl'aehheil,  geivis8  eanz  besonders  empl'eblendr^  '  '' 
weise  der  .Suche,  der  iN'atur  derselben  niclit  reiht  ^j. 
indem  ninn  offenbar  in   der  Thal  weit  eher    vim   »-i; 

»der   Abirruiii;   de»    Fernrohrs  :ils   von   ein'V  Abi^n 

irrun^  des   l>ichls   sprechen   künnfe,   wenn    mun    ul>sii  tninu  rlm 
WeitlSiliiltkeit  der  Aiifdruekaweise  ditrcb  Keiffl^ung  eine«  beHO 
deren   Zusatices   su   dem   echlichten  Worte  Aberrali»»  oder  iJy 
Irrung  nu   erhüben    beubaicbtigle.      Freilich  werden  mir  hl''rtn  ik 
Anbüiiger  anderer  Auaichten~flber  diesen   (iegenKtiind   nicht  M 
Btininien.     Andere   AulTassungsiv eisen    desselben  zu  hespnrrhn 
f^ehürt  »her  jetzt  um  so  neoiger  zu  meinem  Zweck»  und  eiitutiädt 
meiner  Abeicbt,    well  Ich    scbi>n   In    der   Einleitung   irLl^itt  liak, 
daSs  mich  bei  der   vorlieeendcn    Behandlung  und  1>  i'    '  ''   <      " 
ser  Lehre  vorzußsweiae  das  in  derselben  enthaltiMi< 
Element  intereesirt,   und  ich  will  daher  hier  nur  n>'  ': 
Kürze  bemerken ,    dass  der  oblf^en  AufTassungHWei' - 
gössen  Einfachheit  iedenfalls  auch  noch  der,  —  i<< 
siebten  Qber  diese  Dinge  sehr  grosse,  —  Vorxu!.'  >    . 
Aufrassungs weisen   gebührt,    dnss   sie  von   einer    I 
Voraunsetzung  ober  die  physische  Besehaffcnbeit  di      i    ■ 
nnabbän^ig   ist,    und  eben  deshalb  eine  vlillif^  streii|;<-.    rdn  ^f 
metrische  Behandlung  gestattet.  ' 

Uen  durch  die  Lac«  EF  des  Fernrohrs  be^tlnmilen,  aUo  li» 
der  .\berralian  oder    Abirrung  alücirlcn  Ort    des  Sti  riio    .**  newA 
man  in  der  Astronomie  den   scheinbaren  Ort    d' 
Untcrscliiede  von  seinem   durch  die    wirklich  naiti     i 
Gvsit'btsltnie  ES  bestimmten,    von   der   AberraÜ"" 
nicht  alliclrten,    wahren  Orte,    Alles  natürlich  l'<    . 
Zei^iunkt,  wo  die  Erde  sich  iu  dem  Punkte  £  ibr-r   ll.ilm  IkImi- 
det.  und  wo  in  diesem  Punkte  der  Erdbalin  der  Stern  dvio  BmV- 
■chler  in  seinem  Fernrnhre  wirklich  zu  Gesicht  kimiml,    d.  h.  M 
die  Beobachlun);  des  Sterns  anitestellt  wurden  ist,    i"l.>i    kurji  Mii 
die  Zeil  der  Beobiichluug,  in  was    l'ifr  Zeileinheidii  ■■         .  i        i 
«uch  RiiKeben  nrag,    wa»  uns  Rlr  jetzt  nicht  weidi 
dem    wjibren    und   scheinbaren    Orte    des    Stern»    <!' 
nc<lrnnfi milchen   Cnnrdinnten  des    Sterns,    auf  ivcl<I<: 
Kaunie  diewelben  nun  auch  bezogen   werden  mliffi 
zicbungsweise  seine   wahren   ('oordinitlcn   und  >< 
hBTou  f'oordinaten.  und  die  Ableüunj;  j.-ner  im- 
diiMer  aus  jetit»«,    macht  (iberhaupt  den  HttuptbdiaJid^^iäaM» 


Aberratlctiistheorio  aas,   und  ^ehürl  ; 
rechnenden  Astronomen  bei  de     ' 


den  Haupigescbsnen  des 
itimq  dieser  Thet  ' 


Un  der  Einlliis»  der  Aberration,  u ie  ihr  Entdecker ,  der  ^osse 
enslisclie  Astrniiom  Kradl  ey,  zuerst  dar!;e(hun  htit,  auT  nlle 
wwati«misehen  Beoliachtun^eu  sehr  incrklich  ist,  nnd  deshalb  als 
eäne  besondere  Felileri|iieMe  bei  allen  astronomischen  RKchnaneen 
in  AiuaU  gebracht  iverden  mims,  alles  OhiBc_  aber  nur  auf  der 
Voransfieteung  beruhet,  dass  die  Gescbnindislieif  den  Lichts  gegen 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  den  verschiedenen  l'unkten  ihrer 
Bahn  nicht  uneiidlicl)  grost«  ist.  sondern  vielmehr  zu  derselben 
em'be^tiinmtes ,  endliches,  niesf<bares  Verbültniss  hat,  so  sind 
wir  nun  auch  aus  der,  aus  allen  astronomiiwheu  Beobachtungen 
sich  tin;eMeideuti^  erlebenden  Aberration,  indem  dieselben  nur 
dadureli,  dass  man  die  Aberration  auf  eine  strenge  Welse  in 
Rechnung  bringt,  gehörig  zur  Uebereinstimniung  mit  einander  ge- 
bracht werden  können,  a  posteriori  zu  si-bliesseo  berechtigt,  dass 
die  in  Rede  stehende  Anmihme  rücksicbtlich  der  GeKchntiidigkcit 
des  Lichts  richlif;  i^t,  d.  h.  dasM  dieselbe  zur  Gei^chivindi^rkeit 
der  Enlc  in  den  verschiedenen  Punkten  ihrer  Bahn  tvirhticb  In 
einem  emllicheu,  genau  messbaren  und  bestimmt  angeb)>aren  Ver- 
hältnisse äteht,  was  bekanntlich  auch  schon  Körner  noch  Tor 
Bradley  aus  den  Verüuslerungen  der  Jupiters trabanten  gesclilns- 
sO»  hatte,  und  auf  diesem  Wege  selbst  schon  zu  einer  genanen 
Bettimomrig  der  Ueschivludigkeit  des  Lichts  gelangt  war,  deren 
Ricbtigkrit  späterhin  durch  die  Aberrationstheorie  auf  die  fiber- 
raacbendt-le  und  scbirnste  Weise  bestätigt  worden  ist.  Auf  der 
anderen  Seite  liefert  ober  auch  die  Aberrationstheorie,  welche  in 
Jet  Voraiistielzung  einer  wirklichen  progressiven  Bewegung  der 
Erde  itm  die  Sonne  ihre  hauptsSchlicIisIc  (Grundlage  hat,  den  deut- 
lichsten und  einleuehlendsten  Beweis,  dass  die  Erde  wirklich 
eine  RTogressiv  fortschreitende  Bewegung  um  die  Sonne  besitzt, 
und  oa>i»  nicht  die  Sunno,  wie  es  scheinbar  der  Fall  ist^  sich  um 
die  Erde  benegt.'  Denn  aus  der  vorhergehenden  Theorie  ist  mit 
vüIligCT  l>eiitliehkeit  ersichtlich,  dass  die  Erscheinungen  der  in 
den  astronomischen  Beobachtungen  anfvilllig  unzweideutige  Welse 
Mch  kund  gebenden  Aberration  nur  iliinn  sich  genügend  erkitiren 
biwen,  wenn  wir  dem  Bcidiachter  auf  der  Erde  mit  derselben  zn- 

Sleicb  eine  [)r"ares(*iv  fortschreitende  Bew- gung  lieilegen,  and 
aas  im  Gegenlbeil  diese  Erscheinungen  Dothwendin;  gnnz  wegfal- 
len würden,  wenn  wir  den  Beobachter  uns  in  atisolnter  Ruhe 
dwikrn  wollten;  ja  es  wUrden  sich  selbst  die  Verhältnisse  der 
verschiedenen  Dimensionen  der  Erdbahn  unter  einander  aus  den 
durch  Beobachtung  bestimmten  und  auf  bestimmte  Maasse  xnrück- 
gsfilhrlen  Erscheinungen  der  Aberration  ableiten  lassen.  Und  da 
ea  jedenfalls  keinen  mehr  einleuchtenden  und  Gberzeugenden  Be- 
weis (ÜT  das  wirkliche  Statllinden  einer  progressiven  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  ah«  diesen  siebt,  so  kann  man  in  der 
That  sagen,  dass  wir,  eben  so  wie  ItekanntÜch  die  rotatorische 
Bewegnng  der  Erde  um  ihre  Axe ,  auch  ihre  progressiv  fortschrei- 
tende Bewegung  um  die  Sonne  erst  haben  am  Himmel  aufsuchen 
mflssen,  um  uns  von  ihrer  wirklichen  Existenz  vollstSndig  zu  ßber- 
zcngen,  welches  nicht  das  kleinste  der  vielen  grossen  Verdienste 
ist,  durch  welche  sich  Bradley  ein  unvergängliches   Denkmal  in 
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den  Anoalen  der  Geschichte  der  Astronomie  und  der  Nati 
schallen  überhaupt  gesetzt  hat. 

Was  wir  hier  bis  jetzt  bloss  in  allgemeinen  Grundzilj 
Leser  vor  die  Augen  geführt  haben,  iVollen  wir  nun  in 
genden  Paragraphen  mit  der  Kraft  der  mathematischen 
verfolgen,  und  unserer  Darstellung  dieses  (iregenstandes, 
Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung  ist,  wenigstem 
ohne  uns  eine  Vernachlässigung  irgend  einer  Art  zu  g 
den  Charakter  vollkommener  geometrischer  Strenge  zu  i 
suchen,  was  gewiss  besonders  geeignet  ist,  eine  völlig  < 
Einsicht  in  die  eigentliche  Matur  desselben  zu  bewirken 
vermitteln. 


§•  2. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  zuvorderst  ganz  im  Allgeme 
völlig  beliebiges  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
zum  Grunde,   auf  welches  wir  die  Lage  aller  Punkte  Im 
beziehen.     Die  tjoordinaten  der  Punkte  E^  und  £  in  Bf 
dieses  System  seien  respective  Xq,  Yq,  Zq  und  X,    F, 
von  der  von  dem  Punkte  £,  als  ihrem  Anfangspunkte,  au 

Sedachten  Linie  ££o>  welche  wir  der  Kürze  wegen  im  Fo 
urch  R  bezeichnen  wollen,  mit  den  positiven  Tbeilen 
durch  den  Punkt  £  gelegter,  den  primitiven  Axen  der 
paralleler  Axen  eingeschlossenen,  loO^  nicht  übersteigend* 
Lei  seien  a.'/?,  y.  Femer  seien  9,  'f;,  };  die  180^  nicht  i 
genden  Winkel,  welche  die  als  von  dem  Punkte  £  au 
gedachte  wahre,  nach  dem  Sterne  iS  gezogene  Gesichtsli 
mit  den  positiven  Theilen  dreier  auf  dieselbe  Weise  wie 
durch  den  Punkt  £  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  o:,  j^,  z  p 
Axen  einschliesst  Die  Länge  £0^0  ^^^^  ^^  ^^^  Fernrohri 
und^i,  if;|,  %i  seien  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel, 
von  den  einander  parallelen,  als  von  den  Punkten  £^,  £aui 
gedachten  Linien  £^Fo'  ^^  ™it  den  positiven  Theilen 
respective  durch  die  Punkte  E^y  E  gelegter,  den  primitive 
der  X,  y,  2  paralleler  Axen  eingeschlossen  werden.  Im  AI 
nen  sind  also  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  g>,  ^ 
sogenannten  wahren ,  dagegen  <pi ,  tf/j ,  ^  die  sogenannten 
baren  Coordinaten  des  Sterns  S. 

Nach    den   Principien    der    analytischen    Geometrie   fi 
Linie  ES,  oder  vielmehr  die  ganze  gerade  Linie,  von  welc 
von  dem  Punkte  £  als  ihrem  Anfangspunkte  ausgehend  g 
Linie  ES  ein   Theil   ist,    in  Bezug  auf  das  zum  Grunde 
Coordinatensystem  der  a:yz  durch  die  Gleichungen 

'     COS  9        cos^      eos;^ 

charakterisirt.    Die  Coordinaten  des  Punktes  Fq  sind  ole 
völliger  Allgemeinheit 

A^-f£cos9i,  Fo-f-£cos^|,  Zo-f  l^eosxiS 
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idi  w«il  mm.  dieser  Punkt  In  der  Linie  ES  liegt,   so  haben  wir 
mA  1)  die  folgenden  Gleichungen: 

^     Jjjy— JC+LcQgyi Fq— F+JrC08t^| Zp  —  Z-fX  COS  Xl 

^  COS9  C08^  COSJJ 

Wd  aber  nach  den  Principien  der  analytischen  Greometrie  offenbar 

/  Xq — ^=12  cos  ff» 
3)     j  Fo— F=Äcos/J, 
(  Zo— Z=si2cosy 

\ät  so  erhalten  die  Gleichungen  2)  die  folgende  Form: 

..    ^costf  +  Zcosyi Rco8ß+  Leos ^4 ficosy  +  Lcosyi 

'        \    cos  9  cos-^  cosjj 

VMlIt  sich  nun  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  zu  der  Cre- 
«hviodlffkeit  der  Erde  in  dem  Punkte  E  wie  l:t,  so  muss  nach 
im  YorSergehenden  Paragraphen 

EFo:EEo=l:i, 

■d  folglich«  da  EEq=R,  und  nach  dem  Obigen  und  den  Princi- 
|hi  der  analytischen  Geometrie 

_  « 

B'©=V  (Xo'-2i+LcoMq>i)^+{  Fo-  F+icostJHCZo-Z+IrCosxi)* 
IPg==V(Äcos«+/ico89i)*+{Äcos/?+IiCOS^)H(Äcosy+I/Cosx^ 

•)   (cosa+jcos9i)*+(cos/J+-gcos^)H(cosy+^cosxi)*=ji 

Wenn  man  su  den  drei  Gleichungen 

cosa-f -g^^^^i      cosp+jjcos'^i      cosy+|jC08Xi 
cos  9  ~  cosT/;  ~"  cosx 

(€M«+-gcosoPi)H(cos/3 +  ^cos^i)«+(cosy  +  ^cosxi)*=|5 

Ml  die  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannte  Gleichung 

cos9*  +  cos^'+cosx*  =  l 

J^ii,  so  kann  man,  wie  wir  jetzt  zuerst  zeigen  wollen,  aus  den 
^  kikttmt  angenommenen  GrOssen 
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«•  ß»  y;  Vi.  *i.  tt 

die  vier  Grössen 

L 

flnden. 

Aus  der  dritten  Gleichung  erhfilt  man,   weil  nacli  den 
pien  der  analytischen  Geonietrie  bekanntlich  auch 

cos  «^  +  cos /J*  +  cos  y*  =  1 , 
cos()pi2+ces^i*+cos;fi*=l 

ist^  nach  gehöriger  Entwickelung  derselben  leidbt 

l+2(cosocos9i+cos/Jcostf;i  +cosycosxiO  o  +  C^)  = 

Bezeichnen   wir  aber  den,  von   den  als  von  dem  Punkte 
gehend   gedachten   Linien  EEq  und  EF  eingeschlosseneB 
nicht  übersteigenden  Winkel  durch  ßg ,  so  ist  nach  eineü  I 
ten  Satze  der  analytischen  Geometrie 

6)    cos  ßi  =  cos  a  cos  (pi  +  cos  ß  cos  ^i  -f  cos  y  cos  Xi » 

wo  also,  weil 

«>  ßy  yi     <Plf  ^l>  %L 

als  bekannt  angenommen  worden  sind,  natürlich  auch  9|  e 
kannte  GrOsse  ist^  und  folglich  nach  dem  Obigen 


i+2cM©,.§+(jy=^. 


Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  des  zweiten  Grades  die 

r 

■g  auf  bekannte  Weise,  so  erhält  man 


oder 


7)    ^=-coseiil  Vl—»«sinöi« 


8)    ~=— cosöi  +  Y  Q)'-«nöi*' 


wo  nun  noch  vorzüglich  eine  Bestimmung  nuthig  ist,  v 
Zeichen  man  in  dieser  Formel  zu  nehmen  hat,  die  auf  fi 
Art  gegeben  werden  kann. 

Das  Product  der  beiden  Werthe  von  ^,   welche  ditt 

gehende  Formel  liefert  >  bt 


cos 


»..-,(|)--.i.V,=.-©'=-J:^, 
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«kl  Mglidly.weDii  wir  nwr  anneliiBen,  dass  t  kleiner  als  die  Ein- 
lielt  Ist,   stets   eise   negative  Grosse.     Also    haben  die   beidMi 

r 

Werthe  von  -»>  unter  der  rücksichtlich  des  t  so  eben  gemachten 

Voraussetzung,    immer    entgegengesetzte   Vorzeichen.      Ist    nun 
cos^  positiv,   so  giebt  das  untere  Zeichen  in  der  Gleichung  8) 

flir  jT  einen  negativen  Werth,  und  man  muss  also  in  diesem  Falle, 

da  -n  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  in  dieser  Gleichung  das  obere 

Zekdien  nehmen;   ist  dagegen  cqs6|  negativ,  so  giebt  das  obere 

Zeichen  in  der  Gleichung  8)  fiir  ^  einen    positiven  Werth,    nod 

man  muss  also ,  da  nach  dem  Vorhergehenden  das  untere  Zeichen 
eivm  negativen  Werth  für  diese  Grosse  liefert,  indem  immer  beide 
^^^erthe  dieser  Grösse  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  auch 
iis^  diesem  Falle  das  obere  Zeichen  nehmen.  Man  muss  also  immer 
Aas  obere  Zeichen  nehmen,  d.  h.  man  muss  immer 

9)   ^=:~  cos ©1  +1  V  l-»«sin8i« 

setzen.    Wir  sind  hierbei  von  dem  allein  in  der  Natur  voAommen- 

den  Falle,  wenn  t  kleiner  als  die  Einheit  ist,    ausgegangen,   und 

'•volleil  uns  Wer  für  jetzt  der  Kürze  wegen  einer  weiteren  Betrach- 

tmig  des  in  der  Natur  nicht  vorkommenden  Falls ,  wenn  i  der  Ein- 

Wit  gleich  oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  enttedten. 

Hittelst  der  Gleichungen 

.L  ^     L  L 

coBa'{--nCoag>i      cosp  +  ^cosi//i      cosy  +  -gCos;[i 

cos  9  costf;  cos  2 

und 

C0S9*+C0S^*  +  C0S%*=  1 

ffk&lt  man  nun  femer  leicht,  mit  Beziehung  der  obern  und  udtetn 
aof  ehander: 

10). 
cos  «  +  ;ß  cos  q>i 

^y=dh"7=  ^  ^  ^  > 

Y  (cosa+jpcos qPi)*+(co8/?+-gcosif'i)*f (co6y+-gcos Xi)* 

CQS^  +  'E»CbS'^ 


(cos  a+^osq^i)*Kco«/^+  g«a8^i)H(cosy+  ^cos^i)* 

eos,=±  ^         ^  ^ 

\l  (co»  a+3f cos  9>i)H(cesjS-|-2^  *i  )*+(cosy+  gcos  Xi)' 
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al«o  nacb  dem  Obigen  mit  Beslehimg  der  obern  und  oetani  JUhk 
auf  einander: 

L 

cos  9 = dt » (c®*  "  +  ß  <^®®  ^) » 

11)      ^  C08lf>  =  dht(C08/?*f  ocos^i), 

L 

wo  sich  nun  wieder  fragt,  welclie  Zeichen  in  diesen  Formeln  i 
nehmen  sind ,  worüber  man  auf  folgende  Art  za  einer  völlig  Im 
stimmten  Entscheidung  gelangen  kann. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  Fq  in  dem  zum  Gmode  gekj 
ten  Coordinatensysteme  der  x^z  sind  nach  dem  Obigen 

Xo-i- Lcosg^i,  Yq •{- L cos ipi  y  ZQ-i- Leos Xi; 

und  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  ein  durch  d( 
Punkt  E   eelegtes,    dem    primitiven  Coordinatensysteme  der  ^ 

Saralleles  System  sind  also  nach  der  Lehre  von  der  Yerwandlm 
er  Coordinaten: 

Xo  —  X  +  Lcosq>i,   ¥o-^Y-{-Lco8^if   Zq— Z  +  icosxi; 

oder  nach  dem  Obigen: 

ficosa-f  J^cos^i,  ficos/3-f  Iicos^i,  Aeosy-f  Jücosxi; 

oder 

Ricosa-i- -nC08(pi),  Ä(cos/5-f -ncost(;i),  /^(cosy+Trjcosxi). 

Die  Coordinaten  des  Punlctes  S  in  Bezug  auf  dasselbe  Systc 
sind»  wenn  wir  der  Kürze  wegen  ES=z^  setzen: 

^cos(p,  ^cosif;,  2Ccos%; 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man  fiir 

cosqp,  cos^,  <^osx 

ihre  Werthe  au«  11)  setzt: 

±Äi(cosa+gcos9i), 

±lSii(eoBß+'jgQOBifi), 

Jb^t(co67-f  j^cosxt); 


'  ■  '\   ■' 
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AmU  Bim  die  Coordinaten  von  Fq  und  S  in  Bezug  auf  ein  durah 
0  jppit  E  gelegtes,  dem  primitiven  Systeme  der  ayz  paralle- 
t  Rordinatensystem  offenbar  immer  gleiche  Vorzeichen  haben 
[Ken,  Bo  ist  ersichtlich,  dass  man  im  Vorhergehenden  überall 
lob^  Zeichen  nehmen,  nach  11)  also 

ico8  9)=t(cosa-f  T^cos^x), 
COS^  =  l (cos  /5+  n  cos  tt^j)  , 
L 
cos  X  =i:  t  (cos  y  +  j^COS  Xl)  c. 

MI  muss^  Führt  man  aber  in  diese  Formein  für  j^  seinen 
Brih  aus  9)  cii,  -so  erhält  man 

1  >. 

COS 9  =  »(cos  a  —  cos  6i  cos  g)j  +  rcosipi  V  1— t*sin6|*), 

B)  /  cos  ^  =  t  (co^ — cos  6i  cos  ^  +  -  cos  ^i  V  1— t*  sin  0i% 

cosx  =  t(co8y—  cos9i cos^i  +'-  cosxi  VI— »*sin6i*); 
iraach 

tcos  ^dJIcos^i  V 1  —  i*sin  6i*  +  t(cos«—  cos  Oj  cos ^), 
cos^rscosV'i  V 1— t*sin  ©i«  +  t(cos/S  —  cos ö^  cos'^/i) 
cos  2  =  cos  xx  V^l— t*sin  ö|«  + 1  (cos  y— cos  6i  cos^i) ; 

"^Imik  unsere  Aufgabe  gel5st  ist. 
Dm  diese  Au%abe  umzukehren,  d.  h.  um  aus 

<^f  ßy  y\   9>  ^y  t 
bGriissen 

■  bden,  hat  miyn  nach  12),  wenn  der  Kürze  wegen 


16)    u=| 


IWit  wird: 


]K  cos9|:=%  C0S9  —  cos«  > 

I 

j2Cos^i=i|Cos^ — cos/}, 

l^cosxi  =iiCosx--cosy; 
■ftt«  XI.  17 


4 


2B0 

al«o,  wenn  man  qoadrirt  und  addirt,  weil 

CO«  «*  +  C08 /?*  +  C08  y*=  1 , 

cos  y*  +  cos  t(;* -f  cos  3^=:;  I 
ist: 

(-n)  =l  +  ti*--2ii(cos«cos9)  +  cosj3co8iI^+coOcosx). 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  den  Linien  EEq  ma  'ES,  di 
uns  wie  früher  beide  als  von  E  aus&^ehend  denken,  einijM 
senen«  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  ß,  so  ist 
den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

16)    cos6=cosorcos9>-fco8/3cQS'4;Hh%oa^eo82, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


oder 


oder 


(jy=:l  +  l\a-2^C0Se, 


17)  |=V14ii*-ii|C08« 


18)  ^zr^Vi+i^-a'ccisd.  i 


¥ 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

/  cosa>— tcoscr 

V  1+**— 2icos# 
cosiii — tcosä 
'    \  V  1  +  t*  —  2t  cos  ö 

cos  7 —  t  cos  y 

wodurch  unsere  Aufgabe  wieder  gelöst  ist. 


§.  3. 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  der  elliptischen  Erdball 
Anfang  der  xyz,  die  Ebene  der  Erdbahn  als  Ebene  der  xgi 
die  Hauptaxe'der  Erdbahn  als  Axe  der  x  annehmen.  tSm 
im  Vorner^ebcnderi  offenbar  ^=90^^  cosy:=0  zu  setzen; 
wenn  wir  die  beiden  Halbaxen  der  Erdbahn  durch  a,  b  \m 
nen,  so  ist 


■•  \ 


SSI 


»)  .e)'+ß)'= 


ie  Gleichuns  derselben.  Die  Gleichsng  der  durch  den  durch  die 
Coordinaten  X,  Y  bestimmten  Ort  E  der  Erde  an  die  Erdbahn 
m^nen  BerOhrenden  derselben^  i\ eiche  die  Stelle  der  Linie 
£tt  vertreten  kann^  ist  nach  der  Lehre  von.  der  Ellipse  bekanntlich 


I 

I  ■ 


21)  -2^+g2y=i- 

Beliehnen  wir  aber  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel ,  die 
■•  fcr  eine  der  beiden  ^heile  dieser  BerGhrenden,  in  n  eiche  dieselbe 
doch  den  Berührungspunkt  E  getheilt  wird,  mit  den  positiven 
Thalen  dreier  durch  den  Berührungspunkt  E  gelegter,  den  pri- 
■hlven  Azen  der  j;;  y^  ar  paralleler  Axen  einschliesst,  durch  a'^ 
V,  Vfi;  80  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 
kkaontUch  auch 

92)    ^#=2^ 

'      cos  CT         cosp 

oder 

^^    A'co8/3'--Fcos«''^~Acosl3'—  fc^^«^""* 

die  Gleichung  der  in  Jtede  stehenden  Berührenden,  und  durch 
Tergleiebung  dieser  Gflkhung  mit  der  Gleichung  21)  erbfilt  man 
dibtr  <fie  heidefi  ^Gleichungen : 

cosjS^ X 

,  A'cosiÖ'— rcoso'-^a** 

'    *  cos«'  Y 

^cosjS' — Fcosa'  6*' 

•der,  fvie  »an  hieraus  leicht  findet: 

( A» — a«)  cos /?' = JK  Fcps  «' , 


26)  r^ 


*i)cos«'=jrFcos/3'; 


woA  aas    diesen   beiden   Gleichungen   erliSit  man  'durch  Division 
dfe  Glelcfeung 


2Ö)    Y^rzrßt-\j^i) 


▼etbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  bekannte  Gleichung 

27)    cosfl/a+cos/J'assl, 

sich 

17* 


coga'*= 
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Weil  A'*— a^,  F^— A<,  wenigstens  wenn  sie  nicht  versc^pin^ 
den,  stets  ne^^ative  Grossen  sind,  so  haben  wegen  der  GleiAii^ 
yen  25)  offenbar  cosa',  cos/3'  gleiche  oder  un^iche  VorzeickeH^ 
jenachdeni  das  Product  AK  negativ  oder  uositiv  ist,  d.  h.  jeoach- 
dem  die  Coordinaten  A,  F  ungleiche  oder  gleiche  Vorxelchep 
haben.  Wenn  daher  A,  Y  gleiche  Voneichen.  haben ,  so  ist  mit 
Beziehung  der  obern  und  untern  Vorzeichen  auf  einander 


COS 


„  _4/ r*'-h* 


Wenn  dagegen  X,  ¥  nngleiche  VorzeicbeD  haben,  so  ist  mit  Be- 
Eiehung  der  obero  uod  untern  Vorzeichen  auf  einander 

co8a'  =  ±Y  (A«-o«)+(F*— 6«)' 

Nehmen  wir  jetzt  die  positiven  Theile  der  Axen  der  a;  and  y 
so  an ,  dass  man  sich ,  um  von  dein  positiven  Theile  der  Axe^  der 
X  durch  den  rechten  Wini^el  (jcy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  w  zw  (;elangen,    nach  derselben  Richtung  hin 


selbe  durch  diesen  Punkt  getheilt  wird,  entsprechen,  der  von  dem 
Punkte  E  aus  der  Kichtung  der  Bewegung  der  tlrde  entgegen- 
gesetzt ist;  so  wird  durch  eine  leichte  Betrachtung,  die  wir  dem 
Leser  selbst  anzustellen  überlassen,  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  im 

Isten,   2ten,   3ten,  4ten 

Quadranten  der  Erdbahn,  diese  Quadranten  naturlich  in  Beziehung 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  Coordinatensystem  genommen,  cos  a 
respective 

positiv,  positiv,  negativ,  negativ 

ist,  weil  nämlich  im  Isten  und  2ten  Quadranten  offenbar 

0<a'<90<>, 
im  3ten  und  4ten  Quadranten  dagegen 

900<a'<180o 


Abo  ist  nach  dem  Vorhergehenden  Im  Igten  Quadraüaten: 


«"«^-*'  (jir^o«)+(r«-Ä»)' 


«  •  ■ 


tten  Quadranten : 

.    i/.        j:»-a« 

c«««  -  Y  (A«-a«)+(F»-6«)' 

«     4/  y— 6« 

*~P  =  V  (A'*-o«)  +  ( r«- Ä«)  V 

3tn  Quadranten: 


cos 
tteo  Qaadnqiiten: 

CQS 


P  -     If  (A»  -  a«)  +  ( F«— 6«) ' 


laber 


"^ f  (X«— a«)+(F«— 6»)' 

cosß  =— \  (jri_a«)+(F»-6»y 


(!)•+©•- 


V. 


10  ist 


•         • 


ifl  "6* 


a«^o«)+  (F»--ft«)= -j^ » 

(%üch  ! 

<!*— a»)  +  (F»-Ä^-o«F«+**I*' 
r»— 6« b*X* 


cos  a  = 


WeU.DOii  im  .    .    i.  .,    i        r 

Isteiiy   2teti,   Sten»    4teii 

■     i 

•  •  ^    -ig    . 

respective  "         , 

■    11. 

positiv,  negativ,  negativ,  positiv 
und  • 

positiv,   positiv,   negativ)   negativ 

sind;   so  ist  nach  d^m  Vorbergehenden  • 
im  Isten  Quadranten: 

a'z=Z'-j^  :,      — 7-,   COSP  =:?-     V     "       '  '9    • 

im  2ten  Quadranten; 

rna  tf  ■==  C08P= ? 

im  3ten  Quadranten: 

a'^Y  „        6»X 

.   *  •   l 

im  4ten  Quadranten: 
d.  h.  es  ist  immer  und  in  vSlIiger  Allgemeinheit: 

Ol)      COSa  c=77rr-r— =;rr-_--;-,   C08£rt= —   '/    ^  ivl  —rr-^^' 

Nun  sind  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Wio 
o',  j3'  offenbar  mit  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Winkeh  « 
identisch,  weU  sich  beide  auf  d|e  als^von  JS. .ausgebend  gedac 
Linie  ££0  beziehen;   daher  ist  in  völliger  Allgemeinheit  auch 

o2 j ,  cos crr~  cosp=: —    . 


•     f 


Weil  aber  ^ 


2S5 

M,  fobi 

i 

«Hi  wir  die  Ezceotricit&t  der  Erdbahn  durch  e  b^zeichneiu  Also 
U  aach  32)  in  völliger  Allgemeinheit 

33)    cosa=7-7======,  cosö= , —  =  ; 


idcr 


•1er  aneh 


«4«  awrh 

9en  poflitiren  Thetl  der  Axe  der  x  wollen  wir  jetzt,  was  offen- 
ktt  Terstattet  ist,  durch  die  $onne  legen^  so  sind  nach  den  be- 
buten  Gesetzen  der  Bewe^ng  der  Planeten  um  die  Sonne  e ,  0 
tk  beiden  Coordinaten  der  Sonne,  und  nach  den  Principien  der 
aiiytbchen  Geometrie  ist  folglich ,  wenn  P  das  von  der  Sonne 
■f  die  durch  den  Ort  E  der  Erde  an  die  Erdbahn  gelegte  Be- 
lArende,  deren  €rleichung  nach  21) 

bt,  geftlltQ  Perp^idikel  bezeichnet,  wie  maa  leicht  findet: 

'^— a*r*+b*X*' 
*kt  Dach  dem  Obigeii 


ih» 


(o«-  eX)* 


«tUglicb 
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»^"='^1^ 


I  I 


Beieichneo  wir  bud  die  GeschwiDdiglreit  dei'Liibtft  dafch  (B, 
die  Geschwindigiceit  der  Erde  in  dem  Punkte  E  ihrer  Balin,  des- 
•en  Ceerdinateo  X,    Y  eind.  durch  F;   so  ist  tiaeli  ^leaa  Obigeo 

'        '■:         '    ,  «•      li'.    ••        ■    -  • 

<Bi:F=l:», 
•alao 

V 

38)    i=^. 

• 

Ist  aber  F|  die  Geschwindlelceit  der  Erde  in  eii)0A  -bettebigen 
anderen  PaniEte  Ei  ihrer  Bann,  dessen  Coordrnalten  X^/  F|  sind» 
und  Pi  das  von  der  Sonne  auf  die  Berührende  der  ErdbaHhi  in 
diesem  Punkte  gefällte  Perpendikel,  so  dass  also  nach. 37) 


1 1  • 


»)  «='^11^ 


,I.C 


ist;  so  ist  nach  einem  aus  der  Theorie  der  Bewegung  4er  .P^|ae- 
ten  um  die  Sonne  bekannten  wichtigen  Satze,  nach  welchem  sidh 
bei  derselben  die  |Geschwindigkeiten  des  sich  bewegenden  Kör- 
pers in  den  einzelnen  Punliten  seiner  Bahn  umgekehrt"  wie  die 
von  der  Sonne  auf  die  durch  die  in  Rede  stehenden  Punicte  an 
die  Bahn  gezogenen  Berührenden  gefiUlten  ]?erpendi|)c®l  verha^ljen  ^, 

F:Ft  =/>,:/»,  '        , 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

folglich 

■  „4 /  o*  —  eX     „  4 l^—eXt 

woraus  man  sieht,  dass  das  Product 

vSf^E^-  oder  V  \/^HS 

eine  constante  Grosse  ist,  welche  wir  im  Fol&:enden  durch  K^ 
bezeichneD,  und  daher,  indem  X^,  F^  die  Coordmaten  eines  ganx 


*)  Dieser  Satz  gilt  bekanntlich  für  jede  Centralbewegung,  und  findet 
■ich  z.  B.  elementar  bewiesen  in  meinem  Lehrbache  der  Phyiik, 
mit  Torzüglicher  Rück  sieb  tauf  mathematische  Begründung. 
Erster  Theil.     Leipzig.   1845.    §.   l&ö.    4S.  815. 


t 

MdUgeM^aricIes  der  Erdbahn^  und  Fi. die  Geschwindigkeit  der 
Erde  jpr  juelem  Punkte  bezeichiien«    -   ' 


■    :4tt,'-K^r,\f^ 


lebeD  wollen.  Dass  diese  Constante  Upss  vom  den  Elementen 
dcr^ewegung  der  ErdcTumdie  igonne  aMrijaet,  und  ihr  niuneri- 
Mher  W(9rth  also  aus  den  astronomischMHkifeln  berechnet  wer- 
te kdtdf,  braucht  hier  wohl  kaum  noch  besoiaffers  erinnert  zufrerden. 

Setzen  wir  aber  femer 


i|  AAtieh  ucb  K  eine^  Constante  bezeichnet,   so  ist  nach  dem 
VoiheKheBden,  da  auch 


it. 


■i 

•  , 

Iw 

F     jrd"?±eX 

idfol^  nachSS): 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernungen  des  Punktes  E  der  Erd- 
ihn  Ton  den  beiden  Brennpunkten  (oerseHien,  in  welchen  die 
MiDe  steht  und  nicht  steht«   d.  h.  die  Victoren  des  Punktes  E 


tUtgtf  dass  #ir  oben  den  positiven  TheÜ  der  Axe  dev^  durch 
ie  Sonne  gelegt  haben : 

hm  ist  aber 

-  t 

In»  wie  man  leicht  findet; 


b 

(15+ jr)«+  F«=iA+2«i;+^; 


d.  i. 


•  <^ 


«• 


it^' 


fc*+I?=(a-^«,  •     4t- 


(e+jr)«+F«=(a+^)»         r 

Weil   aber   e<a   und  aach   der  absolute  Wer^Ton  X  ni« 
grosser  als  a  tat,   so  ist  der  .absolute  Werth  tod  e^immer  kiei- 

eX  .^ 

Hier  ak.a^y   also  der  absolute  Werth  von  —  Impier  liliii^j»li  a« 

und  es  sind  daher  offenbar  ♦**  "  . 

<?X    _^'     .  eX 

a um  «+-r- 

»      a  a 

jederzeit  positive  Grossen.    Also  ist 


folglich  nach  dem  Obigen 


r  =a— — = 


eX     d^  —.eX 


a  a 

^     ^  ^         ,eX     a^  +  eX 


alsa 

AK\    L     ^-^^      r'_ä^  +  eX 
^^    r'^^a^  +  eX'     r  —  a^-^eX 

Bezeichnen  wir  eben  so  die  Entfernungen  des  Punktdll  £i  der 
Erdbahn  von  den  beiden  Brennpunkten  derselben,  in  denen  die 
Sonne  steht  und  nicht  steht,    respective  durch  Vi  tad  r^';    so  ist 


also 


eXt      a^  —  eXt 

Vi  =a — = , 

a  a 

46)     { 

*  ■     a  a 


r7\     ^1  __g^"-^^i       r/_a^i-e^i 


Folglich  M  nach  dem  Obigen 
Weil  JNW  mcb  den  pj>igen  Y 

iindfrihKelk 

■■•  -  •;  '   gar 

*^^~     V(a«-cJi:)(a«+cA) 


I* 


ist:   80 

■  "''^■■-  ■   '    '       «f   '         a       '     bX 

49)  cos«=^;^,  cos/J  =  -^ 

id*  folglich  '' 


aV  rr' 


Ulli 


SO)    tco8«=it^,   ico8j5=— jK— . 


¥eil  coe.y=0.ist,  90  ist  nach  6)  und  15)^ 

(t^os  9| = COS  er  COS  ^  4- C06  jScee  ^ , 


•:  51) 

ähi  •  =•••'■■ 


•52) 


COS  6  =— -7r=:,C0S9  — -77==co8^; 

A  V  rr'  ay  rr 


and 


e 


53) 


t cos  ©1  =  Ä(  JjT 006 9i  -  —  COStf^i^» 

.      ^       ^/aF  bX  \ 

£co«6  ss-S^f  j^cos?)r-— cosifil- 


Anch  ist 


'     at     .       ^  ^     bX 
cosa— cos6iCOS9i=    777=610^*+ -T7=cosg)iCosif'i, 
■"  6  V  rr      '•     •   '  qY  rr 

cosfi— cosd.  cos^i  =i 77=1«"^  ti-^  717=1  ^^*  ^i  cos^i; 


and  ■ ».-.  ■  ^<    *  »*• 

t(cosa  — oosar€OS9^)=    aI -^8^191^+— cm 9>i cos ^iL 

t  (cos/}— cos  Ol  cos^i)=— ff— sin  ^*4-^co«9>|eo8^i  J; 
so  wie  .    '  '  ^      • 

cos«— cos 90089=      777==^®!" 9   t T^cop^ö^l^ » 

6wS  äF 

cos/7— co89e|B^= 7/5^1**°^*"*  TIT^^^VCo« 

and  •       '  ^ 

i  (cos  « -^  cos  &  cos  9)  =    £(  -r-  sin  9*  +  ^cos  fPos  ^p 

^^')   \  *  InJ^  aF  \ 

t(cos|3 — cos6cos^)=-*iW^8in^  +  -r-cosyco«^)- 

WeoD  nan  m^^  b,  also  auch 

-...   *'   ■■ • 

c=V;il^:T«=:V(a— 6)(a+6), 

und  die  Goordinaten  X,  F  des  Orts  der  Erde  in  Inrer  Bahn  als 
bekannt  angenümmen  werden,  so  kann  man  diß  beiden  Haoptauf- 
gaben  der  Aberrationstheorie»  von  denen  schon  oben  die  Reue  £•- 
wesen  ist,  auf  eine  sich  keine  Vernachiässiguflg  irgend  einer  Art 
gestattende  Weise  durch  die  folgenden  aus  dem  Vorhergehenden 
sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln  auflösen. 

Sollen  aus  den  scheinbaren  astronomischen  Coordinaten  91 , 
'tpi,  %i  die  wahren  astronomischen  Coordinaten  9),  'if^»,  2  abgeleitet 
werden,  so  kann  man  nach  den  folgenden  Form Ai . rechnen : 

eX      ,        . eX 


a  '  '  •   a  ' 


i=KSJt, 


aY  ^  bX 

^^^'^^IIT^T'   C0S/5=:— -j= 

b\  rr'  o  V 1 


TT 


COS  &i  =  cos  a  cos  g>i  -f  cos  ß  cos  'tpi ; 

cos  9)  =  cos ^  V^l— i*sinOi*+i(cosa — cos  ^j^  cos  9)1), 
Gosif/=cost/;]  V^l--r*sin6>i*4-*(cos/3-- cos<9|COsV;|), 
cos  %  =  cos  xi  yfi — t*sin  ©j*  —  t  cos  61  cos  Xi . 


Ml 

SMea  ^  dagegen  aus  den  wahren  astronomischen  Coordinaten 
f »  1^\  %  ^^  scheinbaren  astronomischen  Coordinaten  q>i,  tffi,  r^ 
fkfjAAet   werden,    so    kann  man  nach   den  folgenden  Formeln 


itcoMsns 


eX       ,  eX 

a  '    a 


,=kV^-.- 


aV  ^  bX 

cos  6  =  cos  acos  (p  -f  cos  j9cos  if; ; 
cos^)  — tcos« 

cosil; — icoaß 
cos  if'i  = 


cos^i  = 


Vl-fi-i— Äcosö' 
Vl  +  t*— 2tcose' 


Man  kilkiifl|esei|ADrmeln  leicht  noch  andere  Gestalten  geben, 

■d  sie  rar  nniSeriscnen   Rechnung  bequemer  einrichten,   womit 

iel  mich  jetzt   aber  der  Kurze   wegen    nicht  weiter  beschäftigen 

»■,   da   es   mk  in    dieser  Abhandlung  überhaupt  mehr  auf  die 

faMrkeInng  der  Aberrationstheorie  im  Allgemeinen,    als  auf  die 

Ik  den  praktischen  Gebrauch  zweckmässigste  Crestaltung  der  be- 

MendeD  Formeln  ankommt,  worüber  jedoch  späterhin  noch  Eini- 

▼orkeiABen  wird. 

Wir  wollen  nun  aber  noch  den  von  den  beiden,  den  wahren 
scbeiobaren  Ort  des  Sterns.  S  in  dem  Punkte  E  der  Erdbahn 
besfinunenfen  Lihien  ES  und  EF  eingeschlossenen,  180^  nicht 
MUrsteigenden  Winkel,  welcher  durch  u  bezeichnet  werden  mag, 
betftinimen.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  den  Principien  der 
■■alytischen  Geometrie  die  Formel 

CDS  il  =:  cos  ^  cos  9i -f  <:o^  ^  cos  ^1 -f  cos  X  cos  Xi  • 

äimo  ist  nach  14),  weil 

cos  9i* + cos  ifii*  +  cos  3[i*=  1 
nd 

cos  0|  =  cos  a  cos  91  +  cos /?  cos  ypi  -f  cosy  cos  Xi 

ist,  fde  man  leicht  findet: 

56)    iosÄrxV^l— i^sin»!«. 


Ö7)    i«nÄ  =  f8lnei. 
Fcnmef  Ist  nach  19),  weil 

und 

■ 

cos  &=coaaco8  w-\'  cos  ßcos^-^-cosycosx 
Vit,  wie  man  leicht  findet: 


folglich 


Äw^  o  1—itosS 

5ö)    cosi^=:    ..      i  ^     iL.        >.> 


59)    sm  Sl 


Vl  +  |a-2»cosa 


Weil 


-'V? 


und 


I  CO»  Ol  =  Ä  (1^  cos  g>,  —  ^jj^jl^^lP 

.       ^       ^/aY               bX       '\ 
icosö  =a( -T~COS^ ^^cosif^l 

ist)  sa  findet  mao  leicht 


t-rfnO  =*y  ^  — ('^co89--— cos^y  ; 
also 

m 

61)    smÄ=Äy  ^_^^cos9>i-  — cosi>>i)  • 
Auch  ist  nach  dem  Obigen 


Rts     .  n  «810© 

62)    tane  A  =  i — : s 


und  folglicb, 


63)  tangÄ=— — -^p — gy -^. 


Für  %=s909  ist  nach  der  dritten  der  Gleichungen  19) ,  weil 
bebanntlicn  co87=0  ist,  cosxi=0»  also  ^=90^9  und  folglich 
Z=Xi  «Mler  X— Zi=0. 

^JFnrai=0  ist  oirenffar'9  =  90^  und  ^  =  90o,    also  co|A=0, 
IbiPicb  n^b  der  'orltten  de^  Gleichungen  19) 


9 


54)    cosxi=i77=T=T=^'  * 


VT+ 


i* 


•   • 


* 

66)    a\n%i  = 


Vl+i* 


und  folglicli 


1 

66)    cos  Xi  = 


VT+jf«'-' 


so  wie 


/   9 


67)    «Djti  =i -^===^- 

Auch  ist  In  diesem  Falle  * 

68)    tangxi=»=«r^^. 
Kndfich  ist  auch  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle 

cos  •$2= 


69) 


in  iS2  =    %, — g^— — i«*      i  ,     _-> 


Vl  +  t«' 


• 


.  .1- 


f 


t. 


tangÄ=t=ÄY  -. 

WSre  die  Erdbahn  ein  Kreis»  was  wenigstens  nSbeningsweis« 
1er  Fall  ist»  so  wäre  in  allen  obigen  Formeln  r=r*  zu  setzen» 
wodurch  sie  einfacher  werden.  Die  Ableitung  der  diesem  Falle 
tttsvrecbenden  Formeln  aus  den  obigen  ist  aber  so  einfach  und 
Uclil,  dass  wir  sie  fliglich  ga^z  dem  Leser  dberiassen  kftaroeii.' 


26A 


§.4. 

m 
>  i 

9prch  einen  beliebigeo  Punkt  im  Ranne  |  wofibr  wir  Jedoch, 
WM  oftenbar  verstattet.  isK  der  Einfachheit  wcmd  denMfttel^l|tt| 
der  Erdbahn 9  d.  h.  den  Anfang  des  Äi^Gnibde  gelegten  Coordi- 
natensystems  setzen  w4len,  denken  mir  uns  jet^  mit  alleo  bei 
der  ^tigen  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  in  den  ^  verschfe- 
denen  Punkten  ihrer  Bahn  nach  den  scheinbai'en  Oertem  des 
Sterns  gezogenen  Gesichtslinien  Parallelen  gezogen,  so  bestimniMi 
diese  Parallelen  eine  ihre  Spitze  in  denl  Mittelpunkte  der  Erdbafio 
hab^ide  Kegelflä che ,  welche  wir  jetzt  einer  näneren  Untersachmig 
unterwerfen  wollen. 

Sind  :r,  ^,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkte^dieser 
Kegelfläche ,  welcher  in  der  durch  deren  Spitze  gehen(|pn:  gißfadeB 
Linie  liegt,  die  der  in  dem  PunktdbJE?  der  Erdbahn  nach  den 
scheinbaren  Orte  des  Sterns  gezogenen  Gesichtslinie  parallel  ist, 
so  ist  offenbar 


Jf 


z 


costpx    üeosi^i      cosxi ' 


and  folglich,  wenn  v^  für 


COS^l,   G^Slfli,    COB%x 

ihre  Werthe  aus  19)  setzni: 

,  ar y^ < 

cos^ — tcosa     cos-^ — tcos/3     c^^z"  '  ' 

wöbet  008)^=0  gesetzt  worden  ist,    wie  es  in  Folge  der  im  Tor^    ' 
hergehenden  Paragraphen  eingeföhrt^n  Specialisirung  des  CootA- 
natensysteros  bekanntlich  gescheh*en  muss.     INan.tst  aber   mulk 
dem  Yorhergehenden  Paragraphen 

„aY         „      g'F 
*co8«=     Ä-jj:=     Ä4(o«-eJL) ' 

tcp8/J=  -  Jf  — =-Jf-5^-y ; 

^  ar  ar—eX 


M 


also  nach  dem  Vorhergehendeft  v 

6(a«-r«J0cos9-Äo«r 

(g*- — eX)y 

~  (o*  -  «A')cos^  +  KbX 


C08X 


f  «i»» 


Bestimmt  man  aus  diesen  beiden  Gleichangen  die  GfBäaHn  Jp^]^ 
so  erli&lt  man  nach  leichter  Rechoung  ^^  H 


P 6^  (a?  C08  % — 2C08  y) 

«(ycosjj — 2COS'^)+Jf62* 


ich   ist 


(X\^ g^ (y  cos  % — x  cos i^)* 
aj       {e(y  cos  ^ —  2  cos  if;)  +  if6i)*  * 

/F\*  ft^  (ar  cos  %  —  z  cos  y)^       . 

\A/    *~{e(ycos% — 2Cosif^)+JC&2|^' 

MTcil  Don  bekanntlich 

so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  folgende  Gleichung  unserer 
Ifläche : 

70)    d^  (y  cos  % —  2  cos  1/;)^  +  A*  (^  cos  ^ — s  cos  q>)^ 
=  {c(ycos% — z  cos  if;) +  181621* 

^      /arcosy  — aicosyy      /ycos;^— zcosi/^V 
__  (e  (y  cos  X  —  3: cos  t/;)  +  Kbz)  • 

riekelt  man  aber  iu  der  Gleichung  70)  das  Quadrat  auf  der 
teo  Seite  des  Gleichheitszeichens  >  so  bringt  man  diese  Glei- 
g,  weil 

auch  sehr  leicht  auf  die  folgende  Form: 

72)    Äl(a?co8x  — 2C08y)*+(ycosx— icos-^)*! 
= 2Ke  (y  cosx—z  cos  1(1)2+  KHz^. 

Durch  einen  Punkt,  dessen  dritte  Coordinate  h  ist,  wollen 
uns  jetzt  eine  der  Ebene  der  xy,  d.  h.  der  Ebene  der  Erd- 
1»  parallele  Ebene  gelegt  denken.  Sind  dann  /*,  ff,  h  die  Coor- 
tten  des  Punktes,  in  welchem  diese  Ebene  von  der  aus  dem 
Itipunkte  der  Erdbahn  nach  dem  wahren  Orte  des  Sterns  ge- 
BteB  geraden  Linie,  deren  Gleichungen 


a: 


-.   y  — 


cos  g>     cos  ^     cos  % 
i»  geschnitten  wird,   so  ist 
TMl  II.  18 


26ff 

f   _.    9    ^    h 
COS 9»     cos^    S^^t* 
ako 

-      coso) ,  costi;, 

/  = n,  «= A. 

'       cos%    *  •'     ,cos% 

Legen  wir  nun,  um  die  Natur  der  Curve  zu  bestimmen»  in  wei- 
cher die  Kegelfläche  Yon  der  vorher  mit  der  Ebene  der  xy  paral- 
lel gelegten  Ebene  geschnitten  wird.  In  dieser  Ebene  durch  dea 
Punkt  &gh)  ein  dem  Systeme  der  xy  paralleles  Coordinatensystem 
der  x'y  t  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor 
dinaten 

xz=zf^x\  y=g+y'; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

cos^     ,  cos^ 

'^— cosx    ^     '  *-cos3t    ^^* 

folglich 

X  cos  %— Acos  (p^x'  cos  %, 
y  cos  % — A  cosiJ;=y'  cos^; 

und  nach  72)  ist  also  die  Gleichung  des  in  Rede  Bteheodea : 
Schnitts  im  Systeme  der  jrV ,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hal^* 
dass  z=A  9u  setzen  ist,  onenbar 

73)  6(j:'*+y'*)cosx*=2jK«*3f'cosx+lP***- 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  b,  briogt  das  €rBed 
SffteAycosx  auf  die  linke  Seite  und  addirt  dann  auf  beiden  Sei- 
ten die  Grösse  K^e^hl^,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung,  wii 
man  leicht  findet,  % 

b^x'^  cos  X*  +  (by'  cos  X — ÄeA)«=  K^  (6«  +  e«)  A« , 

d.  i. 

74)  6«a:'2cosx*  +  W cosx—  &A)«=  JE^U« 

Nun  lege  man  durch  einen  Punkt,   welcher  im  Systeme  der 
x'y'  durch  die  Coordinaten 

JTeA 


0, 


6  cosx 


bestimmt  wird,  ein  neues,  den  Systemen  d^  xy  und  x^fF  fM 
leles  Coordinatensystem  der  x^y";  so  Ist  nach  der  Leoie  ▼< 
der  Verwandlung  der  Coordinaten 


"Z^ä 


2«7 

also 

noA  die  GlelchaDg  des  Schnitts  im  Systeme  der  afj^  ist  folglich 
Dadi  dem  Vorhergehenden 

•der 

Kah 


^  «-+»"=  (sSi)" 


Es  ergiebt  sich  hieraus ,  dass  der  Schnitt  ein  Kreis  ist»  des« 
sen  Halbmesser  der  absolute  Werth  der  Grosse 

Kah 


bco8% 


IflL    Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  im  Systeme 
d^  jp'y'  sind  nach  dem  Vorhergehenden 

0,    *^* 


b  cos  X 


BaMchaen  wir  also  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  im  Systeme 
4cr  agz  durch  F,  G,  H;   so  ist  nach  dem  Obigen 

'     .        ^  ■  ocosx 


COBX  C08X  6cos% 

'  cosx  6C08X 


eder 


Nennen  wir  die  hier  betrachtete  Keeelfläche  die  Aberratio ns« 
KegelfläehCy  so  ergiebt  sich  aus  oem  Vorhergehenden  unmit- 
Mbar,  dass  die  Directrix  der  Aberrations  -  Kegelfläche  ein  Kreis 
ist,  oder  dass  die  Aberrations -Kegelfläche  eine  gewöhnliche  Ke- 
galUdie  Ist,    wie  sie  in  der  Elementargeometrie  netrachtet  wird. 

Die  Gleichungen   der  Axe    der   Aberrations -Kegelfläche    im 
Sjfsteme  der  oryz  seien 

10  Ist  nach  dem  Vorhergehenden 

F^äH,   G=BH; 

18* 


288 


und  die  Gleichungen  der  Axe  der  Abetrations-KegelflScbe  sind 
folglich 


d.  i.  nach  76) 


oder 


79) 


^  _       y 


% 


cos©  .   „e      cos 7 

^      cosif;+Äj  '^ 


Sind  a,  2,  C  di6  auf  gewöhnliche  Weise  genommenen  Be- 
stimmungswinkel der  Axe  der  Aberrations-KegelflSche-,  so  stnd 

^    _     y L__ 


cos  21      cos  £     cos  C 

die  Gleichungen  derselben,  und  wenn  man  diese  Gleichungen  nril 
den  Gleichungen  78)  oder  79)  der  Axe  der  Aberrations^KegMfläelie 
vergleicht >  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

cos  a*  +  cos  Ä*  +  cos  (P==  1 

nir  cos2(,  cos 2 9  cosC  die  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  die 
obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 

cos  21  =  -J —  —  , 

^  V^6«  +  '^IKbe  cosij;  +  Ä  V-^ 

80)    {  cosÄ=+ 


cosC  =Jt: 


Acosx 


Durch  diese  Formeln  ist  die  Ls^e  der  Axe  der  Aberrafioin- 
Kegelfläche  vollkommen  bestimmt.  Die  doppelten  Zeichen  luübea 
hier  nur  den  Sinn,  dass  die  Winkel  21,  J&,  C  entweder  dem  euMi 
oder  dem  andern  der  bei<len  T heile  entsprechen  können,  in  welche 
die  Axe  der  Aherrations  -  Kegellläche  durch  deren  Spitze  getbeilt 
wird ;  die  Lage  der  Axe  ist  aber  durch  diese  Formeln  immer  ¥oll- 
komnien  bestimmt,  wie  schon  erwähnt  worden  ist. 

Bezeichnet  Q  jeden  der  beiden  180^  nicht  libersteisenden  Win- 
kel ,  weiche  die  Axe  der  Aberrations-Kegelfläche  mit  dereo  ScHeft 
einschliesst,  so  ist  ,.-U 


cos  9= cos  ^  cos  31 -t*  cos  ^  cos  S  4- cos  %co8  (C , 
abO|  vrie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 

'  V  6»  +  IKbe  cos  if; + Ä«e« 

«Im 

tti»      .    fl ^e  sin  tf 

'  V"6«  +  2it6«  cos  t  +  if^ ' 


■d  folglich 


83;    tangO=±r:&^- 


Man  sieht  hieraus,  dass  0  bloss  von  ^  abhängt >  o&mlich  von 
9, 2  nnabhängig  ist. 

Die  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erdbahn  nach  dem  wahren 
Orte  des  Sterns  gezogene  gerade  Linie ,  deren  Gleichungen  im 
frimitiven  Systeme  der  xyz  bekanntlich 


84) 


£ 2 


cosg)      C0S1/;      cos;( 


«Ddj  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  Z|  eines  durch  den  Mittel- 
punkt der  Erde  als  Anfang  gelegten  neuen  rechtwinkligen  Coordi- 
Bttensystems  der  x^yi^x  annehmen.  Legen  wir  nun  die  Axe  der 
*\  dieses  Systems  m  die  Ebene  der  xy^  d.  h.  in  die  Ebene  der 
Erdbahn  y  so  sind  die  Gleichungen  derselben  von  der  Form 

y  =  ilr,  2=0. 

Da  aber  die  Axe  der  x^  auf  der  Axe  der  %i ,  deren  Gleichun- 
gen sich  unter  der  Form 

cosil;  cosif» 

V= ^x,   2= 'X- 

^      coaq>  cos  9 

tetellen  lassen,  senkrecht  steht,  so  haben  wir  nach  den  Princi- 
pinder  analytischen  Geometrie  die  Gleichung 


1  i  die  Gleichung 


'      COS  91  COS91 


'        COS9» 


weraiis 
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coaiff 

folgte  80  dass  also  die  Gletcbungen  der  Axe  der  Xi  im  primitiven 
Systeme  der  a:yz  nach  dem  VorhergehendeB 

sind.  Bezeichnen  wir  aber  die  auf  gewuhnliche  Weise  genomme- 
nen Bestimmungswinkel  dieser  Axe  nach  einer  in  der  analytischen 
Geometrie  häufig  in  Anwendung  gebrachten  Bezeichnungsart  durdi 
(xxi),  (yxi),  (zxi),  so  ist,  weil  die  Axe  der  Xi  in  der  fibene  der 
xff  liegt,  offenbar  (za:i)=90^,  cos(sj:x)=:0,  und  die  Gleicbungen 
unserer  Axe  sind  bekanntlich 

cos(yo:i) 

welches,  mit  den  Gleichungen  85)  verglichen,  auf  der  Stelle  in 
der  Gleichung 

cos  (yxi) cosy 

cos(ara:i)~     cost(^ 

führt,  woraus  sich  mit  Hüire  der  Gleichungen 

cos  9)*+cos  ^  +  cos  X* = 1 
und 

cos  (jF^Ti)* + cos  (yÄ!|  )■  =  1 

sehr  leicht  die  Formeln 

86)    co8(xxi)=4-—i — y    cos(v^i)=T— j— ^>  cos(zari)=0 

ergeben,  in  denen  die  obero  und  untern  Zeichen  sich  auf  einan- 
der beziehen. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  Axe  der  y^  im  pri 
mitiven  Systeme  der  xyz  durch 

y=A*x,   z^^JB'x; 

so  haben  wir  nach  den  Principien  der  analytischen  GeoinetficL  3a 
diese  Axe  auf  den  beiden  Axen  der  Xi  und  Zi,  deren  Gleimm« 
geo  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  sind,  senkrecht  steht,  nr 
Bestimmung  der  Constanten  A'  und'  B*  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen : 

coe^ 

•  COS9)  ■         COBtp  ..    .♦ 
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t4w 


€08  tf;         ' 
COBip  COS  9  ' 


ans  denen  man  sehr  leicht 


A 


C0S9'  cos  9  cos  2 

^Aiit,  so  das«  also 


cosi^ 

cos  9 


87)   y  =  ::::rt:^»  t=  — 


sin;^'^ 


cos  9 cos % 


o: 


<fie  Gleichungen  der  Axe  der  yi  im  Systeme  der  ayz  sind.  Be- 
seichoen  wir  nun  die  aaf  gewöhnliche  Weise  genommenen  Be- 
«fininiiingswiDkel  dieser  Axe  durch  (aryi),  (yyi),  (lyi),  so  sind 
Cleichangen  derselben  auch 


co8(yyt)^     ^_cos(iyi)  ^ 


und  iBe  Vergleichung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  87) 
giebt  sogleicn 

cog(yyi)_cost/;       cos(tyi)__  siny*     , 

cos(xyi)      cosg)'     eo8(a:yi)  cos  9  cos  x' 

woraus  ferner  mit  Hfilfe  der  bekannten  Gleichung 

cos  (xyi)^  +  cos  (yy'i )« + cos  (2^ , )»  =  1 

leicht  die  folgenden  Formeln  erhalten  werden : 


cos(aryi)  =  ± 


cos y cos  X 


88)   <         /       V       .  cosaf;cosx 
*^^    j  cos(tfV])sdb '    — '» 

\  cos(zyi)  ==F6inz; 

h  denen  die  obem  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 
Wir  wollen  nun  im  Folgenden,  was  offenbar  genfigt,  in  den 
Formeln  86)  und  88)  bloss  die  obem  Zeichen  beibehalten,   und 
duanifolge  setzen: 


.      .      cos€f 
cos(«a:,)=-nr— ^ 
^     *'      Binx 


,       .  cos»  ,      ^     ^ 

cos(yjri)=— ^Ij^,  cos(m?i)=0; 


.      -       cosopcosY  ,      ^  costf;coS2  ,     . 


cet(xZ|)  =cos9>,  cos(yZi)  =cos^. 


cos  (zig)  i^cosy. 
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Dann  ist,  weil  nach  der  Lehre  yon  der  Terwaadluog  der  Coordi- 
Daten  bekanntlich  allgemein 

x=Xi  cos  (xxi)  +  yi  cos  (x^i)  +  Xi  cos(;rzi) , 
y=Xi  cos(yari)  +yi  cos(yy,)  +  ZiC08(yzi), 
z=Xi  cos  (zxi)  +  ifi  cos  (zyj  +  «1  cos  (iz, ; 
ist: 


0:  = 


cosi/;  cos  07  cos  y  . 


89)   < 


sinx 
cosqp 


smx 


«  = 


costbcosy  . 
*  B\n%      ^*       sin 2       •   *      ^ 

-ffisiöz+^icosx. 


Hieraus  ergiebt  sich  aber  mittelst  leichter  Rechnung 


..ili 


rrcos^ — »cos  9= 


cos  ti;  cos  7  COSQ> 

Xt ; --fVi     .  f 

*      sin  %       '  ^*  sin  3^ 


costpcosz  .      cosii;. 

«/cosx— icosi(;=— j:*! ? *  +  Vi  — s —  > 

.■y        Ä  T  '      smx  ^    smx 


also 


(j?cos  X— a^cos  g>)*+ (y  cos  X  —  xcos  t/;)*=art*cosx"+yi*. 


wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass 


cosv*+ cosi/;^+cosx*=l» 


folglich 


cos  g)*  4-cos  tfi* = sin  x* 


ist.    Also  ist  nach  72)  die  Gleichung  der  Aberrations-KegeiflIelM 
Im  Systeme  der  XiyxZi : 

90)    6(Vcosx*  +  yi«) 
ft»r  /     cosqpcosx         C0S1/;.,       .  .        *        * 


smj,        --smx 
+  X26(yiSinx-ZiC08x)«, 


■  j 


1 


oder,    wie   man  nach   gehSriger  Entwickelung   dieser  CMddHBg^j 
leicht  findet: 
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91)  ftari*co8x* 
— 2Kexiyi  cos  q>  cos  % 

+2jC,^^f2£££2£t*  )  =0. 

—  JP^«C08X* 

Denken  wir  uns  nan  die  Aberrations-Keselfläche  tod  einer  auf 
der  Axe  der  z^  welche  bekanntlich  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erdbahn  nach  dem  wahren  Orte  des  Sterns  gerichtet  ist,  senk- 
recht stehenden  Ebene  geschnitten,  und  nennen  den  Schnitt  im 
Allgemeinen  den  Aberrations-Kegelschnitt,  so  ist,  wenn 
wir  uns  dessen  Ebene  durch  einen  Punkt,  dessen  dritte  Coordi- 
nate  im  Systeme  der  J^iViZi  durch  hi  bezeichnet  werden  mag,  ge- 
legt denken,  die  Gleichung  des  Aberrations -Kegelschnitts  mi 
Systeme  der  iciifg  nach  dem  Vorhergehenden: 

92)  bxi'^cosf 

+  (6  +  2JP6cos^— iP6sin  x")yi* 
.    —  2Kea:iyi  cos  q>  cos  % 

'  ^   *       sm;C 

-2Ä*i  cosx(«^^  — *68inx)yi 

-K^hi^  cos  f 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  von  jetzt  an 

A=:     6cosx*, 

ß=     b  +  2Xe  cos  'if  -  KH  sin  f, 

C= — i^ecos9Cos.x, 


tetzen: 


93)  {d=     Keh,^^^^^, 

£=  — JfAi(e-T— -^—  iC68hiz)cosT, 


94)    Ax^* + Byy*  +  Wx^g^ +2Da:i  +2%, + F=0. 

§.  6. 

Um    nun    diese  Gleichung  des  Aberrations -Kegelschnitts  zu 
dscutiren ,  legen  wir  zavSrdenit  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt, 
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dinaten  M 

95)    Xi=pi  +  Xi',  ffi^^^qi+s/i'} 

1 

und  wenn  wir  diese  Ausdrficke  von  a:i,^i  in  die  Gleichnne  M) 
einfuhren,  so  erhalten  wir  nach  leichter  RechDung  die  Gleidnog 

96)    ^j:/*+Äyi'*+2Gr,V 
+  2(^/?i  +  Cqi  +  D)xi'  +  2(Cp,  +  Bq^  +  E)y^'  \  =0. 

Die  Coordinaten  pi ,  qi  des  Anfangspunktes  des  Systems  der 
^i'^i'  kommen  nur  in  den  drei  letzten  Gliedern  dieser ;Gleidiiii^ 
vor.  Da  nun  pi ,  qi  sich  im  Allgemeinen  bestimmen  lassen,  wens 
zwischen  diesen  beiden  Grössen  zwei  Gleichungen  gegeben  sfak^ 
so  liegt  der  Gedanke  sehr  nahe>  diese  beiden  fttr  jetzt  an 
eanz  willkührlichen  Grossen  so  zu  bestimmen,  dass  zwei  der  _^ 
letzten  Glieder  der  obigen  Gleichung,  in  denen  die  Coordinatal^ 
Pi*  qi  allein  vorkommen,  verschwinden,  wodurch  die  in  Rede' 
stehende  Gleichnne  bedeutend  vereinfacht  werden  wurde.    '**  — 


98)    j 


bieten  sich  uns  aber  ganz  von  selbst  drei  verschiedene  Wege 
dar,  indem  wir  die  Grössen  pi ,  qi  entweder  so  beetinimen  k5ii* 
nen,  dass  die  beiden  Gleichungen 

oder  80,  dass  die  beiden  Gleichungen 

Ap,HBqt»+2Cpiqi+2Dpt+2Eqi  +  f=Q; 
oder  80,  dass  die  beiden  Gleichungen 

99)    \  Cp,+Bq,+E=0, 

I  Api^  +  Bq^* + 2Q», ji  +  2Dpt  +  2Eqt  +  F=0 

erfallt  werden.  Den  ersten  dieser  drei  Wege  wollen  ivir  ab  den 
einfachsten  im  folgenden  Paragraphen  nun  auch  zuerst  betntoiL 

§■7. 

Losen  wir  die  beiden  Gleichungen 

Api+Cqi+D=0, 
Cpi  +  Bqi+E=0 

in  Bexug  aaf  ;>| ,  fi  aU  unbekannte  6r8M«o  auf,  m  eilMit»  fj^ 


100)    j 
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(C»—AB)pi  +  CE—BD=0, 

■ 

,-,,  BD—CE  AB- CD 

*"*^   Pi=Ct—AM'  li  —  ct-Aß- 

man  den  Werth,  welchen  die  GrSsse 

Api*+Bgi*+2Cpiqi  +  2I)pi  +^qi  +  F, 
i  man  aber  aoch  unter  der  Form 

{Api  +  Cqi  +  D)piMCpi  +  B?i  +  £)yi  +i>A  +  Eqi-\^F, 
L  wagea  der  Glekhungen  100)  unter  der  sehr  einfaohen  Form 

■steUcn  kann,  erhält,  wenn  man  in  dieselbe  fflr  pi,   q^  ihre 
ktcan  Werthe  aus  101)  dnf&hrt,  durch  A,  so  findet  man  sehr 

,«,,    ^    AE^-t^BIP+FC^-ABF-WDE 
108)  ^= C-AB * 

Die  Ausdrücke  101)  und  102)  liefern  aber  fät  pn  q,,  A  nur 
I  endliche  Tvllig  bestimmte  Werthe,   wenn   C* — AB  nicht 
mcb windet,  d.  b.  wenn 

C*—AB<0 

I,  ond  wir  gelangen  daher  su  dem  folgenden  Resultate: 

Wenn  C**«^ilJ?wO  ist,    so    kann   man    die   Gleichung   des 
ibenations -Kegelschnitts  immer  auf  die  Form 

103)    ^a:i'«+Äyi'«  +  2Ori'yi'+^=0 

ringen* 

Der  Fall,  wenn   C^-^AB^^O  ist,   erfordert   eine  besondere 
Idnchtwig»  die  aber  jetzt  fiir!s  Erste  bei  Seite  gesetzt  werden  soll. 

Wir  sehen  aber  schon,  dass  die  Grtisse  C^^^AB  fSr  unsere 
Untersuchung  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  und  wollen  die- 
daher  jetzt  znvOrdersf  entwickeln. 

Nach  93)  ist  nSmlich 

C^^AB 

=Ä  Vcos  g)*cos  X* — 6  cos  ;(*(Ä  +  2ÄCC0S  ^— *■*&  sin  x') , 


CO«  9*cos  j^sreoe  3i*  — cesip^cos  3^ — cos  X* 
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oder 

cos  qp*co8  3[' = sin  j^*  cos  %* — cos  ^*  cos  )5* 
ist, 

=  A^  (6« +e«)  sin  ;c«  cos  x*  —  (6«+ 2A'6e  cos  ^ + i^««C08  ^  cos  ji» 
d.  i. 

104)     C— ^i^=cosz«lÄ'«o*sinx*— (A+JTecos'^)*}, 

mittelst  welches   Ausdrucks  von   C^—AB  sich  leich^  die  Bed 
gungen  aufstellen  lassen  würden,  unter  depen 

C«— JÄ=:0,  oder  C»— .4Ä<0,  oder  C«— w(iB>0     * 
ist. 

Unter  der  Voraussetzung  aber>   dass 

ist,  erliält  man  mittelst  der  Formeln  101)  leicht: 

__  Kehl  cos  y  cos  x^  (&  -f  ATg  co<^  ^) 
Pi-  (C*— ^Ä)sinx 

_  jrA|  cos^»  { 6gcos^  —  A'C^'sin^f  +  g*co8y*)| , 
^1—  (Ca-2lÄ)sinx 

d.  i.,  wenn  wir  ßir  C^ — AB  seinen  Wertb  aus  104)  einf&lifei: 

Kehl  cos  ip  (6  +  Keco8^) 

^^^~     sinx(/i*a«sinx*— (6+Jr«cos^)«} ' 

^     ^       _     Khi  cosx{6ecost(;  — •  A^(6^sinx*-f-c^co8y^i^  ,' 

oder,   weil  ,  i 

6'sin  %•  +  e*  cos  y* 
=6*(sinx* — cosg)*)  +  a*cos9*=a*cosg)*+A*ca»^ 
ist: 

—  ^g^i  cog  y  (&  +  Alg  cos  ^)  '.^ 

106)     <  '"'"     sinxlJr«a2sinx«  — (Ä+l-ecostf;)»!' 

^      Khi  cos  X  1 6i?  cosij; — A'(a^ cos  y*-f  ft*cos^> 
^*~"  sin  %\  ATVsinx*— (6  +  A^ecos  ^)«l 

Hiernach  ist  auch 

l(m   ?!  =  _ ecosy(6+A^gcos^y)  '    "J 

^    <yi  cosjf  { Äecosiff  —  A'(Ä»8inx*  +  «*eo«^|      ** 
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elclies  Verhältniss  von  hi  unabhängig  ist. 

Feroer  erhält  man  nach  102)  mittelst  leichter  Rechnung 

^     Jg«Mt«(6HOcosx^ 


1. 


1' 


A  folglich  nach  104) 

iw;  ^— if2|,agi„j^2_(ft^jf^cosi/;) 
Immer  unter  der  Voraussetzung,  dass 

C^-AB^Q 

t,  10  welchem  Falle  sich  die  Gleichung  des  Aberrations-Kegel- 
Äottts  nach  dem  Obigen  auf  die  Form 

110)    J^i'*+Äyi'«+2Cr/iy/  +  ^=0 

Wagen  iSsst,  legen  wir  jetzt  durch  den  Anfang  der  Xi'yi  y  dessen 
CtatJinaten  im  Systeme  der  Xiyi  nach  dem  Vorhergehenden  pi, 
k  sind 9  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  x^'y^^ 
lodchnen  den  von  dem  positiven  Theil  der  Aze  der  ^r«^  mit  aem 
|0aifiven  Theile  der  Axe  der  x^  eingeschlossenen  Winkel ,  indem 
pir  diesen  Winkel  vo^  dem  positiven  Theile  der  Axq  der  x^  an 
|vch  den  rechte  Winkel  {xiyx)  hindurch  von  0  bis  360^  zänien, 
1,  und  nehmen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y-^"  so  an» 
man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x^" 
\  den  rechten  Winkel  (x\  y\)  hindurch  zu  dem  positiven 
sile  der  Axe  der  y^'  zu  gelangen,  ganz  nach  derselben  Rieh- 
bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi  durch  den  rechten 
Uel  ixi'yi)  hindurch  zu  dem  positiven  1  heile  der  Axe  der  yJ 
\  gelangen.  Dann  hat  man  uacn  der  Lehre  von  der  Verwand- 
f  der  Coordlnaten  zwischen  den  Coordinaten  der  Systeme  der 
ffi   und  x^y^     die  folgenden  Beziehungen: 

^r^' =a:i"cos  I  — yi"  sin  {, 
yi';=  ari'^smS  +  yi'^cos  t 

man  diese  Ausdnlcke  von  Xx  >  y\  in  die  Gleichung  110) 
1»  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  gonionietrischen  Ver- 
■dbngen 
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111)      (Avo8?+Bam?  +  W8micwQxt'* 
+  (AtAa^+B9tmP~'iCnnico»Qgi'*    f 

+  A 

Soll  nun  das  dritte,  ^i'yi"  enthaltende  Glied  verschwiiidea, 
moss  der  Winkel  |  so  bestimmt  werden ,  dass  der  Gleichang 

112)    (i4-Ä)sln2S— 2Ccos2{=0, 

d.  h.  der  Gleichung 

113)    tang2|  =  3^ 

I 

;enQgt  wird,  welches  jederzeit  möglich   ist    Bestimmt  mao  ä 
;  so,  dass  dieser  Gleicnung  genflet  wird,  so  erhält  die  Gkidn 
les  Aberrations-KegelschnittB  in  dem  Systeme  der  Xi'yx'  ^ ' 
gende   Form: 

114)      (^cosS«+J?sinJ»  +  2Csin5co8|)ari'^ 

+  (ilsinSa+Äco86>— 2C8inJco89iyi''*  }  =0, 

oder 

115)      (ilcos|«  +  Ä8m|«  +  C8iii^;ri'^ 

+  (^sin|«  +  Äcos|«-C8in2Öyi*^  \  =0, 

oder,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen 

I  Jf=JcosJ*f  fisinS*  +  ^sin|co8{, 
'   i  iV=^sin|>4-£cos|S-2Csinteo8| 

oder 

117^    \  ^=^^^ ^ +'ÄBln !•  f  C8in2{, 
'   '  iv^=^sin£>+£cos|>— C8in2| 

setzen,  die  Form 

118)    Jlfar,'^+jryj"»+^=a 
Aus  der  Gleichung  113)  erhSit  man 

tangt     _     C 
l-^taoe^^  A-B' 

also 

tang  P  +  — ^^  tang  {=  1 , 
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sich 

oder    auch 

2C 


120)    tangS— 


eigiebt. 

WeU  nan 

ist,  «o  ist,  wie  man  leicht  findet: 

2C« 


coe{»=T 


oder 

■    ^~*         2^(^-Ä)»+4C» 

E«  ist  aber 

sin  ^=co8  ^  tang  I*, 

■nd  Cpl^ieh  nach  dem  Vorhergehenden 

2C" 


•in|>=J: 


[(A-B)±'\r{A-B)*+iC*]\(A—B)*+AC* 
•der 

Abo  Ut 

Wollte  man  nnn 

8in£co8£=:7 


»  80  wSre  nach  dem  Vorhergehenden 

8in{co8{taug6=8int«=J:       .y^^^^,^,^.,      - 
^  wir  doch  vorher  schon  gesehen  haben,  dass 


280 


w         ^     ^         2V(^-Ä)«+4C* 
ist    Also  muss 

siD£co8|i=± 


gesetzt  werden. 

Fuhrt  man  aber  die  so  eben  gefundenen  Ausdcucke  voo 

cos ^,  sin ^,  sin^cosS 

in  die  obigen  Ausdrücke  von  M  und  N  ein,    so  erhält  man  nad 
einigen  leichten  Verwandlungen: 


\  2iV  =  J+ AT  V  M  -  Ä)«+  4C'» 
Hieraus  ergeben  sich  auch  die  folgenden  Gleichungen : 

122)     j  Jf— JV=±  V  (J— fi)«+4C«, 
'       JlfiV==-(C«— JA). 

Nach  93)  ist: 

1^  +  5=     6(l  +  cosx'0  +  2Äeco8Tf— if'Äsinx«, 
^     I  J— fi=— 68in2«— 2/Ceco8V'+«:«68in2» 

oder 

r  A  +  Ä=26  +  2iCcco8 1  -  A  (1  +  K^bIjit^. 
'  ^     i  A—B=z—2Keco8^-b(l-K»)B\BT?; 

ferner 

125)    (J-Ä)»+4C* 
= (&  sin  X*  +  2if  *  cos  t|>  —  if  *6  sin  z*)*  +  44:«««  cos  9*  cos  i» 

oder 

1-26)    (^-^)«+4C« 
= { 2Ae  cos  ^  +  6  (1 — JSC«)  sin  x^  |*  +  4if  »e*  cos  9*cos  x», 

und  folglich»  weiL  ^'le  sich  leicht  zeigen  lässt, 

cost|>*  +  cps<p*coS}j*=siii9*siii55*    - 

ist: 


■■ .  I 


':  -r«  Jl 


.  \:. 
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127)    (A-jB)*+AC* 
=sm  X*  1 6«  sin  2*  +  41C6e  cos  ^— 2Jf >  (6>  sin  2>  -  2enin  9)*) 

— 4K»be  cos  ^  -f  J^^ft^sin  %* 
«der 

laS)    (^— Ä)«+4C» 
=  sio  x*{  ft*(l  -  AC*)*8in  x*  +  46eif  (1  -  IT«)  cos  i(;  +  4eajiCa8in  g)»|. 

Wenn  nun 
kt,  80  haben  wegen  der  Gleichung 

die  Grossen  M  und  iV  offenbar  gleiche  Vorzeichen.  Weil  femer 
AB^  C^  und  folglich  das  Product  AB  positiv  ist,  so  haben  auch 
A  und  B  gleiche  Vorzeichen.  I>fach  93)  ist  aber  A  positiv,  und 
tt  ist  folguch  auch  B,  also  auch  A  +  B  positiv.     Daher  ist 

A  +  B+\(A--B)^+iC^ 

jcdtofiüla  positiv,  und  die  Grossen  ilf  und  N  sind  folglich  nach 
dem  Ob^en  beide  positiv.  Nun  ist  aber,  weil  C^-^AB'^O  ist, 
^  nach  109)  offenbar  negativ.    Also  sind  die  Grossen 


2j  und  ^ 
kide  negativ,  folglich  dip  GrCssen 

-  ^  und  -jf 
bride  positiv.    Daher  können  wir 

129)    m=V"-^.    '•=V"-F 
■etzan,  woraus  sich 

ergiebt.    Weil  nun  die  Gleichung  ]18)  sich  auf  die  Form 

^  +  2^+1-0 
Jlf     TT 

briagen  iltsst,  so  kann  dieselbe  offenbar  auf  die  Form 
Theil  XL  It 
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^30)  ^y^iff^' 


gebracht  werden,  und  entspricht  also  in  diesem  Falle,  wo  C^—ABKfi 
ist,  einer  Ellipse. 

Wenn   daher 

ist,  90  ist  der  Aberrations-Kegelschnit^t  eine  EINpse. 
Wenn  ferner 

ist,  so  haben  wegen  der  Gleichung 

die  Grossen  M  und  N  offenbar  ungleiche  Torzeicben.    Also  kS|t- 
Den  wir 


131)  m=^±^,  n  =  V"'f^ 


setzen,  wo  die  obern  oder  untern  Vorzeichen  genomnieo  werdco 
müssen,  jenachdem  M  positiv  oder  negativ  Ist,  da  nämlich  ntA 
109)  im  vorliegenden  Falle  J  offenbar  positiv  ist     Also  ist. 


und  folglich ,  weil  die  Gleichung  118)  auf  die  Form 

^1     -|.yi_-^.1.^0 


A 

N 


gebracht  werden  kann,  offenbar 


so   dass    also    die    Gleichung    118)    im    vorliegenden   Falle,    ws 
C* — AB^O  ist,  einer  Hyperbel  entspricht. 

Wenn  daher 

C^^AB>0 

Ist,  so  ist  der  Aberrations-Kegelschnitt  eine  Hyperbel. 

Dass  pi ,  Ol  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Aberrmdons*' 
Ellipse  oder  Aberrations- Hyperbel  sind,  braucht  wohl  kaum  nock 
besonders  in  Erinnerung  gebracht  zu  werden. 

In  der  Kürze  wollen  wir  nun  auch  noch  den  Fall  betrachtefl^iv 
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C*—AS=zO 

lt. 

Die  beiden  Gleichnngea  98),  nämlich  die  beiden  Gleichungen 

Api  +  Cqi  +  D, 
APi*  +  Bth»+2Cpiqi  +  <Wpt  +  2£^,  +  F= 0 
fad  jederzeit  erfällt,   wenn  die  beiden  Gleichungen 

ApiHßgi^+2Cpiqx  +2Dpi  +  2£yi  +F=0; 

L  L  die  beiden  Gleichungen 

A^*+ C*qi*+2ACpigi  +  2ADpi  +  WDqi  +  />»=0, 
Jpi»  +  Bqi*  +  2Q>,»i  +  21^  +  1£qi  +  F=0 

«rfUlt  sind.     Verschwindet  aber  A  nicht,   so   sind  diese  beiden 
CSbäcfanngen  jederzeit  erfflllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

A^*  +  C»9i«+2^Q>,yi  +242)pi  +2CDyi  +  2)«=0, 
.4V>i"  + -4Ä9i'+2^C]Piyi +2^i)pi  +  2^£yi +.4f  =0 

esind.    Da  dud  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Dif- 
dieser  Gleichungen 

li^  so  sind  die  beiden  Gleichungen 

^/»i»+  Äj,«+2qpj^,  +  2I)pj  +  2£%  +  F=0 

jidetzeit  erföllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

^Vi"  +  C«9i* + 2^C/>i9i  +  lADpi  +  2CI>ft  +  D»=0 
2(CJD— j<£)gi +/)«— .4f =0; 

ti.  die  beiden  Gleichungen 
(Jft  +  CV,  +I>)*=0, 
2(CD— ^£)9j +/>•- ^F=0; 
L  die  beiden  Gleichungen 

2  (CD— yl£)  y,  + />»  -  JF=  0 
sind.    Aw  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  aun 
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welche  aber  für  pi ,  q^  Dur  dann  endliche  vullig  bestimmte  Wc 
liefern,  wenn  die  Grösse  AE—CD  nicht  verschwindet,  wod 
wir  mit  Rucksicht  auf  das  Obis^e  zu  dem  Resultate  geführt 
den,  dass  im  Tprliegenden  Falte,  wo  C* — AB=^0  ist,  wena 
Grösse  A,  und  auch  die  Grösse  AE—CD  nicht  .verschwindek, 
Gleichung  des  Aberrations-Kegelschnitts  immer  auf  die  Form 

d..  i.,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  pi,  q^  einführt,  anl 
Form 

oder  auf  die  Form . 

also,  weil  AB=C^  ist,  auf  die  Form 

134)    (Jxi'+Cy»')2  +  2(^£-Cö),/=0 

gebracht  werden  kann. 

Durch  den  Anfang  der  Ti'yi'  wollen  wir  nun  ein  4ieue8  C 
dinatensystem  der  o'i  y/'  legen,  den  positiven  Theil  der  Axe 
Xi"  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi'  zusammenfallen 
sen,  und  die  durch  die  Gleichung 

135)    ^:ri'  +  C5yi'=0  oder  .ri'=— jy/ 

charakterisirte  gerade  Linie  als  die  Axe  der  yi"  annehmen.  1 
sprechen  nun  die  Coordinaten  ^',  %'  und  |i  ,  rji"  in  den  Sj 
nien  der  Xi'yi  und  x^'y^  einem  und  demselben  Punkte;  sc 
nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  der  Axe  der 
parallelen  geraden  Linie,  und  die  erste  Coordinate  des  Do 
Schnittspunkts  dieser  geraden  l/iiiie  mit  der  Axe  der  Xx  oder 
ist  folghch 

li  +-^3—       A 
Es  fallt  aber  auf  der  Stelle  io  die  Augen,  dass  diese  ante 


•  I 
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ate  nnter  deo  gemachten  Voraussetzungen  mit  Si"  einerlei ,  nnd 

m  Nehmen  wir  ferner  den  positiven  Theil  der  Axe  der  Vi"  auf 
r  positiTen  Seite  der  Axe  der  a:^'  an,  und  bezeichnen  den  von 
■weihen  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xj '  eingeschlos- 
■eOy  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  fi,  so  ist  offenbar 
TlMliger  Allgemeinheit 

iteprechen  nun  Xi  y  yJ  und  x^" ,  y^"  einem  und  demselben 
Ulkte  des  Aberrations- Kegelschnitts,  so  ist  nach  dem  Vorher- 
shenden 

Ax^"  =^ Axi' '\- Cyi' ,  yi'=,yi"8in^; 

mI  nach  134)  ist  folglich  die  Gleichung  des  Aberrations  -  Kegel- 
dmitts  im  Systeme  der  :jti"yi': 

136)    A^Xi'^+2(AE-^CD)yi"sin(i=0. 

Also  ist  im  vorliegenden  Falle ,  wo  C^-^^AB^^O  ist,  und  die- 
irSssen  A   and  AE — CD  nicht  verschwinden,  der  Aberrations- 
litt  eine  Parabel. 


Wenn  in  diesem  Falle,  wo  A  nicht  verschwindet,    AE — CD 
wdiwindet,  also 

C^^AB-0,   AE'-CD=0 

t,  80  ist 

id  die  Gleichung  91)  des  Aberrations-Kegelschnitts  wird  folglich» 
te  man  leicht  findet,  in  diesem  Falle 

137)    {Ax^^Cy,y'^-2D{Ax^-{-Cy,)-{-AF=Q, 

Lost    man   diese    quadratische   Gleichung   in    Beziehung    auf 
lffi  -|-  Cgx  aof 9  so  erhält  man 

*'  138)    ^ari  +  Cy,+/>TVZ>*— ^F=0, 

pedaidi  entweder  eine  eerade  Linie  oder  ein  System  zweier  ein- 
toder  paralleler  gerader  Linien,  oder  gar  keine  Linie,  überhaupt 
jpi  kern  gemnetrisches  Object  dargestellt  wird. 

Wenn  A,  und  folglich  wegen  der  Gleichung 
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auch  C  verschwindet,  so  h&tte,  wenn  auch  B  verschwände > 

Gleichung  91)  die  Form 

139)    2X>ari+2£</i  +  F=s:0, 

und  stellte  also  eine  gerade  Linie  dar.    Wenn  aber  B  nicht  i 
schwindet,  so  müssen  wir  versuchen,  die  dritte  der  drei  obett 
gedeuteten  Transformationen  der  Gleichung  94)  in  Anwenduiq; 
bringen.  .  Die  Gleichungen  99) ,  nämlich  die  Gleickungen 

sind  aber  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

•■, 

d.  i.  die  beiden  Gleichungen 

C>i*  +  B^gi^  +  WCpigi  +  WEp^  +  ^iBEq^  +  J5;«=0,    , 
ABp^^  +  B^qi^  +  2BCp^gi  +  WDpi^  +  2BEg^  +  ÄF=:0 

erftillt  sind,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  B  nicht  verschf 
det    Die  Differenz  dieser  beiden  Gleichungen  ist  aber 

2  (C£  -  BD)p^  + 1:«  -  ÄF=:0, 

and  unsere  beiden  ersten  Gleichungen  sind  also  offenbar  jedtr 
erftÜlt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

2{CE^BD)p^^E^—BF=Q\ 
d.  i.,  weil  C=:0  ist,  die  beiden  Gleichungen 

erftillt  sind.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

lim  E^-BF  E 

140)    Pi=     2Ä2>    '  ^^"""g* 

von  welchen   Ausdrucken  der  erste  für  pi  aber  nor  dann  ei 
endlichen   völlig   bestimmten   Werth   liefert,    wenn  D   nicht 
schwindet.    Dies   also   vorausgesetzt,    kann  nach  dem  Obigea 
Gleichung  94)  auf  die  Form 

■  * 

oder  vielmehr,  weil  A,  C  beide  verschwinden,  auf  die  Fom 

141)    Äyi'*  +  2Z>ar/=0 
gebracht  werden,  und  entspricht  folglich  einer  Parabel 


_•"!* 
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Wenn  D  veracliwhidety  so  hat,  weil  auch  A  und  C  verschwin 
den,  die  Gleichung  94)  die  Fonn 

142)    Äyi«+M:3^|+F=0, 

mid  giebt  durch  Auflusung  nach  yx  als  unbekanote  Grustse: 

i*>)  yi  = ß ' 

wekhe  Gleichung  entweder  eine  der  Axe  der  aci  parallele  gerade 
Linie  oder  ein  System  zweier  der  Axe  der  x  paralleler  gerader 
Linien  darstellt,  oder  gar  keine  geometrische  Bedeutung  hat. 

Die  weitere  Ausfuhrung  dieses  Gegenstandes  würde  diese 
Abhandlung  zu  sehr  ausdehnen,  und  kann  auch  fuglich  dem  eig- 
nen Fleisse  des  Lesers  überlassen  werden.  Hauptsächlich  würde 
es  zunächst  noch  darauf  ankommen,  in  die  vorher  entii'ickelten 
ailgenieinen  Formeln  fiir  A,  B,  C,  1),  E,  F  ihre  Werthe  «lus 
93)  einzuführen,  was  an  sich  keine  Schwierigkeit  hat,  eben  des- 
halb aber  fuglich  ganz  dem  eignen  Fleisse  des  Lesers  überlassen 
werden  kann. 


§.  8. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  JSC,  und  folglich  auch 

^e  sehr  kleine  Grösse  ist,  wollen  wir  nun  aus  den  imi  Vorher- 
gehenden entwickelten  ganz  genauen  Formeln,  indem  wir  uns  bei 
denselben  kleine  Vernachlässigungen  gestatten,  einfachere  Nähe- 
ningfiformeln  abzuleiten  suchen. 

Wenn  wir  in  den  Formeln 

cos fp = cos q)i  Vi— *t*sin  ö^*  +  i (cos «•—  cos 6^ cos (pi ) , 
cos  -^ = cos  -^1  V^l  —  i^sin  ©i  *  + 1  (cos  ß  —  cos  ö,  cosi/^i) , 
cos  X  =  cos  %i  V  l  —  i^sinöi*  -f  i  (cos  y — cos  0^  cos  Xi ) 

alle  Glieder,  welche  in  Beziehung  auf  die  sehr  kleine  Grösse  i,  und 
also  nach  dem  Obigen  auch  in  Beziehung  auf  die  sehr  kleine  Grü«sie 
jr?on  der  zweiten  Ordnung  sind,  vernachlässigen,  so  erhalten  wir 

Icos  q)  =  cos  qji  +  i  (cos  a  —  cos  ßi  cos  q>i) , 
co8'4;=costf;4  +  i{cosß — cos  ßi  cosi/^i) . 
cos  X  =  cos  Xi  +  *  (cos  y  —  cos  6i  cos  xi ) 

oder 
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COS  q> —  cos  9^1  =:t(cos  «— CaS#|09<t9|), 
146)     {  cosi/;— cosi;;i=£(cos/5— cosO^cos^i), 
cos  %  —  cos  Xi  =  t  (<^<>s  y  •"  <^s  Ol  cos  Xi  )• 

Nun  ist  aber  fiberhaupt 

cos« — eo8v=—2sini(u-\'V)s\ni(u — v) 
und 


i(«+t;)=M  — i(tt  — t>)  =  ©  +  i(tt— c). 


also 


sin  i(u-\-v)=aiBU  cos  J  (a  —  t?)  —  cos  u  sin  i  (k— r) 
=  sinrcos|(tt — v)  +cost?sin4(tt  — »), 
und   folglich 

cos  ti — cos»=  — 8inttsin(tt  — t>)+2costtsini(ti— r)* 
= — siors]n(t« — 1>)— 2cosi?slni(tt  — r)*, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man  mit  Vernachlässigung  von  Gliedeniy 
welche  in  Beziehung  auf  die  der  Null  sehr  nahe  Kommende 
tt— V  von  der  zweiten  Ordnung  sind, 

cos  u  —  cos  ü  =  —  (u — v)  sin  u 
= — (u — o)sine 
oder 

cos  u  •—  cos  ©  =  (c  —  ic)  sinu 
=  (t> — u)sine 
zu  setzen  berechtigt  ist. 

^Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichungen  145)  an,  so  erbaiteo  wir: 

cos  a  —  cos  6|  cos  (pi 

a>— -flpi  =  —  i i —  f 

^     ^*  Binq>i 

,  cos  ß — cos  Bi  cos  tbi 

^      ^^  Sin  ^i 

—      « <^QS  7  ""•  cos  6|  cos  %i 
^'"^""■^*  sinxi 


1 


146) 


oder 


147) 


t  (cos  &i  cotyi>-^^;^^  ), 


sm9>i' 


cos  /3 
;f(coseiCottPi--^7jj^), 

V       A      4  cosy 

t(coseiCotXi  — ^j^). 


f  •• 


1 

i 


2M 

Alw  den  aus  dem  Obigen  bekanoten  Gleichungen 

cos  9 — tcosa 

CO81I; — icosß 

^*    v^rf>-2tco8e 

cosif— icosy 

C0S2i   =77=--  -^-- 

crbält  man  ferner 

cos^ — fcosJ?=co8tf;i  V  l+i^ — 2ico86, 

co8  3( — tcosy=cosxi  V^l+i* — 2ico8  6>; 

«sd  folglich  mit  Vemachiättsigung  von  Gliedern,    welche   in   Be- 
lithang  auf  i  oder  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

CO89 — t  cos  a= cos  971(1 — icosö), 

cos  1/* —  t  cos  j5=costf;i(l — i  cos  0) , 

cos% — ico8y=cosxi  (1  —  icosö); 
also 


t 


(eoBip — i  cos  a)(l+icosö)=:  cos  9)1(1  —  t*cos©*), 

(cos  ip — i  cos  /5)  (1  + 1  cos  B)  =:  cos  tjfi  (1 — 1*  cos  6*) , 

(cos  %  —  I  cos  y)  (1  +  i  cos  6) = cos  %i  (1  —  t*  cos  S^ ; 

folglich,    immer  unter  Verstattung  derselben  Vernachlässigungen: 

Icos  q>  —  cos  9?i  =  i  (cos  a — cos  S  cos  tp) , 
costj; — costJ;i=i(cos/3 — cosöcosi/;), 
cos  %  —  cos  Xi  =  I  (cos  y  —  cos  Ö  cos  x) ; 

woraus  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher 

.  cos  a  —  cos  Ö  cos  9) 

<Pi  —  w  —  t : 9 

^*      ^  Sin  9> 

-.^.      1                   .cos/S — cos  ©cos  1I; 
149)      <  *i— ti;=i ^ ; — ; -9 


.cos  y — cos  S  cos  % 

Xl    — 2=t ^ : *» 


•dar 


150) 


g?i  —  9 = - « (cos  «  cot  9— j^j^ , 
i/;i  -  tfi  =  —  t  (cos  e  cot  tfl— ^r^ 
Xi  — '%  =  — tccosöcotx  — '-^— ^) 


erhält. 

Nach  53) ,  55)  und  146)  ist  also 

^(aY  .  hX  ^     \ 

9  —  9^1  =  —  Ä  ^^^  sin  g?i  +  —  cos  ^1  CO  1 9i  1, 

151)     jif;  — ^1=     *(— 8intpi+~;cosg>iCoti(;A 

„/aF  hX  \     / 

X  -  Zi  =     Ä  ^^-^  cos 9i  -  -^os^i^  cotxi ; 

und  nach  53) ,  55*)  und  149)  ist 

^(aY  .        ,hX  ^    \ 

<Pi  —  9>='         \Tr  «1^9+  —  cos^coty  1 , 

152)     j  i(;i  — ^=— JE^— sinV/  +^cos9>coti(;J  , 

^/aY  bX         \     ^ 

%i  -X  =  — A^^co8<p-— cosif;^cotx. 

Sollen  aber 

odei" 

9i— <P>    if;i-ij;,    Xi~Z 
in  Secunden  ausgedrückt  sein,  so  muss  man  setzen: 

K    /nY  .  hX       ,       ^     \ 

153)     <  t(>  — tf>i=     ^i^,^^— 8inif;i  +  ^cosg),cot^,  I, 

K    faY  bX  \ 


und 


/  K    (aY  .       .bX  ^    \ 

154)     <  ^j  -^  =  -  55jp(^— 8">9>+^cos9>cotiM, 

a:   /aY  bX        \    , 


rifc» 
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W«U  Mtcb  8») 

fsine 


sin  Sl=z 


V^i+i«— 2icos« 


ist,  so  ist,  mit  VernachlSssigung  von  Gltedern,    die  in  Beziehung 
auf  t  od^r  K  von  der  zweiten  Ordnung  ^ind» 

8ini2  =  tsin6; 

und  nehmen  wir  hierzu  die  ganz  genaue  Gleichung  57),  so  erhal- 
ten Trir 

155)    sin.$2=isin@i,  sin  .^=2 sin  6; 
oder 

156)  sinÄ=Ä^^'.«inei,  sinÄzsÄ^  ^.sin^. 
Aach  Ist         . 

sinÄ  =  AY  -  — (t-cos9i— —  cosiJ;i)^ 

157)  {  J - 

sinid=:A.w y-r-cosq>^- — cosij;)?; 

Ton  tr eichen  Gleichungen  die  erste  völlig  genau  ist,  bei  der  zwei- 
ten Glieder ,  welche  in  Beziehung  auf  a  von  der  zweiten  Ordnung 
sind,  vernachLässigt  worden  sind. 

Ftir  2=0    ist  nach   67)   und  69)  mit  Tem^qhlässigung  von 
Gliedern,  die  in  Beziehung  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 


nnd 


158)    sinxi-ify'^,  '^=*Vr 
159)    sinÄ=Ä:^^,    Ä  =  Äy'^'. 


$.  9. 

Hier  ist  nun  auch  der  Ort»  wenigstens  in  der  Kürze  zu  zei- 
gen, wie  sich  der  Werth  der  Constante  K  aus  den  astronomi- 
tcheo  Beobachtungen  der  Fixsterne  ableiten  lässt. 

Hat  man  nSmIich  ein  und  denselben  Fixstern  zwei  Mal  zu 
verschiedenen  Zeiten ,  wo  die  Coordinaten  der  Erde  und  ihre  Ent- 
fonang  von  der  Sonne  oder  ihr  Vector  X'^  Y',  q'  und  X" ,  ^"f  Q^ 
ind,  Deobachtet,  und  seine  scheinbaren  astronomischen  Coordi- 
luten  ©i',  ^i',  Xi'  «nd  (pi",  f^",  %i''  durch  die  geeigneten  astro- 
I0iiis(men  Hfilbmittel  und  MeSthoden  gemessen»  so  hat  man  nach 


»6 


vi- 

-v=-                        ^.--   ^, 

1 

150)     j 

*1- 

-*=■    .-:^;''-V:^^' 

1 

a- 

-  ■'  i.^1.  - . 

erhält. 

Nach  S3), 

55) 

"■">"       ?!*'■"  L*.<^ 

-  ;  /,.v 

V- 

-»1= 

,^  ./'' 

151)     j 

r 

-♦. 

,,      „i-Vco»*!'"' 

„„d  nach  S3) 

,85 

( 

152) 

\ 

>-* 

c" 

k'             « 

Sollcu 

^ 

;».t-*>     «i"'"                  "" 

niler 

r-"'* 

-^..,M. 

in  Secu: 

11* 

*** 

It 

.__™(.V-S")i 

un.l 

.'-»    ""' 

^ 

tf             V,'— Vi" 

und 
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dem  Vorhergehenden ,  wenn  wie  früher  die  wahren  astronoiiiisGheii 
Coordinaten  des  Sterns  durch  q),  t/^«  %  bezeichnet  werden,  die 
beiden  folgenden  Systeme  von  Gleichungen : 

,  K    faV   .       ,     hX  ,     ,     \ 

9-(Pi'=~^p^^sin9)i'  +  — ;Costi  cotg>i'^, 

K    fhX  .       ,  .  aP  ,       •    A 

9--9>i  =- ^^/ \^^ smg^i'' +  ^  costfi/eot9/ J, 

„   '        AT    (aY"  „      bX"        ,  „\     ,    ^ 

oder  der  Kürze  wegen 

und 

^-<=-8Tn'^'  ^-*^"=s-in^ö"-  35-x.''=5n»«'' 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole 

P',  Q',  S'   und   P«',  Q",  S" 
leicht  Ton  gelbst  erhellen  wird.    Also  ist 

V-V'i"=-5^(Q'-Q"). 

folglich 


* 
w 

1 

^.Mi. 


K 
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oder 

K-^  —  5& *»-  sin  l'' • 

welcher  Formeln  also  die  Constante 

|7/  oder  /C 


sin 

was  den  Beobachtungen  abgeleitet  werden  kann.  Dass  sieh  aber 
auf  diesem  Wege  nur  durch  müglichste  Vervielfältigung  der  Beob- 
achtofigeo  und  genaue  Berechnung  derselben  nach  den\  in  der 
Aistroooraie  gebräuchlichen  Methoden  eine  hinreichend  grosse  6e- 
nanigkeit  in  der  Bestimmung  der  obigen  wichtigen  Constante  er- 
reichen iSsst»  versteht  sich  von  selbst,  und  gehurt  jetzt  weiter 
nicht  hierher. 

Hat  man  nun  auch  aus  den   bekannten  Elementen  der  Bewe- 
gung der  Erde  um  die  Sonne  die  Constante  Ki  mittelst  der  Pormel 

wft  sich  Fl  9  Xif  Ti,  Vi  auf  irgend  einen  bestimmten  Ort  der 
Erile  in  ihrer  Bahn  beziehen »  berechnet,  *so  findet  man  die  CSe- 
•ehvrindigkeit  (B  des  Lichts  mittelst  der  aus  dem  Obigen  i^ekano- 
ten  Formel 

und  die  auf  diesem  Wege  erhaltene  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit des  Lichts  stimmt  auf  eine  merkwürdige  Weise  mit  der 
auf  ganz  anderem  Wege  aus  den  Beobachtungen  der  Verfinste- 
rongen  der  Jupiterstrabanten  abgeleiteten  Bestimmung  dieser  Ge- 
schwindigkeit überein.  . 


§.  10. 

Wenn  K  so  klein  ist,  dass  man  Glieder,  welche  in  Beziehung 
■af  diese  Grosse  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  ohne  merklichen 
Fehler  vernachlässigen  kann,  wie  wir  im  Folgenden  wieder  an- 
nelunen  wollen ,  so  ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze ,  wie  man 
leicht  findet. 


394 


und  folglich  nach  80): 

cos  21=  db  cos  9(1  —  K  7  cosij;) , 
160)     <  cos£=:4:COSi^(l -f  iS^rsin^tangtf;), 

V  cosC  =J:COs;|r(l  —  ACrCostf;); 

durch  welche  Formeln  die  Lage  der  Axe  der  Aherrations-Kfigel* 
fläche  bestimmt  wird. 

Femer  ist  nach  82)  mit    demselben    Grade   der   Genauigkeit 
wie  vorher 


oder  auch 


161)    sme^K^^Mii^ 


162)    Ö=jr|sini(;. 


Nach  104)  ist 

163)    C«~24^^— 6cosx*(6+2Jf6co8i>/), 

und  folglich  offenbar  nach  dem  Obigen,  wenn  nur  cosv  nicht  ver- 
schwindet.  d.  h.  nicht  %=90^  ist,  ider  Aberrations  -  Kegelschnitt 
unter  der  hier  immer  zum  Grunde  liegenden  Voraussetzung  >  dass 
K  eine  so  kleine  GrOsse  ist,  dass  Glieder,  welche  in  Bezug  aif 
dieselbe  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  ohne  roerkllcheB  l^hler 
vernachlässigt  werden  können,  eine  Ellipse. 

Aus  106)  ergiebt  sich  zuvörderst 

Kehl  cosy 

''*"""'  sin  %{b-\-  2Kecoß  i/;)  * 

_        Kehl  cos 'ilf  009%    , 
^^""     8inx(b+2Kecostffy 


also 


KehtCOBw,^     rt-,«         . 
Pi= r^ ^(1— 2Af7C08tf/), 

^*-    F^ (l"-2Ä:^cost), 


und  folglich 


164) 


oder 


165) 


/>!  = — Khi  rcos9>cosec%, 
^1=     Khi^cQSi\>coX%',, 


V^  = —  Kl  CO»  tp  cosec  %  y 
-jT  =     Kl  cos  1/; cot ;(. 


Vl^eil  nach  109)  die  GrßBse  J  in  Bezug  auf  K  selbst  tod  der 
eiten  OrdnuVig  ist,  so  können  wir,  wenn  ^  nicht  wirklich  ver* 
soll,   wie  es  erforderlich  ist,  nur  erst  Glieder  vemach- 
_      ,    weiche   in  ßezug  auf  K  von  der  dritten  Ordnung  sind, 
nnd  erhalten,    weil 


^=  — 


K^aHi^cosx^ 


6 1 1  +  2*1  cost^  -  Ä*  (p sin X«- p  cos  1/;*)  1 
ist,   auf  diese  Weise  leicht 

166)    ^^^.i^Wcosx^ 

Nacb  123)  ist 

A^  B=^b  sin  f  —  iKecos^l 
mA  nach  125)  ist 

V  (^— Ä)«  +  4C«  =  6sinx»  +  2Jf6cost(;. 
Also  ist,   wie  mao  leicht  findet, 

J+Ä+\^(J-Ä)*+4e»=2(Ä  +  2Jfecosi/;), 
i<+Ä— VcS"--Ä)*  +  4C«=26co8x«; 
and 

—  (i4-JB)  +  V(^-i?)2+4C«=2(6sinx«  +  2Äecosi(;), 
— (2l— Ä)  — V(ii-i?)«  +  4C*=0. 

Nthnea  wir  nun«  wie  es  offenbar,  ohne  der  AligemeiDheit  sa 
I,  ^erstattet  ist»  in  der  Gleichung  119)  das  untere  Zeichea, 
Miat 

167)    tangg=0; 
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und  wir  mCssen  nun  nach  121) 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

^=6co8%*. 


i^>  \n= 


b-\-1Kecos'^ 


setzen.    Folglich  ist  nach  129): 


oder 


n«  =  -  ^  =  Ä^Vpcosx^d  -2iSf|co8if;); 


d.  i. 


a 


m«  =  Ä«Ai«T^,   n^=KH,^j^coBf; 


b^ 


6^ 


oder 


^^ Jt*— ,     ^? iP«"  cos-y«- 


und  folglich  9  unter  der  Voraussetzung,  dass  h^  positiv  ist, 

wo  man  in  der  zweiten  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen  muss ,  jenachdem  cos  %  positiv  oder  negativ  ist 


§.  11. 

Wir  wollen  nun  zeigen »  wie  die  Coordinaten  A",  F  der  Elrde 
und  die  Vectoren  r,  r'  derselben  berechnet  werden  kSnneo.  Za 
dem  Ende  denken  wir  uns  durch  die  Sonne  ein  dem  SystenijB  dir_ 
xy  paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeichnen  dkita  von  | 
dem  Vector  r  der  Erde  mit  dem  positiven  Theile  der  erstiü' A3B» 
dieses  neuen  Systems  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wH ^dfllT 
selben  von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden  Aat  ^ 
durch  den  Coordinatenwinkel  des  betreffenden  Systemis  hinim 
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Ton  0  bis  300^  zfthlen,  durch  k;  so.  sind  offenbar  in  vulliger  All- 
gemeinheit 

rcosA,  rsinil 

die  Coordinaten  der  Erde  in  dem  neuen  Systeme,  und  da  nun  e,0 
die  Coordinaten  des  Anfangs  des  neuen  Systems  in  dem  Systeme 
der  xy  sind,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Cooriunaten 

170)    X=e  +  rco8X,   F=rsinil. 

Bezeichnen  wir  nun  aber  die  heliocentrische  Länge  des  Perihe- 
linnis  durch  q  und  die  geocentrische  Länge  der  Sonne  durch  L, 
so  wird  man  sich  durch  eine  einfache  Betrachtons  leicht  überzeu- 
gen, dass  immer  entweder 

A  =  ±1800— (L-ö) 
oder 

A=540o— (L-ö), 

and  folglich  allgemein 

co6A=:— cos(Zi — Q),  6inil=sin(Zi— c5); 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

171)    Ar=«— Vcos(L  — ö),    F=r8in(L--5) 

ist 

Nun  ist  aber,    wie  wir  aus  dem  Obigen  wissen, 

eX 


miso  ist 


d.  i. 


mid  folglich 


a 


r=a —  \e — rcos(L  — o)|. 


b^  +  erco8(L — q) 

r  = ' 

a 


172)    r= ^ — =r. 


Also  ist  nach  171)  ^  wie  man  leicht  findet : 

in\     ^__e--'acoB(L'-iS)      ^        ft«sin(L— c5) 
,     I4ö)    ^-«c_ecos(Ir-ö)*    ^-a-ecosCL-ö) 

Well  fiemer  nach  dem  Obigen 

Tkdl  XI.  20 


!M>8 

r'  =  a+— =2a-r 

ist,  80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

^^a»  +  e»-2aecoa(£-5) 
''  a — ecoafjL  —  ü) 

Am   leichtesten  ergiebt  sich   aber  natürlich  r',    wenn  mai 
hat,  mittelst  der  Formel 

175)    r^^'ia^T. 

Man  kaiin  sich  atich  die  beiden  Formeln 

o 
d.   i. 

176)    r'  +  r=:2a,  r'— r=2e— ; 7y — =~ 

merken. 

Auch  ist  nach  172)  und  174) 

oder,  wie  hieraus  leicht  folgt: 

178) .  ^  ===  (J  -  ^)%os  i(i-- ö)^  +  (J  +  ly  sini (i-5)« 

Femer  ist  nach  172)  und  173) 

i.^nv    ^^     e— -acos(L — ö)       aF     a   .    ._.      _^ 

oder 

Eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  wird  hter  sit 
nSthig  sein. 

$.  12. 

Bezeichnen  nir  die  wahre  uod  scheiabare  LSnee  ysKpjL  Brei 
des  Sterns,  beide  auf  die  aus  der  Astronomie  hinreichend MImM 
Weise  genommen,  durch  JH,  Ib  und  il|,  J&| ;  so  wh*d  ttKta 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  sogleich  rrhoHjec  4l 
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zwischen  den  Carössen 


xwischeo  den  GrOssen  £,,  Jb,  ^9  '^f  %  ^^^  zwischen  den  Gi 
^1 »  %  >  9i  y  ^  >  Zi  ^^®  folgenden  Gleichungen  Statt  finden : 


und 


co89=cos(fi5 — MJ)  cosS, 
181)    {  C08t{^=:sin(c3— &)cos23, 
cos  2  =sinJ& 


cos9»|.=:co8(q— i(,i)cos23, , 
18-2)    \  cos^i=:6in(c5 — &i)co82i. 


1^1 


BiW^#>  weicher  also  die  Grössen  <p,  if,  %  und  gn,  fh»  tt  leicht 
ans  dm  Grössen  JL,  Jb  und  JL,  Jöi,  »o  wie  auch  uingelcehrt  die 
Gröasen  iL»  23  und  /Li,  25|  leicht  aus  den  GrosseD  9»  t];,  ^  ^^^ 

y   ^i,    Xi  gefunden  werden   IcOonen«    was  hier  l^einer  weiteren 

lluterung  bedarf. 

in  der  Einleitung  habe  ich  schon  bemerkt,  dass  ich  in  dieser 
Abhandlung  die  Theorie  der  AI>erration  nicht  eigentlich  f&r  ihren 
praktischen  Gebrauch  in  der  Astronomie  darzustellen  die  Absicht 
gehabt  habe,  sondern  mehr  eine  Entwickelung  ganz  aligemeiner 
und  völlig  strenger  Formeln  bezweckte.  Deshalb  saj^e  ich  jetzt 
aodi  nicEts  weiter  Ober  die  Ton  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre 
Aze  herrührende  Aberration  und  über  die  Aberration  bei  den  Pla- 
neten und  Cometen ,  sondern  verweise  in  dieser  Beziehung  auf  die 
bekannten  ausführlichem  Lehr-  und  Handbflcher  der  Astronomie, 
werde  jedoch  vielleicht  späterhin  auf  diesen  Gegenstand  zurfick 
konunen. 


90* 


"XX%riL 


Veber  die  BestiBMiiMwfteit  eines  spliä- 
itoelica  Dreieckes  durch  drei  Stücke, 

^dl  '^«tiiei  9!^<n  elmuitler  ^e^enttber 
heireii. 

.... .:  ■. ,  I .  ■y™  ■•   ■ 

'  flffirln  Dr.  Wilbelm  Matzka, 

riet  ÜatftcaMlk  n  IWtiow  in  Galizim 


.■■j.i5Jii4i4«riBtotiaiBniWridtaBB:Kii9tldrGiRck«s  von  «eiDen  «m^ 
SWck«!!  (Uettan  uorf  iWinluIrt) idrei  gegeben,  von  leiten  zwei  ein> 
ander  j^efceniiUer  liegen;  so  tritt  bekatinllkli  zinvcile»  Unniüg- 
lichkeit,  zuweilen  Uiibestimmtfaeit  (ZweidirtiÜL^keit)  mIti.  Zu  erfof- 
Hchen  und  einfache  Kennzeichen  anzugeben,  wann  Holcfaes 
geschehe  oder  nicht,  ist  der  Ztvecic  gegen tr artigen  Anfsaties. 

Eigentlich  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unteracbeiden ;  e»  fcto- 
nen  ncmlich 

entvredeT  zwei  Seiten  mit  einem  Gegenwinkel, 
oder   zwei  Winkel  mit  einer  Gegenseite 

gegeben  sein;  allein  der  zweite  Fall  lässt  sich  leicht  aafdencnrtea 
zarücbf^hren ,  desswegeii  werden  wir  vorerst  nur  diesen  ancfahr- 
lich  untersuchen. 

Dahei  gilt  wie  sonst  immer  die  Einschränkung,  dasa  jedes 
Stack  des  Dreieckes  der  Grüsse  nach  zwischen  0  und  IW  liege. 
Zugleich  leuchtet  aus  der  Lehre  i^ber  Coiigruenz  der  Kugeldrei- 
ecke  ein,  dass  ein  solches  durch  drei  derartige  Stücke  vOllig 
bestimmbar  sei,  sobald  durch  sie  ireend  cinrs  der  fibri gen  drei 
Stflcke,  mittels  Reclinung  oder  Zetcunung  {('nnstructionj  vCllig 
bestimmt  werden  kann 

Seien  nun  bei  einem  Kugeldreievke  iiljerfaau|it  die  Seiten 
durch  rt,  b,  c  und  in  derselben  Ordnung  die  ihaen  gegesflber 
•tebenden  Winkel  durch  a,  ß,  •/  lieseichnet;   und  sden 
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gegeben:    die  zfrei  Seiten  a,  b 

mit  dem  Gegenwinkel  n  der  ersteren,    daher 

SU  suchen:  der  Gegemvinkel  ß  der  zweiten  Seite, 

die  drifie  Seite  c,  und  der  dritte  Winkel  y. 

Die  Berechnung  jedes  dieser  drei  zu  suchenden  Stücke,  so 
ie  auch  die  Zeichnung  des  Dreieckes,  wird  die  Bedingungen  der 
Lügiichkeit  und  Bestimmtheit  des  Dreieckes  selbst  an  die  Hand 
4)eD. 

Um  jedoch  unsere  Untersuchung  nicht  zwecklos  aus- 
adehnen«  und  weil  die  Bestimmtheit  und  Möglichkeit  von  gleic^lH 
ekenkligen»  rechtwinkligen  und  Quadranten- Dreiecken  onnehin 
miki  XU  beurtheilen  ist;  werden  wir  nicht  nur  a  und  b  ungleich, 
Hidaii  auch  jedes  Bestiromungsstuck  von  90^  verschieden 
PionMetxen* 


2. 

A,  Die  Berechnung  des  anderen  Gegenwinkels  ß 
vfiiigt  nach  dem  bekannten  Satze 

si  n  a :  sin  6  =  sin  a :  sin  ß , 

, .„^    .    o     sin  Ä  sin  a 

VHUis  man  erh&lt  smp= — ; -. 

'^         sina 

'  Nun  sind  alle  hier  vorkommenden  Sinus,  weil  des  Dreieckes 
BlUe  zwischen  0  und  180^  liegen,  positiv,  ufid  kein  Sinus  kann 
Miein;  mithin  Ist  das  Dreieck  möglich  oder  unmöglich.  Je 
MdMem 

sina  entweder  r^  oder  < sin 6 sina   ist. 

Zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  kann  man,  weil  sin 6  und 
iis«,  also  auch  ihrProduct  positiv  und  <1  sind,  dieses  Product 
tan  Sious  eines  Winkels  h  gleich  setzen,  nemlich 

sin  A=:  sin  6  sina 

ttnehmen,  wonach  dann 

.    a     sin/* 

sin  p=:  —, — 
'^      sm« 

*U  imd  Folgendes  einleuclitet  *), 

1.   Wenn  sina<sin/i,  ist  das  Dreieck  unmöglich; 

^t.  wenn  6ina=sinA,  ist  8in/9:=l,  also  d=:90^,  daher  das 
^*to  möglich,  bestimmt  und  rechtwinUig; 

^  *)  Man  vird  sich  leicht  übenseugen  können,  da««  ä  dor  aus  dem, 
pMebenen  Seiten  a  und  ö  vereinigenden  Scheitel,  auf  die  gegenüber 
*!*•■«  Seite  senkrecht  gesogene  grfttate  Kreisbogen  ist. 
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3.  uenn  siiia>sinA,  ist  das  Dreieck  zwar  m  5  gl  ich,  alloi 
der  zwischen  0  and  läO^  liegende  Winkel  ß  ist  durch  seinen  Sioii 
zu  bestimmen,  desswegen  kann  er  überhaupt  zwei  zu  180^  sieb 
ergänzende  Werthe  annehmen,  und  es  bleibt  dabei*  noch  zu  unter- 
suchen, ob  von  diesen  nur  einer  oder  jeder  genüge. 

Zur  Entscheidung  dessen  wird  der  Satz  dienen,  dass 

je  nachdem  die  Seite  6  >  <  a 

ist,  auch  der  Winkel  j?>  <a  sein  muss. 

Tx       rk    •    I       •  j  I*  L     bestimmt,  einsestaftie 

Das  Dreieck    wird  nemlich  ^„|,^^^.„^t^  ^^^.g^^^^  mid, 

wenn  von  den  fSr  den  gesuchten  Winkel  möglichen  zwei  ll^rthen 
ß  und  1800—/?  "sY  fl^ll  >  oder  <a  ist,  also  wenn  fm  Absiebt 

auf  Grösse)  «  /„^l^r^tlb  ß  «"<«  ^^-ß  ''«g*- 


Dies  Kennzeichen  setzt  jedoch  wirkliche  (wenn  gleich  nur 
läufige^  Ausrechnung  beider  Werthe  von  ß  voraus;  es  bleibt  aber 
wünscnenswerth ,  diese  Ein-  oder  Zweigestaltigkeit  des  Dreieckes 
sogleich  an  den  drei  Bestimmungsstücken  selbst  zu  erkennen.  Das 
vermittelt  der  Lehrsatz: 

„Im  Kugeldreiecke  ist  die  Summe  jeder  zwei  Seiten  mit  der 
Summe  ihrer  Gegenwinkel  in  derselben  Grussenvergleichuns  mit 
180^,  d.  h.  zugleich  entweder  so  gross  oder  erosser  oder  Icleiner 
als  180O;"       . 

nämlich  je  nachdem 

a  +  b  =  >  <180« 

ist,  muss  auch 

a  +  /S  =  >  <180o 

sein.     Denn  hieraus  folgt  unmittelbar,   dass  je  nachdem 

a  =  ><1800-^ 
ist,   auch 

a  =  ><180«-iS 

sein  mu8S.     Daher   schliesst   man    aus  diesem   und  dem    vorigen 
Vergleichungssatze  den  folgenden: 

„Wenn  eine  Seite  a  eines  Kugeldreieckes  (hinsichtlich  der 
Grösse)  aus^erhaji)  einer  anderen  Seite  6  und  ihrem  Supplement 
180^—6  liegt;  so  liegt  auch  der  Gegenwinkel  a  der  ersteren 
ausserhalb  ^^^  Gegenwinkel  ß  der  anderen  Seite  und  seinem 
Supplement   180O— jS." 


Daraus  folgt  nun  der  Schlusssatz: 
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Liegt  (in  Absicht  auf  Grösse)  die  fiamint  ihrem  Gegen- 
wialLel  angegebene   Kngeldreiecksseite    a   anggerhalb 

Itr  anderen  gegebenen  Seite  6  und  ihrem  Supplement 
180^—6;    80  ist  das  Dreieck  (wofern  seine MOgtichkeit  bereits 

«d.gewie«en  worden)  „Jreiurmt. 

Merkwürdig  ist  aber  noch,  dass  jenes  Kennzeichen  der 
Mudichkeit  des  Kugeldreieckes  mit  diesem  seiner  Bestimmtheit 
li Zusammenhange  steht 

Aus  sin A = sin 6 sin a  und  sina<l  folgt  nemlich  jedenfalls 
äiA<sin6. 

Ist  nun  sina>sin6,  so  ist  sicher  auch  siaa>sinA,  also 
4i  Dreieck  m u gli ch ; 

ist  aber  sina<sin6,  so  kann  sina>=<shiA  sein,  also  ist 
iese  Möglichkeit  nicht  entscheidbar. 

Es  fragt  sich  jedoch  noch ,  wie  mit  dieser  Vergleichuog  der 
Smis  die  aer  Winkel  (Bogen)  a  und  6  selbst  zusammenhänge. 

Sei  daher  erstens 

sin  a  >  sin  b  =  sin  (180® —  b) , 
«dsti 

I.   6<90o,  also  18(y>-^6>90ö. 

Wenn  nun  a<UO®  ist,  so  muss,  weil  von  den  zwei  spitzen  Win- 
Ub  a  und  b  der  grossere  auch  den  grosseren  Sinus  hat,  o>A 
«h,  daher  ist 

«IBI  aller  ci>90®  ist,  so  mnss,  weil  von  den  zwei  stumpfen 
Widkeln  o  und  180® — ö  der  grössere  den  kleineren  Sinus  tiat, 
•  <180®~6  sein,   daher  ist 

6<90"<«<180®-6. 
Sei 

U.    6>U0o,  also  1800— 6 <90®. 

Wenn  nun  a<90®  ist,  so  muss  a>l80®  — 6  sein,  daher  ist 
»>90®>a>180O-6; 

weoD  aber  a>90®  ist,  so  muss  a<A  sein,  daher  ist 
t>«>90«>>180®— Ä. 

ist  demnach  sina>sinA,  so  liegt  «  awlschen  6  und 
«»•-6. 

Sei  noch  zweitens 

sina  <sinA=sin(180® — b), 
^  sei 
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I.  6<»0o,  also  lS0o-r6>g0P. 
Wenn  nun  a<90'*,    so  ist 

a<6,  daher  a<;6<90o<1800-6; 
wenn  aber  a>90^,   so  ist 

a>  1800—6,  daher  «>  180o-6>90«>>ä. 

Sei 

II.  6  >  90O,  also  180O—  6  <  SO«. 

Wenn  nun  a<90*^,  so  ist 

a<180O-6,  daher  a<  1800—6  < 90« <6; 
wenn  aber  a>90o,  so  ist 

a>6,  daher  a>6>90<»>180o— 6. 

Ist  demnach  sina<sin6,    so  liegt  a  ausserhalb  6  nwi 

180«— 6. 

Aber  auch  umgekehrt 

je  nachdem  a  zwischen  oder  ausser  6  und  180^ — 6  liegt, 

ist  sina>  oder  <sin6. 

Denn  es  liege  erstens  a  zwischen  6undl8Üo  — 6^  uodzwami 

I.    6<a<1800— 6. 

Da  nun  von  den  zwei  Supplementarwinkeln  6  und  ISO^—i 
nothwendig  einer  spitz ^  der  andere  stumpf  sein  muss,  so  kiBi 
hier  6  nur  spitz,  d.  i.  6<90o,  also  18(F_6>90o  sein.  Vfm 
nun  a  <  90^,  so  ist 

900 >  a >  6,   daher  sin a  > sin6 ; 

wenn  aber  a>90o,   so  ist 

90o<a<180o-6,  daher  sin a> sin (1800—6). 

Sei 

IL    6>a>180o-6. 

Hier  kann  6  nur  stumpf,    d.  i.   6>90o,    also  180o— t<tP 
sein.    Wenn  nun  a  <  90o,  so  ist  :  * 

90o>a>1800— 6,  daher  sin a>  sin  (1800—6):     ■  . 
wenn  aber  a>90o,   so  ist  * 

90o<a<6,  daher  sina>sin6.  ^-  Im 
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LiegtdemoftGii;azfii8chen6  uod  180^^6,  so  istsuia>8io6. 

m 

Es  liege   zweitens  a   ausserhalb   6   und    180^—6,   and 
ar  sei 

I.  &<a>180«  — 6. 

ilmii  Winkel  aber,  der  Lilju^r  ^^  jeder  von  zwei  Supplenientar- 
vvükeln,  von.  denen  notb wendig  einer  spitz,  der  andere  stumpf  ist, 
«BV2S«  unbedingt  ^t-      ^^^^9    ^l^o  ist  hier  a  nur  stumpf,  d.  i. 

Wenn  nun  6<90«,  also  I8OO-6  <90«,  so  ist  90«<180O-6<a, 
a^lao  sin  a  <  sin  (i80«>~  6) ; 

wenn  aber  6>W«,   also  180«  — 6  < MO«,  so   ist  90o<6<o, 
akl«o  8ina<sin6. 

Sei 

II.  Ä>ff<180ö— 6. 

Da  kann  a  nur  spitz,  d.  i.  a<l)0*^  sein. 

Wenn    nun    6<9(K>,    also   I8OO— 6M)00,    «o  ist  90o>  6>a, 
also  sin  a  <  sin  ö ; 

wenn  aber  6 >  90«,  also  180«— 6<90«,  so  ist  U0«>  180«-6>a, 
aiiosino<8in(180<^-6). 

Liegt   demnach  a  ausserhalb  6  und  180«~6,    so  ist 
«Da<sinfr. 

Aus  allem  Gefundenen  erschliessen  wir  nun  Folgendes: 

1.    Liegt  a  zwischen  b  und  180«— 6,  oder  ist  sinn >  sin A« 
io  ist  das  Dreieck  nicht  blos  möglich,  sondern  auch  bestimmt. 


staltig  (unbestimmt);    und  ist  3)  sincK^sinA,  so  ist  das  Drei- 
eck unmöglich. 


3. 

B.    Die  Berechnung  der  dritten  Seite  c  konnte  nach 
der  bekannten  Gleichung 

cos  a= cos  «sin  6  sin  r  -f  cos  Acosc 

auf  mannigfaltige  Weisen  geschehen ,  indem  man  sin  c  und  cos  c 
dndr  irgend  eine  und  dieselbe  Winkelfunction  von  c  ausdrfickt. 
Passliche  derlei  Functionen  würden  sine  und  tg(c  insofern  'sein, 
ab  beide  jedenCeüls  positiv  sein  müssen.  Da  jedoch  sine  auch 
Doeh  <1  ausfallen  mnss,  was  an  untersuchen  schwierig  ist,  so 
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bleibt  Bor  die  tgic,  bei  der  eine  solche  Unieimehwig  nicht  Mi&^f 
\%i,  als  zweckmässig  übrig. 

1— teic*       .  2tgic 

Setzt  man  demnach  co8c=  i  ■  I^i^«»    siDC=  i  a^i^»   "^ 

findet  man 

♦  1  2     c^   sin  6  cos  c  cosa — cosft.. 

^*^*  "~'^cosa+cos6*^*^+cosa  +  cos6^"- 

Ist  aber  eine  Zahl  x  durch  eine  zwei%radige  Gleichnog 

zu  bestimmen ,  und  sind  Xi ,  x^  die  beiden  Wertiie  von  x,  so  ist 
bekanntlich 

also' 

i<  +  Z>  _J~jP 

^1  —  — 2     '    ^*  —      2     * 

Ist  mm  B^=^XiX2,  negativ,  so  ist  D  jedenfalls  reell»  traeh 
die  Wurzelwerthe  Xi  und  x^\  folglich  ist  von  diesen  der  irine 
positiv,  der  andere  negativ. 

Ist  aber  B^=XiX^  positiv,  so  sind  D  und  beide  WurzeU 
werthe  nur   so    lan^e    reell,    folglich  diese  einstimmig,    beide 

positiv,  beide  negativ,  so  lange  D^=-Ä^  —  B'^Q  ist;  sobald  aber 
D^zzzA^  —  BK^Q  wird,  sind  beide  Wurzel werthe  imaginSr. 

Im  gegenwärtigen  Falte  ist 

^  =  tgic, 

.       cos  fl  — cos  6 cos  a^  — cos  6^ sinA^  —  sina' 

cos  a  -\-  cos  b      (cois  a  +  cos  6)^      (cos  a  +  cos  6)^ 

(sinA— sina)(sin6+sinfl)  x*    ,/    .rx     sin(6— fl)sin(a+6) 

" (cos a  + cos 6)'^ ='^ ^(*-«> *^ i(«+*)  =   (cosa  +  cos6)»  - 

_^      sina^ — (sin  6  sin  a  =  sin  A)*-      (»ina  — sinA)(sina-|-sin/0 
(cos  a  -\-  cos  b)'^  (cos  a  +  cos  Ä)* 

Ist  nun  ^  negativ,  ist  also  sin  a>  sin  6,  oder  sind  i^\{b — a) 
und  tgi(a  +  ^)  oder  sin  (6 — a)  und  sin((i  +  6)  entgegengesetzt,  Ist 

daher  b — a^O  und  a-{-b^\W^,   d.  h.  liegt  a  zwischen  6  and 

I80<^— Ä;  80  ist  /)  reell,  sina>  8inÄ=:sinAsincr,  beide  Werthe 
von  tg'c  sind  reell,  aber  nur  einer  ist  positiv;  mithin  ist  das 
Dreieck  nicht  allein  möglich,  sondern  auch  bestimmt. 
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Ist   dagegen    B  positiv,    ist   also   sina<sin6,    oder  sind 
^\{h — a)  und  ^\(ü\-b)  oder  sin(6— -a)   und  8in(a-|-6)   einstim«» 

^^j  ist  nemlich  b — a^O  und  af  6^180",  d.  Ii.  liegt  a  ausser 
^  und  180^-— 6;    und  ist  andererseits 

1)  sina>8inA,  so  ist  Z>,  datier  auch.tg4<^  reell«  und  die 
letztere  erhält  zwei  positive  Werthe,  folglich  ist  das  Dreieck 
fiSglich  und  doppelgestaltig;    ist  aber 

2)  8ina  =  sinA,  so  ist  Z>=:0,^  daher  wohl  auch  tg^c  reell, 
aber  sie  erhSlIt  nur  einen  (gleichsam  zweifachen)  positiven  Wertb« 
folgfich  ist  das  Dreieck  möglich  und  ein  gestaltig,  insbeson- 
dere rechtwinklig  (vergl.  2.);   ist  endlich 

3)  8ina<sinA,  so  ist  Z>,  daher  auch  i^kc  imagioäry  mit- 
hin ist  das  Dreieck  unmöglich. 


4. 

C    Die   Berechnung    des  dritten  Winkels  y  ist  nach 
der  bekannten  Gleichung 

sin  b  cot  a  =  sin  T'  cot  a  -f  cos  b  cos  y 

eiosiileiteD ,  indem  man  aus  gleichem  Grunde  wie  vorhin  am  pas- 
sendsten die  tangiy  durch  sie  bestimmt.  Auf  diese  Weise  er- 
hftit  man  die  Gleichung 

^      _sinflCota^    ,     .  sin  (6 — a)     ^ 

tgiy*  -  2    .    .    .  , V  tg  \y  +  -.-7— 5-r(=0, 
**'  8m(a-|-6)  °*'      sm(a-|-o) 

daher 

^=tgir, 

-j sin  (b  —  fi)       .    (sing — sin  h)  (sinci-f-sinA) , 

sin(a-|-6)'  sin  «2  sin  (a  +  ^)* 

mithin  wird  man  wieder  auf  die  bereits  in  B,  gefundenen  Bedin- 
guDgen  und  Folgerungen  geleitet. 


5. 

D,  Die  Zeichnung  des  Kugel dreieckes  mittels  der  an- 
sewiesenen  drei  Bestimmungsstflcke  a^  b,  a  lässt  sich  in  folgen- 
der Weise  ausfahren. 

Zuvörderst  construire  man  (Taf.  VI.  Fig.  3.,  Fig.  4.  und  Fig.  5.)  an 
einem  beliebigen  grossten  Kreise  ACA'A  in  einem  wählbaren  Punkte 
A  als  der  ersten  Dreiecksspitze,  den  gegebenen  Winkel  a.  Die 
M  Ihm  liegen  sollende  Seite  b  trage  man  von  seinem  Scheitel  A 
anf  jenem  grossten  Kreise  bis  C^ab;  so  muss,  wenn  man  den 
mideareo  Se^nkel  zum  Halblueise  bis  nach  A'  erweitert,  der  End- 
pnakt  C   als  aweite  Dreiedcsspitae  auf  dem  Halbkreise  ACA' 
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liegen,  weil  AC=b  <IS0^  ist.  Um  diese  Spitze  C  als  Mittei* 
punkt  beschreibe  man  mit  einem  sphärischen  Halbmesser  CD  oder 
Cd  gleich  der  dem  Winkel  a  gegenüber  liegen  solleodeo  Seite« 
einen  kleineren  Kreis  DdD;  so  muss  die  noch  zu  suchende  dritte 
Dreiecksspitze  B  einer  der  Durchschnittspunkte  dieses  Ueiseren  ' 
Kreises  mit  dem  Halbkreise  ABA'  sein,^vofem  es  einen  solches 
Durchschnitt  gibt.    Um  dies  zu  untersuchen,  sei 

I.  a<6  aber  >  180«— Ä,  nemlich  CD<,CA  aber  CdyCAf. 
Da  nun  liegen  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  die  Grenzpunkte  A  und  A'  dei 
Halbkreises  ACA'  dies-  und  jenseits  dos  kleineren  Kreises  DBdD 
auf  der  Kugelfläche,  mithin  muss  der  sie  verbindende  Halbkreii 
ABA'  diesen  Kreis  noth wendig,.,  aber  nur  in  Einem  Punkte  A 
schneiden,  der  sofort  die  dritte  Dreiecksspitze  ist,  und  dami 
zur  Vervollständigung  des  Dreieckes  mit  C  durch  die  Stitt 
BC=a  zu  verbinden  kommt. 

Achnlich  wurde  man  sich  benehmen,  wenn  a  >  A  aber 
<180«— 6  wäre,  wozu  nur  die  Punkte  A  und  A'  unter  sich  z« 
vertauschen  kämen. 

Das  Kugeldreieck  ist  demnach,  wenn  a  (der  Grosse  nach) 
zwischen  b  und  180^—6  liegt,  jederzeit  nicht  blos  mli glich, 
sondern  auch  bestimmt,  wie  gross  auch  der  Winkel  a  sein  mag. 

II.  Ist  dagegen  rt<6  und  <180«— 6,  nemlich  CD<;,CAuBi 
<C^',  so  befinden  sich  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  die  Grenzpirokto  i 
und  A'  des  Halbkreises  ABA'  auf  nur  Einer  Seite  des  klement 
Kreises  DBdD  auf  der  KugeKläche,  mithin  muss  der  Halhkreif 
ABA'  sei i)st  diesen  Kreis  n  i  ch  t  n  o  t  h  w  c  n  d i  g  treffen ;  senden 
ob  und  wie  oft  er  ihn  treffe,  hängt  von  dem  Winkel  a  und  sobia 
von  dem  senkrechten  sphärischen  Abstände  CE  =  h  jenes  Halb- 
kreises ABA'   (nicht  Vollkreises  ABA'A)  vom  Mittelpunkt«^  C 

«  des  kleineren  Kreises  in  der  Hinsicht  ab,  ob  dieser  Abstand  (*ot- 
weder  so  gross  oder  kleiner  oder  grösser  als  die  aus  C  au^lao* 
fende  Seite  CB  =  a  ist.  Denn  der  vom  Punkte  C  aus  an  «iea 
Halbkreis  ABA'  senkrecht  geführte  Kreisbogen  CE'=h  ist  be- 
kanntlich, je  nachdem  a  spitz  oder  stumpf  ist,  kleiner  oder  grus- 


eben    CB^, 
Ist   nun 


1.  die  Seite  a  =^h ,  so  wird  der  mit  ihr  als  sphSrifcboa 
Halbmesser  um  die  Spitze  C  beschriebene  kleinere  Kreis  WEiff 
den  Halbkreis  ABA'  nur  in  einem  einzigen  Punkte  E  berfifcfCOi 
der  sofort  allein  die  dritte  Dreiecksspitze  sein  muss.  Dies  eiuV 
mögliche  Dreieck  .^C£' ist  sonach  bei  A' rechtwinklig,  daher hii*    ] 


sin  a  :=  sin  A  r=:  sin  b  sin  «. 


2.    Wenn  a>/*,  also,  weil  hier  a,    als  unter  b  und  180^^ 
liegend,    spitz   sein    muss,   sina>sinA  ist,   muss  der  mit  "•■*     J 
sphärischem  Halbmesser  um  C  beschriebene  kleinere  Krell>dBM'    i 
den  Halbkreis  ABA'  in  zwei  Punkten  Bi  und  fil^  schneldei^  ^ 
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d^vien  sofort  jeder*  die  dritte  Dreiecksspitze  seio  kann.  Das  er- 
hcfcltene,  folglich  mögliche  Dreieck  ist  aaher  doppelgestaltig, 
^\C  und  ABtC. 

3.    Wenn  endlich  a<^  h,  also^  weil  hier  a  <()0^  ist,  sina<sinA 
,  80  liegt  der  mit  a  als  siiharischem  Halbmesser  um  6' beschrie- 
bene kleinere  Kreis  ly'd" ly  ganz  innerhalb  des   von    dem  kleine- 
ren Kreise  D'Ed'D'  hescrenzten  Kiii!;elabschnittes;  und  kann  folg- 
WcYi  den  Halbkreis  ABA*  gar   nicht   treffen.     Darum   ist   ein 
Dreieck,  welches  die  Bestimmungsstiicke  a,  b,  cc  enthält,  gerade- 
hin unmöglich. 

1  Gleiche  Bedingnisse  und  Folsrcn  werden   sich  ergeben,  wenn 

«>4  vnd  >180o— 6,  also  a>W^  ist,  wie  Taf.  Vi.  Flg.  5.  aus- 
weist. 

Das  Kugeldreieck  ist  daher,  wenn  a  (der  Grosse  nach) 
ausserhalb  b  und  180^—6  liegt,  und  wenn  andererseits 

1.  sina  =  sinA  =  sin6sintt  ist,    möglich,    bestimmt  aber 
rechtwinklig,  dagegen 

2.  wenn  8ina>sinA  ist,    zwar  möglich  aber  doppelge- 
staltig,  endlich 

3.  wenn  sina<sin/i  ist,  ganz  unmöglich. 

Anmerkung.  Von  den  viererlei  Untersuchungen  (2  —  5, 
ii— Z>.)  dflrften  die  zweite  und  vierte  die  einfachsten  und'voll- 
ftladigflten  sein. 

6. 

Der  zweite  Fall,  wo  das  Kui^eldreieck  durch  zwei  Win- 
kel a,  ß  und  die  Gegenseite  a  des  ersteren  bestimmt  werden  soll, 
lisst  sich  sehr  leichf  auf  den  ersten  Fall  zurückführen  mittels  des 
folgenden,  in  der  Lehre  von  den  8upplenieutardreiecken  begrün- 
deten Lehrsatzes  *) : 

„Besteht  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Kugeldrei- 
eckes eine  ßeziehungsgleichung  oder  -Ungleichung;  so  geht  aus 
dieser  eine  ebenfalls  richtige  solche  Vergleichung  hervor,  wenn 
man  statt  jedes  dort  vorkommenden  Stückes  des  Dreieckes  das 
8opplement  seines  Gegenstückes  setzt.'' 

Man  wird  nemlich  im  Vorhergehenden  nur  a  in  180^— a,  6  in 
180^ — ß  and  a  in  180^ — a  umwandeln.  Da  nun  in  den  hier  ge- 
fundenen Beziehungs-  oder  Bedingungsgleichungen  und  -Ungiei- 
changen  bios  die  zwischen  0  und  180^  enthaltenen  Dreiecksstücke 
and  ihre  Supplemente,  oder  von  ihnen  ihre  Sinus  vorkommen; 
und  weil  solche  Supnlementswinkel  einerlei  und  positive  Sinus 
haben«  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  alle  oben  gefundenen  Schluss- 


^  Man  Tergl.  u.  A.  meine  Darstellung  der  tphär.  Trigonometrie  in 
nieiaer  Ueberarbeitung  von  Vega's  Vorle«.  tib.  d.  Mathematik.  2.  Bd. 
Wies  (1835).    2.  Aosg.     1848.    &.  565. 
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ergebDisse   auch   dann    noch   gelten   mOcweB,   wenu   man   die 
Worter  ,,8eite"  und  ;,Winkel"  anter  sieb  vertauscht. 


7. 

Fassen  \vir  zum  Abschluss  und  zur  Uebersicht  sammt- 
iiche  Ergebnisse  unserer  Forschungen  kurz  zusammen,  so  erhal- 
ten wir  folgenden  Satz: 

,,Soll  ein  Kugeldreieck  durch  zwei  gleichartige  StOcke  a,  6 
und  durch  ein  (ungleichartiges)  Gegenätfick  a  des  einen  (erateren) 
bestimmt  werden,  und  will  man  erforschen,  ob  das  Dreieck  mte- 
lich  und  bestimmt  sei  oder  nicht;  so  wird  man  vorerst  jenes  «nm 
mit  seinem  Gegenjstücke  gegebene  Stück  a  mit  dem  anderen 
(gleichartigen)  6  und  semem  Supplemente  180^ — b,  oder  sin  anit 
8m6  vergleichen.    Wenn  nun 

I.  a  (der  Grosse  nach)  zwischen  b  und  180^ — b  liegt,  oder 
wenn  sina>sin6  ist;  so  ist  das  Dreieck  nicht  allein  mOglich, 
sondern  auch  bestimmt  (eingestaltig).    Wenn  aber 

IL  a  (der  Grosse  nach)  ausserhalb  6  und  180^-— A  liegt, 
oder  wenn  sin a< sin 6  ist;  so  muss  man  noch  das  Product 
sinfrsina=sinA  (wo  man  die  Hilfserosse  h  gar  nicht  erst  an  be* 
summen  braucht)  mit  sina  vergleichen.    Ist  da 

1)  sina  =  8inA,  so  ist  das  Dreieck  auch  noch  möglich  und 
bestimmt,   aber  insbesondere  ist  des  Stückes  b  Gegenst&ck 

/S=90<>;    ist  aber 

2)  siiia>sinA,  so  ist  das  Dreieck  zwar  auch  noch  muglich, 
aber  unbestimmt  (doppelgestaltig);    ist  endlich 

3)  sin  a  <  sin  h ,  so   ist  das  Dreieck  geradezu  u  n m  5 g I  i  eh. 


(C 


Sil 


lieber 
die  TlieilDH^  von  Hreiccken,  Trapezen, 
Pyramiden  und  Iie^:eln  nach  g^e^ebe* 
nen  Terhällnii^i^en  durch  Ijinien  oder 
Kbencn,  welche  einer  Seite  oder  einer 
meitenlläehe  parallel  sind- 

nach  einem  Aufsatze  des  Herrn  L^on  Anne  (Pro- 
le*B«iir,  ancien  ^Uve  tie  l'Ecnle  potytechniqne)  in  den 
Noiivelles  Annales  ile  >Iatlii)mati(|Me6  vo 
und   Gerono    (D«combre   1847.    p.   461.)    frei 


dem  Herausgeber. 


1.  Wenn  ein  Dreieck  durch  eine  seiner  Seite  «  parallele  ge- 
rade Linie  in  Ewei  Theile  getheilt  werden  soll,  die  in  einem  ae- 
■ebenen  Verbültnisee  zu  einander  stehen,  so  sei  x  die  gesuchta 
Theilungnlinie ,  und  A  und  X  seien  die  üher  a  und  x  als  Grund- 
Uaie»  stehenden  Dreiecke.  Sollen  sich  nun  dos  Trapezium  und 
das  Dreieck,  in  welche  das  gegebene  Dreieck  A  durch  die  Thei- 
liiDgslinie  X  getheilt  wird ,  trie  m-.n  zu  einander  verhalten,  so 
haben  wir  die  Proportion 

A  —  ÄiX^min, 
aus  welcher  sogleich  | 

A:X  —  m  +  »:n 
fslet     Weil  nun  aber  nach  einem  bekannten  geometrischen  .Satze 

A:X=a^i:r* 
tat.    so  ergiebt  sich 
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also 


x^  =  — \ — a*  oder 


2.     Da  der  Ausdruck 


nur  von  der  Seite  a  des  ^ot^ebcnen  Dreiecks  abhängt,  von  alleo 
übrigen  Elementen  des  g(.*gebcneu  Dreiecks  unabhängig  Ist,  so 
ergiebt  sich  dur  folgende  Satx: 

Alle  {Iber  der  Basis  a  beschriebene  Dreiecke  werden  durch 
eine  der  Basis  a  ]iarailele  gerade  Linie  von  der  constanten  Linge 

aV  -    ■      in  dem  Verhiiltnisse  »im  getheilt,  so  dass  nSmIich  das 

durch  die  Theilungslinie  abgeschnittene  Trapezium  zu  dem  durch 
dieselbe  abgeschnittenen  Dreiecke  in  dem  angegebenen  Verhält- 
nisse steht. 

3.  Wenn  a  die  Grundlinie  einer  Seitenfläche  einer  beliebigen 
Pyramide   ist,    man  in    dieser  Seitenfläche  eine  der  Grundlinie  a 

,      zieht,  und  durch 

diese  gerade  Linie  eine  der  Grundfläche  der  Pyrami|]e  parallele 
Ebene  legt;  so  wird  durch  diese  Ebene  die  ganze  convexe  Sei- 
tenfl«'i(!be  oder  der  sou;onanntc  Alantel  der  Pyramide  in  dem  Ver- 
liäitni.sse  7/1:7/  g<^th(.Mlt,  wril  ofl'eiihar  jedes  einzelne  aller  der  die 
Seitenfläche  oder  den  i\1antel  <ler  Pyramide  bildenden  Dreiecke  in 
dem  angegebenen  Verhiiltnisse  getheilt  wird. 

4.  Wenn  n  der  Halbmesser  der  (irnndflnche  eines  beliebigen 
Kegels  ist.  nnd  man  denselben  mit  einer  seiner  tirundfläche  pa- 
rallelen Ebene  so  schnt^idet,  dass  der  dadurch  in  dem  Kegel  ent- 

V// 
— ,—   hat:     so    theilt    diese 
w-\-n 

Ebene  den  Keicelmantel  in  dem  Verbältnisse  ///:»,  weil  die  Män- 
tel ähnlicher  KegeL  was  leicht  zu  zeigen  ist.  sich  wie  die  Qua- 
drate der  Halbmesser  Ihrer  Grundflächen  zu  einander  verhalten. 

5.  Wenn  n  die  Grundlinie  einer  Seitenfläche  einer  beliebigen 
Pyramide  ist,    man  in  dieser  Seitenfläche  eine  der  Grundlinie  pa- 

rallele  cerade  F/n)ie  von  der  Läni^e  n\  — , —  zieht,    und    durch 

diese  Linie  eine  der  Grundfläche  der  Pyramide  parallele  Ebene 
legt;  so  theilt  diese  Ebene  die  i^yramide,  d.  h.  deren  Volumen, 
in  dem  Verhältnisse  ///://.  weil  die  Volumina  ähnlicher  Pyramiden 
sich  zu  einantler  wie  die  Würfel  ähnlich  liegender  Kanten  ver- 
halten. 

0.  Wenn  n  der  Halbmesser  der  (irundfläcbe  eines  beliebigen 
Kegels    ist,    und   man    denselben    mit   einer    seiner    Grundfläche 
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dielen  Ebene  so  schneidet,    dass   der  dadurch  in  dem  Kegel 

lebende  Kreis  den  Halbmesser  n  \J  — i —  hat ;  so  theilt  diese 

De  den  Kegel,  d.  h.  sein  Volumen,  in  dem  Verhältnisse  m:ii, 
die  Volumina  ähnlicher  Kegek  sich  zu  einander  wie  die  Wär- 
ter Halbmesser  ihrer  Grundflächen  verhalten. 

7.  Seien  a  und  ö  die  beiden  parallelen  Seiten   eines   Trape- 

8,  und  a  sei  die  diesen  Seiten  parallele  gerade  Linie,  welche 
Trapezium  so  in  zwei  Theile  theilt,  dass  der  der  Seite  a  ent- 
chende  Theil  sich  zu  dem  der  Seite  6  entsprechenden  Theile  ^ 
m:n  verhält.  Denken  wir  uns  nun,  um  x  in  bestimmen,  das 
«ihmi  auf  bekannte  Weise  zu  einem  Dreiecke  ergänzt,  und 
idmen  die  über  a,  b  und  x  als  Grundlinien  stehenden  einan- 
Iholichen  Dreiecke  respective  durch  A,  B  un^  A\  so  ist  all- 
An 

A^^XxX  — B'±^m:nf 
nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze 

X:B=x^:b^; 


•' 


A'-X:X=:a'^—a:^:a:^, 
X:X^ß=:x^:a:^^b^: 


M 


ü)  mit  dem  Obigen  verglichen, ^giebt 

M.T* — mb'^-=L  na* — nx^ , 
'au  sogleich 


iHen  wird. 

8.,  Alle  Trapeze  mit  denselben  parallelen  Seiten  a,  6  werden 
^  weh  eine  niesen  Seiten  parallele  gerade  Linie  von  der  con- 
<ira  Länge 


'^  Verhältnisse  m\n  getheilt,  so  dass  nämlich  der  der  Seite 


9i4 


a  eiits|irechende  Tbeil  su  dem  der  iSeite  b  entspredieiid 
in  dem  angegebenen  VerhSItnisse  steht. 

5       ,         ^^^  ■  .  '  (    ■  - 

^8.  Wenn  ä,,t(  die  einander  parallelen  Seiten  eine 
fläcbe  einer  «bgestitmpften  PyramicTc^sind,  man  in  die» 
fläche  ^ine  ihren  .pavallelen  Seiten  plirallele  gerade  Lin» 
Länge  « 


/ 


■  V  T^ 


+-^*» 


m+n    ^  ■  m+n 


zieht, ;  und  durch  diese    gerade  Linie  eine   den  ünindOi 
Pyjaniide  parallele  Ebene  legt;    so  wird  durch  die$e  I 
lyf^ntel  de^  Pyr^uiüde  tn  dem  Verhältnisse  m:n  getheilt, 
S^eitenfläche  offet^b^  in  diesem  Verhältulsse  getheilt  wir 

9.     Wenn  a,  b  die  Halbmesser  der  beiden  einander 
Grundfläcben    eines    beiiebigen    abgestumpften   Kegels   € 
man  denselben   durch   eine '  seinen    Grunuflächen    paralle 
se  schneidet,    dass   der  dadurch ''In  dem  Kegel  entstehe] 
den.  Halbmesser 


V-4-« 

1     IW+W 


bat;  so  wird  durch  diese  Ebene  der  Mantel  des  abge 
Kegels  in  dem  Verhältnisse  v^m  getheilt,  weil  die  Mä 
lieber  Kegel  sich  zu  einander  wie  die  Quadrate  der  Hi 
ihrer  Grundflächen  verbalten. 

10.  Wenn  a,  b  die  einander  par»|el^n  Seiten  ein< 
fläche  einer  abgestumpften  Pyramide  sind,  man  in  diese 
fläcbe  eine  ihren  parallelen  Seiten  parallele  gerade  I 
der    Länge 


V 


n 


m+?i 


«»  + 


m 


m\n 
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zieht,  lind  durch  diese  gerade  Linie  eine  den  GrundflS 
Pyramide  parallele  Ebene' )egt;  so  wird  durch  diese  E 
Pyramide^  d.  h.  deren  Volumen,  indem  Verhältniss#  i?i:ii 
weil  die  Volumina  äbnlicber  Pyramiden  sich  zu  einl^ndä 
Würfel  ähnlich  liegender  Kanten  verbalten. 


. ;  I ; ' 


.11.  Wenn  a,  b  die- Halbmesser  der  beiden  einan4f| 
Ten  Grundflächen  eines  beliebigen  abgestumpften  Kegete  71 
man  denselben  durch  eine  seinen  Grundfläcnen  parallefü^ 
schneidet,  dass  der  dadurch  in  dem  Kegel  entstehende^ 
Halbmesser  — 


».?* 


r 

V 


11 


Ift-fM 


«^  + 


m 


m-^n 


b^ 


»Jf« 


.im.  I 
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U;  so  trini  ilnrch  diese  Bbene  det  Kc^el,  il.  ti.  Kein  \nlunieri, 
il  item  Verhültiilsse  m:n  ^etheill,  11  eil  die  Viilujiiiiia  uhnlitbet 
KilftI  skti  zu  etiiiindi-r  nw  die  WilrM  der  Hall>ini-Rei-r  .  ihrer 
Groplflidicn  «erhniten. 


XX  VIII. 

ter  die  numeriü^che  Oeimimmanft:  der 
Btante  des  Infes^rallot^aritlimus. 


Herrn  Doctur  F.  Arndt, 

I.olirer   am   GftDnaaiani    la   Stmlstiml, 


FContilaole  deii  [iitesrallocarithmus  (ivelchc  im    Folgenden 
,  bezeichnet  wird)  ist  bejfnnntlich  der  Grenze  gleicfi,   wel- 

li  der  Aasdrucli  I  +  1  +  5  +  •-.  +- — Ip  nähert,  wenn p  ins 
lic])0  n-JIchMt,  Dieser  Aiisdrock  cnnvergirt  nber,  wie'  nian 
D3bercr  Betrachtung  findet,  na  lani^sam.  diiss  derselbe  zur 
^lUichen  Iterechnnug  von  C  uls  ttntniii^ieh  erarheint  Niehf» 
M«la  i«cni!;er  bietet  der§elbe  einen  Anknä[ifun^Ki)unLt  zur  Ent- 
"ickHnng  von  Fariueln  dar,  mittelst  welcher  durch  einen  beque- 
■ni  Caleul  die  (irus.sn  der  Cfjniitante  mit  );rne»'cr  Genauigkeit  be- 
rtnunt  werden  kunn.  Die  AHlslellung  dieser  Formeln  ist  meine 
MmnHrti^i^  Anf^atie,  und  wenn  auch  eine  doriielben  ans  einer 
•Oloci  bekani>ten  leirlil  hergeleitet  werden  kann,  zn  der  die 
Theorie  der  (inmmkl'nnktinn  mhrt.  so  dflrfte  diese  Arbelt  doch 
■Ut  Uoa  der  andern  Formeln  und  Hndemeitiger  tieinerkun);en 
l>e|ten,  ah  niK-h  deshiilli  uur  einige  Nacli«icht  reehnen  dilrlifn,  weil 
Mt  U«r  gegehene  Theorie   Hie   der   Gi:in^marunktlonen  ganz  aus- 


I 


D&  die  gnnie  nachfolgende  Belrachlnng  auf  der  Gleichung 
C=l  f  i  +  1  h  ■■+-  — '/»(p^»)  heruht.  so  wird  Eunaehsl  eine 
VM  der  Theorie  der  Ganimarunklinn  nnabIiXngi|;e  Ableitung  der- 
~  Ml  nirht  am  unrechten  Orte  nein  *). 


*^ 
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Zuerst  kann  man  die  Summe  ^=1  +  4 +  1  +  -— +  ~d'^fcl>«"> 
bestimmtes  Integral  ausdrücken.    Denn  aus  der  CrfteicboDg  -¥— 


«)     ^V=J  ^ 


=  1  +  o:  +  a:*  +  .  ..  +  .Ti»-^  zieht   man    durch    Integration    zwischen 

-| 3:r,  wofür  ich  den  ^ 

wähle 

y 

Integrirt  man  ferner  die  Gleichung ^y^={p--^r\\\^/r''*''^f  j 

zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  kommt  ! 

Subtrahirt  man  jetzt  j3)  von  c;),  so  erhält  man 


/ 


folglich,    auf  beiden    Seiten  Ip   addirend,    und    beachtend,   da»   j 

oder  endlich 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gleichung  5»  —  lp\p'==-^^^ 
bewahrheitet  sein  wird^  wenn  man  nachweisen  Kann,  da«8  ledes 
der  beiden  Integrale  .in  y)  rechter  Hand   für  /9=i:ao   verschwindet. 

Was  zuerst  das  zweite  betrifft,  so  ist  es  gl.eich  ilem  Produkt 

/»OD 

Ml      c"'»&y=iRfe~*i*,  wo  M  zwischen  dem  grüssten  und  kleiostei 

'^''      ".  1 

der  Werthe  liegen  muss,  welche  -  von  y  =  p  bis  ^=x  erlang 

Gleicbiing?^^^^i^=:(p \- ^  -.... ?-(p=  OD)  eatwirkelt 

°  fiö  '^       fl+l      fl  +  2    ^  «  +  j» 

Da  man  nan  leicht  die  Identität  von  —  C  nnd  - — -^  '       Tnach  der  Dt^ 

rentiation  /z=:0  gesetzt)  nachweisen  kann,  so  wird  man  zn  der  Glekki^ 

C=l  +  4  +  i-I-....+ -—//?(/?  =  «)  geführt. 


y 


^i^*  -V 


.1.  i.  »iiischeii   dun  Wi-rKieti  ü  und      ■     Daraus  Iblgt,  duss  «las  in 

''  .  I 

Fuge  bomincnde  Integral  positiv  und  »icht  grösser  als  -t-Pisl, 

oelcW  Ausdruck  fär  p  =  <K  iti  der  Tliul  verschivindet. 

Dm  andere  Integral  iri  j-)  ist  =  A'  /     3j=  A.  «o  A'  einer  ilei 
Vferihe  tat,  welche  die  Funktion 

nitch«fi  äen  Integralionsgreiixen  erlangt.  Diese  (>riisse  verschwiti- 
dtt  offenbar  (Sr  p=<x,  wenn  die  positive  Vuriulile  y  kleine)'  als 
ioEinbeit;  sie  verschwindet  ehenfalU  für  ;j  =  ae,  w'enn  y=0 
«der=l,  da  eiuerseltx  ^(|);^c-p.  andererseits  ^(0):=— »e-W 
+;'(1-»)^'  für  S=ü.  als»  qi{0)=0  wird.  Es  ist  also  bewiesen, 
UM  jeifer    VVerlh  von    9i(j)    ton  w=0  bi«  u— 1  far;j=:oo  ver- 

Kbniodet,  uml  deshalb  tnass  auch  N,  d.  i.    I      !__■?/  g,^ 

01/1  =  00  verschwinden. 

Cebrigens    liiesl    sieh    auch    zeigen,    dass  dies  letzte  InleE^Ta) 
bjeden  endliclien^erlh  von  p   positiv  ist.     Um  dies  nacfixu- 

vtiseD  dient  die  Formel  — /(l— ,y)=/r:^=ff+'y'+'i/*+ "'"^ 

|4r  sich  lunüchst  ergiebt  'i^"^*y-  I*-ii"u"s  folgt  t—^'^i-y, 
!'-«<*-«.  also  ll~ä)P<.e  ri.  Die  Funklitm  ^(.v)  ist  folglich 
Ar  Jeden  Werth  von  y  zwischen  0  und  l  positiv,    vvnshuUi  auch 

^•d«r    /     -„-  -'  -t^J  einen  pnaitiven  Werth  hat. 

Ad«  alleni  diesem  hat  sich    ergeben,    dasa    die  stits  positive 
DOerenit  I  +  J  +}+....  + Ip—C  die  Summe 


n 

mu  «Tic 


/"^^^-^'-^'.'-rf'' 


hat,  'und  sich  der  Null  nähert,    wenn  p  in'a   Unend- 
«riehst. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  das«  die  Grilsae  l-\-i-t-\-^—-\^~  —  lp 
I»  ciDcm  fort  abnimmt ,  wenn  p  wJlehst  Denn  man  bal,  tp  —  lp  —  Op 

r  <  — T — nr  '""'  ^  s 
^  «  r  11  I-  1 1  "J 


I 


>(/'  f  ll  '27,"(;,+  r) 
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Es   ist   nun   meine   Aufgabe ,    den    Cnteriicbled   det   Gri»«M  . 
sp^lp  vom  wahren  Werthe  des  C,  wennp  einen  bestimmteAWertk 
erhäjrty   auf  eine   fSr   die 'Rechnung  bequeme  Art  zu  bestinuDCi. 

Zu  dem  Ende  sei  1  + 1  + 1  + ...  + (p ?=  Cp ;   ^nq  kommt 


also  durch  Addition  zu  beiden  Seiten. 

1  ^         1 

oder,  fdr  Cp  meinen  Werth  gesetzt^ 

Setzt  man  nun  k=<x>,  wobei  C^^.»  in  C  übergeht,- so  erhSUnu 
die  unendliche  Reihe 


wo 


Die  Reihe  Ui,    n^;   !%>••••   ist  convergent,  wie  sich  ■»*  j? 

▼ergehenden    Betrachtung  unmittelbar   ergiebt;  es    csrhellflli^    - 

Obrigens  auch  auf  nachstehende  Weise.     Durch  Entwickehnf  ^   \ 
,  '  Logarithmus  findet  man 


p 


Ti-:'<' + rl-^>=*--G7*)'-  i  •  (^)' + •" 


folglich  ist  offenbar  tiit<a«r — XT.)    '  '^"^^    hieraus,    so  wie  aus 

dem  Umstände,  dass  die  Reihe  (—r-il  >  ( — r"»  )  >  ( — ro^ )  »••• 

convergent  ist,^ergiebt  sich  die  Convergenz  der  Reibe  t/^»  t^2>  ^3>-** 
Diese  Convergenz  gebt  aber  nur  lanfr^am  von  Statten,  und  um 
deshalb  eine  stärker  cönvergirende  Reihe  zu  erhalten,  Itise  man 
die  Glieder  fi|,  u^,  Us,....  in  unendliche  cönvergirende  Reihen  tut 
und  summire  die  resultirende  Doppelreihe  dadurch,  dass  man  sie 
in  eine  andere  einfache  Reihe  unlgei^^dltet. 

Um  aber  uk  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln,  kann 
man  mehrere  Formeln  anwenden.  Zuerst  giebt  die  Anwendung 
der  Formel  /(l +a:)  =x  -  la:^  f  Ix^  - ....  (—  1  <.r  <  1)  : 


also 


'-^■KFrd  ~'\F+V  ^'KF^j)  ~  •• 

■  « 


Man  sieht  hieraus,  dass  sämmtliche  Vertikalreihen  convergent 
sind,  dass  ferner  auch  ihre  Summen  eine  convcrgente  Reihe  bil- 
den; allein  keineswegs  darf  hieraus  im  Allgememen  geschlo^seo 
werden,  dass  die  Summe  de)*  letztern  Reihe  der  Summe  tii4-'^4-t<3-|-— 
gleich  sein  muss  *).    In  unserm  Falle  ist  dieser  Schluss  indessen 


*)  Die  Thettrie  der  Convcrgenx  der  Doppelreiheo  ist  nach  den  Vor- 
arbeiten Caachy*«  kcine8weg8  als  allgeschlossen  zu  betrAchten,  indem 
Caachy  (Conrs  d'Annljle  p.  537  fT.)  blos  den  Fall  in  Betracht  gesogen, 
iase  die  sammtlirhen 'Horiiontnlreiheti.  und  die  Reihe  ihrer  Suminon 
«•«vergent  sind,  und  diese  doppcUo  Eigenschaft  noch  bestehen  bleibl, 
wenn  alle  Glieder  der  Doppelreihe  auf  ihre  nnmerischen 
Wertfae  reducirt  worden.  Findet  die  fetzte  B^edingung  nirht  statt, 
so  führt  die  weitere  Untersuchung,  mit  dt*r  ich  jetzt  besrhfiftigt  bin, 
auf  anscheinend  sehr  merkwürdige  Resultate,  von  denen  ich  hier  fol- 
gendffs  hervorhebe.     Die  Doppelreihe  sei 

;(i-i)-iO-J).  i(^-i)-i(i-l),  i(i-J)-Hi-D,- 
40-jr-l(i-i)'-  Ki-jr-J0-i)%J(i-J)'-5(«-l)''.-  ' 
46-iF-'.(i-l)'.  J(>-1)*-Ki-J)'.  J(»-i)'-'»(«-0'v- 
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nach  einem  Theorem  von  Cauchy  (Cours  d' Analyse  p.  541.)  zu- 
lässig; denn  erstens  bleiben  die  Hdrizontalreihen  convergenty  weDi 
man  die  Glieder  der  obigen  Doppelreihe  auf  ^  ihre  numeriscben 
Werthe  reducirt,  sodann  werden  nach  dieser  I^eduction  die  Som* 
men  der  Horizontalreihen ,  wie,  man  leicht  findc!t, 

'^'+^^"^r  '(*+^p-^-T2'  '(^+^>-^3' 

und  dies  ist  eine  convergireude  I^eihe,  da  för  ti>l  die  Glieder 
offenbar  kleiner  als  die  Glieder  der  eonvergirenden  Reihe 

sind,  welche  —  zur  Summe  hat. 

P 

Bezeichnet  man  nun  die  Verükalsuiume    (""Tl)   +  (^12) 

+  f '-jj;^)    +....  kurz  durch  5^  ,  so  erhält  man  nach  (1): 

•  > 

(2)    C'=l  +i+i  +  ....  +  ^-/(p-fl)  +  J»^)-i»lP'+J«9')-etc. 

Für pznl  geht  diese  Formel  in  die  bekannte 

(2*)     C==l-/2+i54-l53+J*4-—  '        i 

über,    wo  jetzt  (i)*"  +  (J)*"  +  (l)~  + ....  =5»,  gesetzt  worden  iit    ' 
l)iese  letzte  Formel  leitet  man  son^t  gewöhnlich  aus  der  Gleichoog 

/r(:r+l)=— C^+a:^/(l  +  ar)  +  l:r«5a-lar»53+... 
ab,  indem  man  a:=l  setzt,  und  beachtet,  dass  jr(2)==l,  lT(i)^ 
ist.    Die  Grösse  «m  + 1  =  1"»  +  (i)™ + (l)*"  +  ({)"•+  ••*-  "st  bekamit- 
lieh  von  Euler  von  171 =2  bis  71t =15,  urfd  dann  von  Legeodre 
(Exercices  de  caicul  integral,  Paris  1811-16.  IV.  Partie.  Sect  1. 

S.  65.) 5  der  zugleich  einige  Fehler  in  der  Eulerschen  Tafel  vc^    , 
esserte,    bis  w=35  auf  16  Decimalen  berechnet  worden.     De* 
folgenden  Betrachtungen  wegen  kann  ich  nicht  umhin,    diese  viB 
Eytelweins  Grundlehren  der  huhern  Analysis.    BerliO' 
1824.  B  d.  2.  p.  644.  entlehnte  Tafel  hierher  zu  setzen. 


Summirt  man   zuerst  diu   Horizontalreihcn   und   dann  die  Reihefl.-^M* 
Summen,  so  kommt  \,    Sammirt  man  dagegen  zuerst  die  VertikalW*    1 
und  dann  die  Ueihc  dieser  Summen,  so  kommt  -*^  heraas. 


»  '."k^-j 


j,  =  0.(>i493  40608  48±264 
ti  =  0.-20205  lKf03I  5(15043 
»^  =0.08232  32337  111382 
I,  =0.Ü3«t2  77531  43:1700 
f,  =0.01734  306IU  S144<Jl 
„  =0.00»34  'J2773  R1M27 
ig  :^0.00407  7:t5Ül  0711443' 
»,  =0.00200  83«28  260822 
»,„=0.00090  45731  27SIWO 
1,1=0  00040  41886  O4U04 
i„=000024  6086Q  ri3:i080 
i„  =«,00012  271:13  4757M 
1,4=0.00000  12481  35a->67 
1,4=0.00003  05K82  :J63070 
»18=0.00001  52822  504086 
.,r=O.O0O0P  76371  076379 
i,s=0.00000  38172  032630 


f„=0,00000  19082  127K6 
*ao= 000000  003.30  620339 
»„=0.00000  04700  329808 
*M  =  0.00000  02384  505027 
»23=0.00000  01102  I'.iy260 
»44=0.00000  00596  081891 
»as= 0.00000  0029.Sft35035 
»48=0.00000  00140  015348 
».;,.:=  0-1 HXH»  00074  307118 
»la^  0.00000  00037  25.'};t40 
.45^0.00000  00018  626307 
»30=0.00000  OÜÜOO  3i;i274 
»3,  =0.00000  00004  (011629 
»,a=0.000ü0  00002  328:H2 
.33  =  0.00(K)0C0001  164153 
»34=0  00000  00000  582077 
»36=0.00000  00000  291038. 


Man  begjcifl  Ificlil,  dass  jeder  cliecer  Werihe  kleiner  als  die 
HHlfle  d«s  vorhergehenden,  und  dieser  HHlfle  um  so  mehr  gleich 
Verden  niuss.'  je^nleser  m  in  »n  ist.  Le^t  man  die  Kechiiung 
itur  auf  16  Deeimal^teileu  an.  »a  braucht  man  die  obige  Tafel  nicht 
W»ilef  als  bis  r.u  »w  =  35  rortziisrtxeii ,  du  jeder  folgende  Werth 
v<>ii  der  HalÖe  des  vnrhergehenden  in  der  Ißlen  Üecimale  noch 
i»cht  abweicht. 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  man  nun  C  nath  der  Formel 
(2*)  unmittelbar  berechnen,  auch  ist  die  Bestimmung  der  Fefaler- 
Krnize  leicht.     Uit  nnmlich 


f'<l- 


>l 


■/2+i«4-;»,-+.. 

/2  his.j  — J*3  +  .. 


I 


den    talcul  abbricht, 
I 


und  der  Unter.'jtbied  dieser  buiden  (ärciizen  - 

Un,  dftas,  nenn  muii  bei  dem  Gliede  ^-»-^n 

mu  einen  (negativen)  Fehler  begeht,   der  <  .j—r-jig.,),  ist.  Bricht 

man  >.  B.  ab  bei  »i=34,  eo  ist  der  Fehler  ^  <,w(at.  d.  i. 
<0.00000  OOÜOO  008315,  und  man  »ird  mithin  12  richtige  Deci- 
inaleD  erhalten.  Ich  habe  die  Rechnung  ausgefilbTt,  nnd  ge- 
ftinden 
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4*2  +  i*4  +  •  •  +  '4*34=0.34657  0590^  7«7«) 

i*3  +  J*6  +  ....  +  ^\s^5  =  0.07621  07448  174049 

Unterschied  =0.27036  28464  618711. 

.    /;=    0.27036  28454  618711 

+ 0.30685  28194  400547  (=1-/2) 

=    0.57721  56649  019258. 

Die  vier  letzteB  Decimalen  irrthnmiich.  ^Die  Werthe  der  na- 
türlichen Logarithmen  sind  aus  dem  Reciieil  de  Tables  loga- 
ri.thmiques  etc.  par  Schnitze,  a  Berlin.  1776.  genomiuen, 
woselbst  sie  auf  48  Decimalen  berechnet  sinJ. 

Mit  viel  wenigem  Gliedern  der  Reihe  (2)  reicht  man  aus ,  wepo 
man  für  p  einen  grossem  Wertli  nimmt,  z.  B.  5.  Dann  xnuss man 
sich  freilich  erst  die  Mühe  geben,  die  Werthe  von  (1)"* +(!)'" +(0"+- 
zu  berechnen,  was  auf  die  BerechlTung  von  (i)"'+(i)'*+(l)"*+(5)" 
zurückkommt.  Die^e  Muhe  ist  aber  nicht  hoch  auzuschlageo;' 
denn  man  verwandelt  die  Bruche  \,  l,  1,1  leicht  in  Decimalbriiche, 
findet  daraus  durch  Division  mit  resp.  2,  3,  4,  5  die  Quadrate 
(4)*.  (')*.  (1)*»  GP.  daraus  auf  ähnliche  Art  die  Cuben  (l)^  &, 
llry  (l)^f  u»  ß'N^v,  Auf  diese  Art  habe  ich  folgende  Tafel  coii- 
struirt  s 


*(0: 


0.18132 
0.01639 
0.00197 
0.08026 
0.00003 
O.OÜOOO 


:  0.00000 
5(^=0.00000 


29557 
4866] 
13046 
59663 
8J792 
56948 
08710 
013.58 


371153 
225573 
987925 
059214 
409662 
548451 
J 86059 
653913 


5(0 


5 


I  > 
(0 


s(»)=i 


0.00000 

o.ooooo 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 


00214  650932 
00034  262708 
OOOOS  512400 
OOOOU  802429 
00000145203 
00000  0-23720 
00000  00388* 
000000006:38 
00000  000105. 


Die  letzte  Decimalc  ist  iibriuens  unsicher- 
Für  /j=5  wird  nun  die  Formel  (2) 

C=0.49157  38641  052783  +  i«(0-_  ',(*)  +  J,(  )  - .... 

Geht  man  bis^zur  lOten  Potenz  incl.,  so  wird  der  Fehler  J<rT'i'f'' 
d.  i.  <0.00000  00000  000037,  und  man  erhält  aUo  14  richtige 
Decimalen.     Die  Ilecbnung^giebt 

45(0  +  i^io  +  ....  +^  A. 5(0  =  0.091 16  07783  969767 
U(;H  i5l)^  ....  +  ^'6  5^0 =0.00351  89776  007188 

Diff.  =0.08564  18007  96257~9. 


.    ^  C=  \  0.08564  18007  982579 

+  0.49187  38641  062783         '   " 

=    0.57721  56649  015*2. 

Nach  Gauss  (Disquisitiones  generale»  circa  seriem  intiiii  tarn  etc.) 
\6t  C=:0.57721  56649  01532  861,  und  der  Fehler  also 

<  000000  00000  000033, 

d.  i.  kleiner  als  die  oben  angegebene  Grenze. 

Eine  noch  stärker  convergirende  Reihe  erhält  man,  «venu  mau 
die  GrOsse  ük  nach  der  Formel 

''=^[Si+'(Si)"+*(f?^l)"+-]  ■ 

eotvrickelt.    Man  erhält  auf  solche  Weise : 


«1  = 

«8  = 


(p+l)(2^+3) 

1^ 

(j»+2)(2p+5) 

1 

(p+3)(2/^+7) 


-'(2^+3)   - 


^\'2p+6) 


Stamtiicbe  Horizontalreihen  sind  convergent,  und  bleiben  con- 
▼•fgent,  wenn  man  die  Glieder  auf  ihre  numerischen  Werthe  re- 
docirt  Nach  Vomehmung  dieser  Reduction  wird  eine  Horizontal- 
reihe  allgemein  -  gleich 


(p+2)(2p+2n+l) 


^'\2p+2n+l)  +H 


2p+2^+J 


ond   die    Summe    dieser  Reihe   ist  =/(l  -f 
1 


=  1(1  + 


1    .      .    2/?  +  2n— 1 


)- 


p+n}     2/>  +  2n  +  l 
,  so  dass  die 


(p+«)(2p+2n+l)  -'^\^p  +  n'      (p+n)  (2;>+2»+l)' 
Sammeo  der  Horizontal  reihen ,  nachdem  alle  Glieder  auf  die  nume- 
riscbeD  Werthe  redncirt  worden,  diese  sind: 

- 

;^*+p  +  l'     (p+l)C2/,+3)'   '^'+p  +  2^     (p+2)(2;,+5)' 

'^'+^+5^      (p+3)(2/»  +  7)'- 


Die  letztete  Reihe  ist  ferner  convergent.    Denn  ea  ist 


....     1  «.  '        2y4-2n-l       _     1  i»+a»-l 

*^'+p+ft^     (/»+«)(2p+2«+l)-p  +  n     (p+ii)2p+2i«+l) 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

1  2p+2n— l  2 

^<*  +/r+7^^  ~  (p+»0(2/*+2«+l)'**  (/»+»)(2p+2«+5 

Die  Glieder  der  in  Rede  stehenden  Reihe   sind  also  kleiner 
die  der  convergenten  Reihe 

2  2  2  • 

(p+l)(2p+sy    (p+2)(2p+5)'    (p+3)C2p+7)'- 

weshalb  die  Reihe  selbst  ebenfalls  convergirt« 

Nach  der  obigen  Doppelreihe  ist  also,  wenn  nMio  in  yertibl 
Richtung  summirt : 

wo  die  Summe  £  sich  von  n  =  l  bis  »=«  erstreckt-    Die  Sana 

I  ^ 

£ , — : — TT- — r.v    .  .T   Ilisst   «ich   auf  eine  endliche  Reihe  inrfr 

{p+»«)0P+2«+I) 
bringen;    denn  sie  ist 

1    .1.1.  1         .1    .    .    .  , 

=  0"*'2:5  +  0+- •+/»(2p+l)+(pfl)(2|»+3)t  '" 

»  ~  lo  +  O*^    •"'"^2JH^)i  ' 

und  der  Minuendus  dieser  Differenz  (a)  ist  bekanntlich  =2(1-^ 
folglich  hat  man  ■ 

— « 1  >  _„,,     .,.       1       -_1_       1  _1 

«+«)  (2»+2n+l)  -''^*~"^~0  ~  2.5'"3:7~-    ^(^i 


also 


c=i+i+....+^-/(p+i)+2(i-ß)-!2;(j^:^5jj^)' 
._/^i_  V  1       1  __L, 

~'"^V2p  +  2h  +  1/  ~  •  ••  ~  0~  2.5"    •~j»(%f6f'  -« 


11  2 

DAendlicb  allgcniefai  r~  TTöin^l^SifTl'  ^®  kommt,  wenn  man 

p~]  statt  p  und  zur  Abkiirzung 


(2«+!/    +C2/»+3)    +(2^+5) 


-f-....  =  tf 


(r) 

m 


wtzt: 


(3)     C= 


C=2(l-ß)i.2(5-H+J+....+2^)-/p-!fff-!<'"-?<'"-.. 

Nach  der  vorhergehenden  Betrachtung  ist  2  der  kleinste 
Werth,  welchen  man  hier  für  p  setzen  darf.  Jedoch  gilt  die 
Formel    auch    noch    fiir    o  =  1 ,    wenn    man  dann   nur  das   Glied 

2(i -§-^+....4-5;;;;— -i)  a|s  verschwindend  ansieht,    wie  auf  folgende 


Art   erhellt. 


2/^-r 


(2) 


.(•-2) 


Für  j(i=s2  kommt  C=2(l— /2)  +  }— /2- JtfV^^-|ö'. '-...oder. 


da  cr;;'  =  a;j^-(J)«.  ist,    C=2(l-ß)+l~ß-5cT;'^  ^fö)^'^^.... 
+5  .  (i)«+|.(i)* +.....    Da  nun  |.  WHI.CUH-.-/^— ?,  so  kommt 

(3*)    C=2(l-ß)-|(y3-|(y5-?ffy-...., 
^o  jetzt  tfm=(J)«+ (i)"» +  (!)"•+ ••••  gesetzt  worden. 


Bekanntlich  ist 


ffm—  im  — 


1+Jm 

2"» 


wo,  wie  vorher,  «in  =  (4)'"+(J)'"  +  (l)'"+  •••»  ^^^^  "^^h  der  ersten 
der  vorhergehenden  Taleln  erhält  mau  demnach  leicht  die  folgende 
Tafel:        ^ 


ff,; 


;0.05179  97902  646450 
0.00452  37627  951397 
:0.00047  15486  523764 
0.00005  13451  838438 
rftOOOOO  56660  510900 


«^15  = 

Ö21 


0.00000  06280  554218 
0.00000  00697  247031 
lO.OOOOO  00077  448394 
lO.OOOOO  00008  604441 
rO.OOOOO  00000  956012. 


Die  Fehlergrenze  bei   der  Rechnung  nach  (3^)  lässt  sich  auf 
folgende  Art  bestimmen.    Bleibt  man  her  dem   Gliede  ^ — V^v-i 

stehen,  so  kommt  es  darauf  an,  eine  Grenze  för  die  Summe  aller 
folgenden  Glieder  aufzufinden.  Nun  ist  offenbar  jeder  Werth  in 
der  vorhergehenden  Tafel  kleiner  als  der  9te  Theil  des  vorher- 
gehenden, folglich 


•  , 


• 


\ 
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•         I  ,        2  '         f    l  1  1 

<  fr-2iqri  <^2r-i  [l+i+(J)*+ .."] 

*^i-2^T|^2r-i.S,  oder  '^gnTi-«^- 

Für  r=:II  ist  also  der  Fehler 

<^.i0si  oder  < O.OOOOO  00000  010391  > ^ 

und  man  erhält  somit  11   richtige   Decimalen,   wenn  man  I 
ZOT  2l8ten  Potenz  geht    Die  Kechnimg  giebt 

C=  0.57721  56G49  025621, 

wo  11  Deeimalen  genau  sind. 

zur 
halten 

,       ö^'^  =  0.00247  55592  200814       . 
«<" =0.00001  21023  516165     . 
<r!^*' =0.00000  Ö0779  407118 
ff',*^=0.00000  00005  683115 
-    ff'»J  ==O.0ÖÖ0O  00000  042208. 

Der  Werth  von'Y7,  welchen  mao,  '^*>S0..  gehend,  erhfilt,'  ist 

C=0.5772l  36Ö49  015380, 

und  es  sind  in  der  That  14  Deeimalen  richtig. 

Noch  einen  Ausdrack  ftir  C  erhält  man,  wenn  man  den  OK* 

1 
gen  gemäss  C=l+.i+ J +  .-.  +  - — /jp+«i+tJa+»i  +  ....  «cW,  «"» 


ist.    Nach  der  bekannten  Formel  ^  .    ' 
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/(i+-)=rfi+4(Tf^y+l(,-f^)'  +  .:- 

er^^lt  man  daim 

""*'*  =  J  (^Hhs)  +  ^  (^2)  + '  (^-2)  +  •• 


f^^i^licb,  in  vertikaler  Richtung  summi-end,  wie  es  hier  erlaubt  ist, 
~  Ct?i  +,  v^+  ra  +  ....)  =  is[P^  -fWf^  +  ls[P\  +  .... ,  und 

(4)    C=l  +  4  +  l  +  ....+l~lp-\sW-ls[P)-WP>-.... 

^ddirt  man  hiezu  die  Gleichung  (2) 

p 
Bo  kommt 

(^    Cirl+4+l+....+^--i//?--4/(;j+l)--J*?')--ii9')— }«^>— ...' 

P  '  - 

Die  Torhergebenden  Methoden  reichen,  wie  man  sieht,  voll- 
ständig aus,  um  C  auf  14  Decimalen  zu  berechnen.  Wollte  man 
mehr  Stellen  haben,  so  niüsste  man  die  Potenzsnmmen  auf  mehr 
als  16  Decimalstellen  berechnen.  Inz^vischen  ist  aber  bekannt 
genug,  dass  es  noch  viele  andere  stark  convergirende  Reihen  für 
C  giebt.  deren  Anwendung  zu  einer  äusserst  grossen  Genauigkeit 
fuhrt.    Dahin  gehört  z.  B.   die  halbconvergent^  Reihe 

-      iiii      1^      /        ^1  B       B 

H'o  B,  Bj  B y,„,  die  auf  einander  folgenden  Bernoulliscben  Zah- 
len sind.  Mascheroni4indet  C  mittelst  dieser  Reihe  auf  32  De- 
cimalen, indem  er  p=-=100  setzt. 

Uebrigens  giebt  es  auch  noch  andere  stark  convergirende 
Reihen  fär  C>  in  Senen  gleichfalls  die  Potenzsummen  vorkommen. 
A18  der  Gleichung  z.  B." 

'/r(a:  +  l)=— Ca:  +  a:— /(l  +  :r)+4^«*2-Jar3f3  +  .... 
erhStt  man  für  :r=4: 


TV 
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I  - 


Dabei  mag  schliesslich  bemerkt  werden,  dass  man  dieseilUlbi 
In  folgende,  om  so  stärker  convergirende»- je  grosser  j»  ist,  fe^ 
wandeln  kann : 

'  p  >   ^       ^^j      2p 


1 


1 


j 


IJelier  einen  Satz  Tonden  KriImniluigS" 
ballbniessern  der  krummen  Olber- 

flüchen. 

■ 

Von  dem 

'  ^ 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  MathemaUlc  und  Physik  an  der  höheren  Burgertchale  m 
,  Stntheim  bei  Heidelberg. 


^ 


In  den  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  vom  27. 
tember  v.  J.  stellt  B abinet  einen  Satz  auf,    der  Tm  AJIgemeiBk^ 
auf  das  Folgende   hinauskommt:  ^ 

„Durch  die  Normale  in  einem  Punkte  einer  krummen  OWeg 
flSche  lege  tnan  m  Ebenen,  die  mit  einander  lauter  gleiche  Wb^iBf 
bilden,  heisso  pp  Q2»»—Qm  die  Krümmungshalbmesser  der  SdnaK'^ 
kurven  in  dem  betreffenden  Punkte,  endlich  R  und  r  die  MS^ 
Hauptkrfimmuogshalbmesser  der  Oberfläche  in  demselbeo  Plaüi^l 
so  ist     ' 


I 
\ 
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Den  Bevreie  dieses  Satees»  den  nach  den  Comptes  rendus 
Duhamel  gefunden  haben  soll^  theileu  die  Comptes  rendus  nicht 
lit;  er  kann  jedoch  leicht  in  folgender  Weise  gcfilhrt  werden. 

Man  nehme  die  Tangentialebene  in  dem  betrcflfenden  Punkte 
or  Ebene  der  x^,  die  Ebenen  der  beiden  Hauptschnitte  zu  Ebe- 
en  der  xz^  yz;  sei  a  der  Winkel,  den  die  Ebene  eines  belicbi- 
en,  durch  die  Normale  (Aze  der  z)  gehenden  Schnittes  mit  der 
Jbme  der  xz  macht,  q  der  Krflmmungslijilhmesser  der  Schnitt- 
nrre  in  dem  gegebenen  Punkte,  u  =  0  die  Gleichung  der  gegebe- 

en  Oberfläche  9  -g-^>  -g-»    -k-^>   fi  a»    ^ä   "*®  Werthe  von  g-, 

♦  5"  »  f^-^9  ^~ä  fiir  ^=0,  v  =  0,  2—0,  d.  h.  fflr  den  fraglichen 
f    02     cor*     c^*  '^  " 

Unkt,  so  ist  bekanntlich: 

ff  -^ — -  f'nia'/v  X  •.— y  fiin  *, 


|ro8««+^S8in««).  (2) 


p-ÄV3^*         ^% 


US,  wenn  ß  die  Ordinate  (nach  der  Axe  der  2)  des  Krünii 


bemerken, 

I ^ _    ^  Krümmungs- 

littelpunktes    ist,    q    positiv    oder    negativ    zu    nehmen    ist,    je 

achdem  oUq  negativ  oder  positiv  ist.    Diese  Bestimmung  hinsieht- 

">; 
OZ 

Vk  des  Vorzeichens  soll  für  alles  Künftige  gelten.    (Siehe  C  a  u  ch  y , 
iiwtnduDg  der  Infinitesinalrechnung,  19te  Vorl.) 

Seien  nun  «1,0^,.... am  die  a  entsprechenden  Winkel  ßr  die 
kncD,  zu'  denen  die  Krümmungshalbmesser  Qi,  ^,....^  geboren, 
■1  man  beachte  das  Vorzeichen  dieser  Halbmesser  nach  dem  so 
(^  Angefahrten,  so  ist  nach  (2): 

=  ^^[co8*ai  +cos'aa+cos««3  +  ....  +  cos«««]  \     ^^j 
+^[sin««,  +  sin«a8  +  8in«a3  +  ....  +  sin*««]. 


^  ist  aber 

360» 


«  •  • ' 


....««=«i-|-(m— -I) 


m 


^t  man  diese*  Werthe ,   so  erhält  man: 
bami  XL  '^ 


SSO 

_l+co82cyi  ,  l  +  co8  2ogg  ,  l-j-cosgg«, 

=  ^  +a[cos2a|  +cos2cf2  +  ....  +  cos2amJ 

1  360^     *  360^ 

==f +  pco»2«i+co8(2a,+2.-^)+cos(2a,+4.-^)+. 

360^ 
....co8(2ai+2.(m-l)~^)] 

360O 
,   cos (2a.  +  (m— 1) ).3m360«     _ 

=2+2* rm^ =^.vienum>l. 

SID   

m 

sin^i  +  8in^02  +  sin*c^  +  ••••  +  ^'"  ****• 
1  •» 

=  tj ~jj[cos2cf,  +cos2or2  + +  cos2am]  =  ä"'  wenn  iii>i 

Für  den  Fall  also»  dass  m  mindestens  =3»  ist 

»« Lft  ■*■  ^■'"  ■■•■  ■'' ?J  ~2S  L^i* +"^  J* 

Der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  ist,  ia  Bezug  auf  m, 
unveränderliche  GrOsse.  Daraus  folgt,  dass,  in  Bezug  auf 
selben  Punkt  der  Lrummen  Oberfläche,  die  Grosse 


dieselbe  ist^  was  auch  m0^2)  sei,  wenn  man  die  Vorzeicbei 
Krümmungshalbmesser  gehörig  beachtet.  Da  diese  Grosse 
dem  Winkel  Ui  unabhängig  ist,  so  kann  man  auch  daza  noch  si 

Legt  man  durch  eine  Normale  einer  krummen  OberflScbe 
beliebige  Anzahl  (z.  B.  rri)  Ebenen,  die  in  gleichen  WinkeUb 
den  von  einander  stehen,  und  lässt  das  eanze  System  aid 
die  Normale  drehen,  so  wird  die  Grösse  ([))  in  irgend  einer  1 
der  entsprechenden  Grosse  in  einer  andern  Lage  deich 
Diese  Gleichheit  wird  sogar  gelten,  wenn  die  Anzahl  der  Eb 
für  beide  Lagen  verschieden  ist,  wenn  nur  die  Ebenen  dep« 
Systemes  gleichweit  von  einander  abstehen. 

Man  setze  717=4  and  bringe  das  System  in  die  Ligl 
Hauptschnitte,  hcisse  R  und  r  die  beiden  Hauptkrümmnpgl 
messer,  deren  Vorzeichen  nach  dem  Obigen  bestimmt  Ist»  i 
die  Grösse  (5)  für  diesen  Fall  .,v{ 


3S1 


4(Ä  +  ;)-2(jB  +  r)' 


1  erhilt  also  den  zu  beweisenden  Satz  (I),  der  nun  durch 
Weisung  auf  die  Bestimmung  der  Vorzeicnen  genauer  aus- 
t  ist. 


druck  Ton  cos"<ia;  durcli  nnena« 

liclie  Beilieii. 

Von  dem 

Heim  Doctor  J.  Dienger, 

er  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bärgertchnle 

sa  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


ist  bekanntlich 


coeiix= 


2 

.        rtv       .w*(iii  —  1)         .  ., 

amx + m  co9(nt—2)ax-i T-q —  ^^®  (wi — 4)  aa:  +. 


jn 


m(iii— !)....( 5^+1) 
....  +  i 


m 


12      " 
i  gerade,' und 


m(m-.l)....(^+A 


cos 

•M I 

jL»  ^  •••• 

I  ungerade  ist.    D.  h. 

22* 
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(1) 

■     2r  2r(2r— 1) 

S***-  *  cos  ^ax = cos2r£ix+Y-cos  (2r— 2)<ia:  +      i  o     co6(2r— 4)flH- 

.  ,2r(2r-l)....(r  +  l) 
-  +  »  1.2..-.r  '  ,. 

2r+l    * 
(2r  +  iyir,.„(r+2) 

•  •••  ~r  fl     o  COS  iM%C» 

'  1.2....r 


Nun  ist 


also 


g  -  cos  (/wr)  =/i«  cos  (px  +  '^) 


2*^— *  Ä— j  cos  ^aar=  {2raY  cos  (2raar+  -5-) 


•••• 


+  j((2r— 2)  o)«co«((2r-2)«a:  + y)+- 
.  '2r(2r-l)....(r+2) ,.  .         ,„       «» 


und  für  a:=0: 


8« 
2^^^^g-^cos2»'aa: 


Diese  Grosse  ist  also  Null  fiir  ein  ungerades  n.     Für  ein  gera- 
des n  ist  sie 

/«  X  /  '  ,x- r     .  2r,      .,    .        .  2r(2r— l)....(r+2), 
=(2a)»(-l).  [rn+  -j  (r-l)»+  ....  +  -^j-^-^^ 

Setzt  man  also 

so  ist  nach  dem  Taylorscheo  Satze: 

(2) 

2«r-icos«-aar=2^-^(2a)2Äa  ^+ (2«)^*4i:^-(2«)«Äe|£j+- 


a^ar*  _       q4^4 


—2«^  '[1— 1.2+1, 2.3.4'^-l 


j 


3^3 

Diese» letztere  Reihe  ist  jedoch  nur  giltig,  wenn  sie  konvergent 
.    Nnn  ist  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder : 

(2g)«"f*A:2,+a        1.2....2»  (2<M?)«         ig«,-t-a 

(2o)«"Äa„       1.2....&n+2f  —  (2n+l)(2n+2)*   K^  ' 

ie  man  leicht  sieht,  ist  für  n=QO 

— r-, 

moach  der  obi&;e  Quotient  Null  für  n==Qo,    also  die  Formel  (2) 
DZ  uneingesehränkt  giltig. 

Für  r=l  ist  z.  B. 

10 

2cos*aa;=:2 j-o-  +  |  ^  o   j  —  ....=l  +  cos2aj;, 

ie  bekannt. 
Für  r=2  ist 

Ar»=2«  +  4=4(2«-2  +  l), 
bo: 

,      (2iw:)«  4.2  .  {^axY   4(2^+1) 

co8\»a:=:i — r:2""8"+ix:3-     8      • 

_        (2ga:)g   2MJ      (2aj;)^   2Hl_(2ax)«  2*+! 
-^"~   1.2    "     2     +  1....4  •     2  1....^      2    +•• 

Ganz  eben  so  findet  sich  fär  ^=0: 

g^22^cos*'+*aa:=0 
^  eb  ungerades  n>    , 

;    =«-(-l)5u2r  + 1)-  +  ^4^2r-l)H^^XI~  ^'^- *>"+••• 

.  (2r-H)....(r  +  2),. 

•"+ TTTi: — * 

^  ein  gerades  n. 
Sttzt  man  also 

(*.  + 1).  +  ?^i  (2r-l)-+....  +  ^^±^1^^ ,«  =  .tf. . 
ist 
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cos  -r-ax-x       1.2  +  i.2:::r     1...6  +••  ^  ^ 

-2»  [1-  j^  +  j— ^  -  ....pr+« 

I 

filr  alle  möglichen  Werthe  von  a  und  :r. 
Fürr=l: 

if„  =  3(3— Hl), 
also 

^co8  ox— P'-JL        j_2       -     1.2.374^      TTe — *i 


Uelbniiffsaufigralbeii  fOr  SeltlUer. 


Probleme   k  resoodre. 

Par  Montieur  6.  J.  Yerdani,  Profe«sear  de  Math^matiqae* 
&  la  Facalt4  de*  Sciences  de  TUaivetM«  4 


Deux  Cordes  elastiques  AC,  BC(TaL  VI.  Fig.  6.),  de  longaenr 
et  de  srossear,  et  par  cons^quent,  pour  une  meme  tension,  d'noft 
extensibilite  inögale,  sont  attachees,  avec  leuhs  extr^mitäs  itetA 
ä  deux  points  &Kes,  dont  les  coürdonnees,    dans  le  plan  destt^    i 
des,   sont  dopn^es.     Les  autres  extremit^  6\  C  Soul  Meß  ^   ■ 
semble,   et  au  noeud  est  attachee  une  troisidrae  corde,   i^lasthp^  j 
ou  non  ^lastique,  niais  verticalement  tendue  par  une  force  doDO^  { 
P.     Si  les  lonffucurs  primitives  des  deux  premi^res  cordes,  «J*  ; 
tendues,  sont  oonn^es,  ces  longueurs  changeront  par  lateosioiiw  « 
la  force  P,     Si  de  plus  on  donne  les  quantit^s   d'extensioB»  ff^ 
subissent  les  unites  de  longueur  de  chaque  corde,   tendue  ff^J^   , 
m^me  poids  Q,  on  demanoe  les  coürdoiinees  du  point,  oa  s'tf^*  j 
tera  le  noeud  par  Taction  de  la  force  P,  de  meme  que  les  teorijj* 
que    produira   cette   force   dans  les   directions  des   deux  eaiw^  ^ 
Enfin  on  pose  la  condition,  que  la  r^olution  se  fasse  par  moyiA.^ 
comme  application  des  principes,  etablis  par  Lagrange  M^'^ 
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Möcanique  analytique,    Tome  L,    Partie  I.,   Section  V., 
Chapitre  IL,  §.  1.,  art.  17.  et  18.    Edition  de  1811. 


Voi  Herrn   Fischer,    Lehrer  der  Mathematik  au  der  Gewerhschule 

za  Bayreuth. 


1)  Drei  (io  allgemeiner  Lage  gedachte)  Gerade  l,  11,  III  sind 

ffbeD»    man  soll  eine  vierte  finden,   welche  I  und  11  schneidet 
lu  III  parallel  bt. 

8)  Drei  (in  allgemeiner  Lage  gedachte)  Gerade  und  ein  Pnnkt 
mttf  ihnen  sind  gegeben ;  man  soll  durch  den  Punkt  eine  Ebene 
9gaL,  BQ  welcher  die  drei  Geraden  einerlei  Neigung  haben. 

3)  Eine  Kusel  zu  construiren,  deren  Oberfläche  durch  drei 
linkte  geht  und  eine  Gerade  berührt. 

4)  Eine  Kugel  zu  construiren ,  deren  Oberfläche  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geht  und  zwei  sich  schneidende  Gerade  berührt. 

5)  Eine  Kugel  zu  construiren,  deren  Oberfläche  durch  einen 
segebenen  Punkt  geht  und  drei  Gefade  I,  II,  111  berührt,  die 

entweder  (nicht  in  einer  Ebene  liegend)  parallel  sind,  oder 
wovon  wenigstens  (I,II)  und  (II,  lU)  einander  schneiden. 

6)  Eine  Kugel  zu  construiren,  welche  vier  Gerade  berührt, 
V«  denen  wenigstens  (I,  U),  dann  (11,111),  endlich  (IIL,  IV)  ein- 
ttier  schneiden. 

Wie  vieldeutig  ist  die  eine  oder  andere  dieser  Aufgaben? 
Wiiui  wird  ihre  Lösung  unbestimmt  oder  unmöglich  ? 


Vw  dem  Uarra  Doctor  Dienger  sn  Sioshein   bei  Heidelberg. 


1. 

Setit  man 


/.'7H=Äi=ra='W'  /  V  (t^>=^')= 


#6ig{ebt  sich: 


kifriA  Ut 


In  einer  Ebene  hat  man  zwei  rechtwinkliche  Koordinaten- 
sväteroe,  von  denen  das  eine  bekannt  ist.  Man  kennt  die  Glei- 
chung einer  und  derselben  Geraden  in  diener  Ebene,  sowohl  in 
Bezug  auf  das  eine ,  als  auch  auf  das  andere  der  beiden  Systeme, 
und  verlangt  nun  zu  wissen,  ob  das  unbekannte  Coordinaten* 
(axen)- System  durch  die  bekannten  Gleichungen  dieser  Geraden 
zu  bestimmen  sei. 


III. 

Auf  einer  ee|;ebenen  ebenen  Kurve  bewegt  sich  der  Mittel« 
punkt  eines  I&eises  von  bekanntem  Halbmesser,  dessen  Ebene 
mif  der  Ebene  der  Kurve  zusammenfällt.  Dieser  Kreis  dreht  sich 
zugleich  um  seinen  Mittelpunkt  und  es  sind  die  beiderseitigen  Ge- 
schwindigkeiten der  Bewegung  gegeben.  Man  verlangt  nun  die 
Kurve  zu  kennen,  welche  ein  Punkt  des  Umfangs  des  beweg- 
lichen Kreises,  dessen  anfangliche  Lage  man  kennt,  während  die- 
ser doppelten  Bewegung  beschreibt. 

Bewegt  sich  z.  B.  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Halb- 
messer r  auf  einem  Kreise  vom  nämlichen  Halbmesser  und  man 
legt  den  Anfangspunkt  der  (rechtwinklichcn)  Koordinaten  in  den 
Mittelpunkt  des  feston  Kreises,  so  besehreibt  der  Punkt  des  be- 
weglichen Kreises,  dessen  anfängliche  Koordinaten  a:  =  0,  y=0 
sind,  eine  Kurve,  welche  durch  die  Gleichungen 

x=^^r  cos  i  (^  +  c)  < .  sin  \  (b  —  c)t , 
y=: — 2rsinJ(^+f)<.sin5(6— ■c)< 


der  r^eite  der  negativen  x  ging,  und  es  bedeuten:  b  nie  VVmkel- 
Geschwindigkeit  des  beueglic^hen  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  den 
festen,  wenn  ihre  Hichtung  ursprünglich  nach  der  Seite  der  posi- 
tiven X  ging;  c  die  Winkelgeschwindigkeit  des  betrachteten  Punk- 
tes in  Bezug  auf  den  beweglichen  Mittelpunkt. 


3S7 

IV. 


Man  bat 


=2  —  2  V"!  —  2a;  cos  9)  +  ^*  •  cos  s* ' 

=  3Vl— 2jrco«9>  +  a^».  i    5^; 

rorni  t(;  bestimmt  wird  durcb 

1 — ^rcoscp  .  xainw 

,  V  l— 2.TC069  +  a:*  V  1 — 2a;cosg>  +  a:* 

md  ziviseben  0  und  2n  liegt.     a:>0  und    <I;    aucb  darf  ar=l 
leb,  wenn  weder  sin  ^9^  noch  cos  ^9?  gleicb  1  ist. 


V. 

Unter  den  gleichen  Bedingungen  hat  man : 

4     4  1 

=  3a:  cos  9  —  q  +  ä(1  —  2a:  cos  q>  +  a:^)' .  cos,^, 

cfio9  +  j— 5a:*8in29+ö-Q .  ~nX^Äi^^q>-{- ^-j  •  2^a:*co849+— •  in  inf. 

4  a 

=3a?sin 9?  —  j(l  —  2a:  cosg)  +  a:*)"8in iip. 
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ntiscellen. 


Bemerkung  zu  der  Abhandlung  Nr.  I.  in  Thl  2L  S.  2.  Z,  7.  r.  % 

Vom  Herausgeber. 


Bei  der  Angabe  des  CoefBcienten  der  terrestrischen  Strafabn- 
brecbung  nach  ^  verschiedenen  Beobachtern  in  der  Note  a.  a.  0. 
S.  2.  habe  ich  den  Begriff  dieses  CoefBcienten  in  dem  Sinne  ?•■- 
Gauss  genommen^  n'oruber  man  Archiv.  Thl.  I.  S.  76.  vergLeicbea 
kann.  Um  jedoch  jedem  Miss  Verständnisse  vorzubeugen,  ociineite 
ich,  dass  in  den  Lehrbfichern  der  Geodäsie  gewöhnlich  die  Half" 
ten  der  a.  a.  O.  angegebenen  Grössen  der  Coefficient  der  terrestri- 
schen Refraction  genannt  werden ,  indem  man  nämlich  den  Wic- 
kel am  Mittelpunkte  der  Erde  nur  mit  diesen  Hallten  nultiplicirei 
musS)  um  die  terrestrische  Refraction  zu  erhalten,  was  Alles  aiitf 
einer  blossen  Ansicht  von  Thl.  1.  S.  76.  sogleich  verst&ndHel 
werden  wird. 


Weil  sich  erwarten  liess,  dass  über  die  in  ThL  IX.  S.  90.  des 
Archivs  bei  Gelegenheit  der  Lehre  von  dem  Obelisken  von  mir  n 
einer  analytischen  Behandlung  benutzte  stereometrische  Anhake 
mir  eine  grössere  Anzahl  von  Mittheilungen  zugehen  wurde  ^  aach 
der  im  Archiv  dargebotene  Raum  meistens  sehr  beschränkt  wtt» 
so  habe  ich  über  diese  Aufgabe,  mit  Aiusnahme  des  in  Thl.  X« 
Nr.  V.  abgedruckten  Aufsatzes  des  Herrn  Oberlehrers  Seyde* 
witz  in  Heiligenstadt,  bis  jetzt  geschwiegen,  darf  nun  aber  nicht 
länger  anstehen,  die  mir  gemaemen  Mittbeilungen,  unter  Angab« 
des  Datums  der  Einsendung,  nach  und  nach  abdrucken  zu  laoian. 
Alle  diese  Mittheilungen  abdrucken  zu  lassen,  möchte  jedoch 
nicht  rathsam  sein,  da  natürlich  dabei  viele  Wiederholungen  tot» 
kommen  niüssten,  was  ich,  wenigstens  zum  Theil,  die  geehrten 
Leser  des  Archivs  schon  bei  den  folgenden  Mittheilungen  gflteit 
zu  entschuldigen  bitte.  Wenn  ich  mehr  mittheile,  als  ich  aMMt 
eigentlich  für  nuthig  halte,  so  geschieht  dies  nur,   um  gegen  db 
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geehrten  Herren  Einsender  «o  wenig  als  mlig^tiub  eine  Ungerech- 
tigkeit «u  Iwgehen,  was  bei  »1er  llnrausgabe  eine«  Journals  leider 
zuiveilen  uiclit  ^anz  xit  vermeide»  ist,  weshalii  ich  daher,  nenn 
es  geschehen  sein  sollte,  nur  iihi  Verzeibnnit  und  Nachsicht  liit- 
t«ii  banii.  G. 


9    Herrn    Fabriketl-Komiiiissionsratlis    A.    BriiL 
za  Berlin  an  den  Herausgeber. 


In  dein  mir  so  eben  znG;e|^ng;enen  ersten  Hefte  vom  Oten  Bunde 
Ihres  geschätzten  Archivs  finde  ich  zwei  AnrHütze  aus  Ihrer  Feder, 
nemlicn  liher  den  Salz  von  dem  Inhalte  der  OlieÜsken,  und  Aber 
die  Entstehung;  der  Kürfier  dieser  Art.  Beide  Aulsäfze  behandeln 
demnaeh  einen  Gegenstand,  der  mich  nni  so  mehr  inleresi^irt,  als 
ich  hereils  vor  einer  Iteihe  von  Jahren  darin  gearbeitet  habe,  wenn- 
gleich die  vnn  mir  gelimdeoen  Resultate  erst  nach  Mitihrilung 
der  von  Herrn  Koppe  gefundenen  Fnfnifl  fflr  den  Inliatt  der 
Ohdisken  im  SSsten  Bande  >l).  1^1).  des  Crelle'schen  Journals 
fltr  tCTH*  und  angewandte  Mathematik  (ronf.  auch  S.  130 — 148. 
d«0  Anhangs  zur  Sten  Auflage  meiner  ISlatik)  veröffentlicht  wor- 
den sind.  Ks  ist  nicht  meine  Absicht,  hier  auf  einen  PriorilSts- 
Streit  einzugehen,  obgleich  es  mir  leicht  wäre,  durch  die  Hefte 
mrin«r  Zubürer  den  Beweis  zu  liefern  ,  dass  meine  Itesultate  schon 
nehrcce  Jahre  vnr  Herrn  Konpe'a  ÄlitlheiluMg  der  oben  genann- 
tMi  Formel  da  waren,  ;iiich  Herr  Knp{ii;  seihst  i-ffentlicb  auer- 
louuit  Im),  ditss  ihm  die  Benennung  „Obelisken"  von  dem 
irtrklicben  Cehrimen  Ober-Ke^iierungerath ,  Herrn  Beuth,  Eicel- 
lenz,  angegeben  worden  sei.  Dass  sie  von  nnr  herrührt,  künnien 
aitentalls  die  Ministerini- Akten  beweisen,  wenn  darauf  irgend  ein 
Gewlebt  zn  legen  wJire,  fch  meinerseity  lege  kein  solches  Gewicht 
daranf,  und  bin  daher  weit  davon  entfernt,  Herrn  Koppe  die  ihm 
(kktloch  gebfihrendc  Priurit^t  bestretten  zu  wollen ;  dagegen  kann 
ich  nicht  leugnen,  da.ss  es  mich  einiL'crmassen  Qherrascht  hat, 
bei  Anßthrnng  der  Arbeiten  der  Herren  Koppe.  Steiner  und 
firetschncider  die  meinigen  so  gänzlich  mit  Stillschweigen  über- 
ftVDscn  zu  sehen*).  Kann  und  darfauch  ein  Mitarbeiter  an  Ihrem 
AtcSif  nicht  mehr  Anspruch  auf  Gcrechtiekeil  von  Ihrer  Seite 
macben,  uls  irgend  ein  anderer,  so  hat  dieser  Mitarbeiter  als 
solcher  doch  auch  eben  «o  uenig  raehr  Anspruch  auf  gänzliches 
IgDoriren  seiner  Leistnngen,  wenn  die  seiner  Concurrenten  ge- 
nailDt  werden. 

Nach  dieser  Expectoration ,  die  Sie  meiner  menschlichen 
Schwat^bheit  zu  Gute  hallen  wollen,  erlauben  Sie  mir  noch  eine 
Bnnerkung  in  BeKug  auf  Ihren  zweiten  Aufsatz. 


•J  Der  llcrau*KVbFr  kniin  deihalh  Herrn  Bri 
gut  Zl-iI  in  iten  frDuniUi:liufl1irhiitrn  Beitchunj 
uui  die  Freude  gehabt  hat,  und  noch  hat,  nur 


dem  rr  «rit  lau- 
«teilen  die  Ehre 
zcibiiBg  bidcu. 
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Sie  tadeln  darin,  und  gewiss  mit  Recht,  dass  man  nadi  dflr 
Erklärung  der  Obelisken,  ohne  sich  um  deren  Realität  weiter  n 
kummern,  sogleich  einige  Eigenschaften  derselben  bewiesen  und 
dann  mit  einer  gewissen  Eilfertigkeit  den  körperlichen  Inhalt  - 
und  die  Lage  des  Schwerpunktes,  hätten  Sie  mit  Rucksiciit 
auf  meine  Abhandlung  im  Crelle*schen  Journal  hinzusetzen  kön- 
nen —  zu  bestimmen  gesucht  habe,  wahrscheinlich,  um  nur  recht 
bald  etwas  Anwendbares  fiir  die  Praxis  zu  gewinnen.  In  der  That 
war  letzteres  bei  meiner  Behandlung  des  fraglichen  (jegenstaadei 
der  nächste  Zweck,  was  schon  darin  seine  Erklärung  findet,  weV 
ich  durch  die  Praxis  eben  auf  ihn  gcföhrt  wurde.  Nichtsdestih 
weniger  habe  ich  mich  ebenfalls  des  von  Ihnen  gerOgten  Ver 
stosses  gegen  die  euklidische  Strenge  theilhaflig  gemacht,  md 
deshalb  beeile  ich  mich,  diese  Stinde  so  viel  wie  mOglich  wieder 
gut  zu  macheil)  indem  ich  Ihnen  Folgendes  zur  beliebigen  Benutung 
für  Ihr  Archiv  mittheile. 

Ich  schliesse  mich  der  Verstellungsweise  an ,  welclie  Sie  S.  80t 
Ihres  Archivs  von  der  Entstehung  eines  Obelisken  geben.  DeÄ 
man  sich  demgemäss  durch  die  Eckpunkte  eines  ebenen  Polvgiai 
Ji^2'^3""^n  neliebige,  nicht  in  die  Ebene  des  Polygons  falleDdft 
gerade  Linien  Li,  Z^,  L^,..,,Ln  so  gelegt,  dass  ]eae  voo  ihM 
die  nächstvorhergehen^e  schneidet,  so  kann  man  diese  Liniea  9k 
die  Seitenkanten  eines  seiner  Länge  nach  vorläufig  noch  nnbe* 
grenzten  Obelisken  betrachten,  dafern  sich  beweisen  lässt,  diu 
die  letzte  Linie  Ln,  welche  die  vorletzte  Ln—i  schneidet,  eJM 
solche  Lage  hat,  dass  sie  zugleich  die  erste  JL|  schneiden  mon. 
Es  kommt  also  nur  auf  den  Nachweis  der  Möglichkeit  an,  dordi 
den  im  Raum  gegebenen  Punkt  An  eine  gerade  Linie  I41  so  n 
legen,  dass  sie  zwei  andere  im  Raum  gegebene  Geraden  £|  nid 
L»-.i  schneidet«  d.  h.  mit  jeder  von  diesen  in  einer  Ebene  liegt 

Sie  geben  nun  von  diesem  letzteren  Problem  eine  elecaito 
Auflosung  im  analytischen  Gewände ,  und  wiederholen  am  SchliiMi 
den  Wunsch ,  dass  eine  Auflösung  bloss  durch  Konstruction  ge- 
funden werden  möge,  damit  dieselbe  in  den  Elementen  der  Stereo- 
metrie Platz  finden  könne.  Irre  ich  nicht,  so  durfte  die  folgende 
Lösung  geeignet  sein,  dieses  Bedurfniss  genügend  zu  befriedigeB: 

Eine  im  Raum  gegebene  Gerade  und  ein  ausserhalb  derselbeo 
gegebener  Punkt  bestimmen  allemal  die  Lage  einer  Ebene.  Hü 
lege  daher  durch  die  Linie  Lnr-i  und  den  Punkt  An  eine  EbeB^ 
dann  durch  Ln  und  An  eine  zweite  Ebene,  so  geben  beide  Ebe- 
nen eine  gerade  Durchschnittslinic  Ln»  welche  die  gesuchte  iit 
Denn  sie  geht  durch  den  Punkt  An  und  schneidet,  htnreicbeiid 
verlängert,  die  Linien  Li  und  Ln—i,  oder  ist  mit  letzteren  pafiW- 

Berlin,  den  288ten  Januar  1847« 


Auflösung    einer    Aufgabe,     auf    welcher     die 
Obelisken    bcrulit. 

L4^]|^p^  ittr  Mnlhmiiitil 


Im  ersten  ließe  des  IX.  Theiles  S.  8!).  dieser  Zeitschrift  stellt 
der  Herausgeber  ilerselben  l»ei  Gele<;enheit  der  üntertiuchanf;  über 
iie  Realität  der  Ku{ipeäcbeti  Obehskcn  die  Aufgiabe:  „Wenn 
swei  |;erade  Linien  im  Räume  und  ein  In  kleiner  dersel- 
ben liegender  Punkt  geKel)eTi  sind,  durch  diesen  Punkt 
«iae  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  schnei- 
dende *)  gerade  Linie  xu  legen. 

Wir  sind  durchaus  der  Ansieht  des  Hetausgebers,  daes  diese 
Aofitalie  und  di'r  Nachweis  ihrer  Auflr>sbarkeit  der  Tlieorie  der 
Obelisken  vorangehen  muss.  Die  von  jenem  ge);ebene  unalytiiiche 
Ao/lüsung  kann  uatdrlich  in  den  Elpmenfarbilchern  der  Stereometrie 
keine  Aufnahme  finden.  Wir  tbeilen  dnher  folgende  Auflösung 
oAiger  Aufgabe  mit ,  welche  nur  geivühnlii.'he  sterco metrische  Kennl- 
nftiee  voraus  setzt. 

.  Oio  beiden  gegebenen  Linien  im  Räume  bezeichnen  wir  mit 
A  und  B,  den  gegebenen  Punkt  mit  O.  Wir  unlereitlieiden  nun 
■ogletch  mehrere  tuile; 

1)     die  beiden  Liniun  .4  und  £  siud  parallel; 


liu  Falle  n)  lassen  sich  ofTenbar  uniahlig  viele  Linien  vi>n 
der  verlungtt^n  ttesuliuffcdheit  ziehen. 

Im  Falle  li)  ziehe  man  durch  O  zu  einer  der  gegebenen  Linien 
A  oder  ß  eine  Parallele,  sq  ist  die^e  die  verlaniite  Linie,  denn 
ne  Bcbneidel  die  gegebenen  Linien  im  Unendlichen. 

7)  Die  beiden  gegebenen  Linien  A  und  B  sind  nicht  {larallel 
and  liegen 

a)  in  einer  Ebene, 

b)  nicht  in  einer  Ebene. 

ha  Falle  n)  mag  der  Pnnkt  O  in  der  Ebene  der  ^ttnd  B  liegen 
oder  nicht:  die  gesuchte  Linie  wird  diejenige  sein,  welche  den 
Punkt  O  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Linien  A  und  B  verbindet 


Der  letittere  Fall  />)  ist  der  allgemeinere,  und  auf  ihn  beziehen 
sich  die  folgenden  Unt ersuch ungeu. 


m^ .     In  Taf.  VI.  Fig.  7.  sind  die  gczelienvo  Liiiieo  A  uDd  B,   dCr 
Kgeeehene  Punkt  O.     Dieser  PuoLt  O  liegt  inil  A  uffciiliiir  in  ein«    j 
luoa  derselben  Ebene;    «vir  legen  nun  durch  O  eine,    die    bmilM 
KLinien  A  und  ß  schneidtincle  Ebene,  oder  \t\t  aleheii  Ott  beliebig    I 
Kach  A,  ebenso   Ob  beliebig  nach  £  und  verbinden  a  mit  fi.    Jede 
Pmrcb    O  gehende,    die  Linie  A   acbiieidonde  (ierade   lie^t  in  der  ,1 
''"Ebene   OaA,  welche  die  Ebene  des  Papiers  sein    mag.     Soll  also    j 
eine  solche  Gerade  auch  noch   die  Linie  B  schneiden,    so    inuu     i 
£ie  durch   denjenigen  Punkt  der  Ebctic  OaA  gehen,   in  welchen 
die  Linie  B  dieser  Ebene  begegnet.    Es  könnte  nun  der  Fall  seia, 
■  dass  die  Linie  B  diese  Ebene  OaA  nicht  trSle,    sondern  ihr  pa- 
wllel  Hüxe :    dann  biitle  ma»  aber  nur  durch  O  in  der  Efaetie  OaA 
ir  Linie   B  eine    Parallele   zu  ziehen,    »eiche  offenbar  die  vet- 
ngte  Linie  nüre.    Im  Allgemeinen  schneidet  aber  die  Linie  JX  die 
„ibene  OaA  und  der  Treffuunkt  sei  .r.    Wiire  dieser  Punkt  getun- 
den ,    80  fvürde   die  gesucnte   Linie    offenbar   die   Linie   Oj*  wetn. 
Man  kann  nun  entweder  den  Pnnkl  .r  selbst  oder,  noch  ein Jftdirr, 
die  Richtung  der  Linie  ,rü  auf  folgende  Weise  bloss  durch  Ci>i>' 
jBtniction  linden. 

Uer  KQrze  wegen  beücichnen  wir  die  Eliene  Oab  mit  {G)i 
__iene  Oaa^.  oder  n'an  dasselbe  iKt,  Ebene  OaA  mit  (A),  Ebene 
ixB  mit  {B)  und  endlich  Ebene  Oxf»  mit  ((';;  sn  sind  von  den 
.rel  Ebenen  (G),  (65,  (fi)  die  ebenen  Winkel  resp.  ^<iÄO,  ^x60. 
^xba  an  der  ki)rperlii:ben  Ecke  h  bekannt,  also  kanninan  die  drei 
Neigungswinkel 

1)  der  Ebenen  {G)  und  (fl)  an  der  Kante  ad 
2J  „  „  (G)  „  (C)  „  .,  „  Ob 
3)      „        ..        (B)    „     (C)    „    ..       „      ^L 

rcli  dne  ConetnicHon  in  der  Eben«  (graphisch)  ftndeii  *]. 
Gehen  wir  nun  znr  kOrperlldien  Ecke  O,  .so  sind  dann  gegefcen 


1)  der  ebene  Winkel  aOb, 

2)  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  (G)  a^  (JQ 

an  der  Kante  06,    (1.  % 

3)  der  Nelgun^mHokel  der  Ebenen  {G)  «•<  (^ 

an  der  Kante  Ott. 


■  m 


Denn  um  diesen  letzten  Winkel  zu  erhalten,  branchen  wir  nur  O 


^Xi Oa,  JCxiOb,  i^OA,'bekannt,  und  es  länat  sich  daran*  der.Noi- 
■ngswiokel  der  Ebenen  (G)  und  {A)  construiren  *).  Aber  ana  den 
.  Daten  (II),  nfirolich  zweien  Neigungswinkeln  und  dem  iwiachen- 
liegendeu  ebenen  Winkel  einer  kCrperlichen  Ecke  O,  lassen  «ch 
die  andern   ebenen  Winkel   durch   Constmction  finden  **).     Also 


n 


•)  Gnuert,  Lehrb.  der  Hathem.    TbelL  II.  SterMta.  %.  im. 
••)  RbandaMlb«!  S-  IM- 


kaiia  der  eb^ne  Winkfl  aOx,    rf.   h.   die  Keigung  der  gettiichtcn 
Linie  g*^gen  die  lipitaunte  Richtuns;  Oa  gefunden  werdeg. 
Den  nten  Februar  1HJ7. 


'.  Bemerkung  zu  ^r.  X.  im  Islen  Hefte  des  9teu  Baadee. 
Von  llorrn  M.  Fäldner,    RfranHiintlchRT  su  Neu-Slreliii. 


Der  Herr  Herausfteber  dieses  Archivs  maeht  darauf  aufinerk- 
Bi/iu,  daA6  ninn,  um  die  MRgliL-hkctt  des  Ohelisken  darEuthun,  die 
Anfgnbe  lu  liiseii  habe:  „wenn  %we\  gprade  LinteD  im  Räume 
und  ein  in  ktiiier  (lers('il)en  hegender  Punkt  ^«ehen  sind,  durch 
diesen  Punkl  eiue  die  lieideu  gegebenen  iceraJcn  Linien  schnei- 
dcude  eerailc  Linie  ku  legen."  ua  hiehei  der  Paraltelinmus  nntfir- 
Üch  nicht  niisgeecblossen  ist,  so  nüre  die  Aufgabe  wohl  präcieer 
«o  tu  stellen:  „wenn  tvv'i  gerade  Linien  im  IlAunie  und  ein  in 
beiner  dcraelben  liegender  Punkt  gegeben  n\nA,  durch  diesen  Punkt 
«ine  gerade  Linie  lu  legen,  Melch«  mit  jeder  der  gegebenen  in 
«ner  Bkenc  liegt.''  Eine  gntj/.  elenienture  synthetische  Auf lüsung 
ist  falgendei  Uurcb  den  gc[;elienen  Punkt  und  jede  der  eegebe- 
Dcn  geraden  Linie  i!«t  eine  Lbetie  bestimmt,  welche  beide  Elieneu 
•ich  in  einer  geraden  Linie  .fchtieiden  müssen,  da  sie  beide  durch 
dciuellieu  Punkt- gelegt  sind.  Die  Durchschniltelinie  ist  die  ver- 
langte, "ie  sogleich  erbellt.  Liegen  die  beiden  gegebenen  Linien 
Id  derselben  Ehene,  su  ist  die  Durcbscbnittslinie  entweder  mit 
beiden  imralli'l,  wenn  sie  nämlicb  selbst  parallel  sind,  oder  geht 
durch  den  Üurchschnittaptinkt  beider,  wenn  sie  convergent  sind, 
wie  dies  ja  in  jedem  Lehrbuche  der  Stereometrie  bewiesen  wird. 
1)cr  ebenfalls  noch  mriglii-be  Fall,  doss  die  beiden  gegebenen 
Ijlnien  und  der  gegebene  Punkt  in  derselben  Ebene  liegen,  wird 
durch  die  Nutnr  des  Ubetisken  ausgeschlossen.  Aus  Obigem  er- 
bellt zugleich  auch  noch,  diiss  die  drei  Seilenkanten  des  dreisei- 
tigen Ubclisken  immer  in  einen  Punkt  xusaromealaufen ,  der  drei- 
seitige Obelisk  also  immer  eine  abgekürzte  Pyramide  ist. 
Den  eisten  März  1847. 


SynÜielische  Lösung  der  im  Archiv  Uaod  IX.  Seile  ft!>. 

(jfls teilten    Aufgabe. 

V*a    Ik-rrn    Fitcticr,     Lrlirrr    >lcr   Mallirmutik    nu   drr    Gcwcrbirhnle 

>il   IlSTreulb. 


Aufgabt.  Zwei  Gerade  und  ein  Punkt  ausser  denselben 
sind  gegeben,  man  soll  eine  dritte  Gerade  durch  den  Punkt  legen, 
welche  die  ersten  beiden  Linien  schneidet. 
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LOsung  I.  Blao  lege  durch  jede  einzelne  Gerade  und  deo 
Punkt  eine  Ebene  und  bestimme  die  Durchschnittslinie  beider 
Ebenen,  so  ist  diese  letzte  Linie  die  gesuchte. 

Losung  IL  Man  lege  durch  den  Punkt  und  eine  Gerade 
eine  Ebene ,  bestimme  dcii  Durcbgangspunkt  der  anderen  Geraden 
durch  die  Hilfsebene  und  verbinde  den  gefundenen  Punkt  mit  dem 
gegebenen,  so  hat  man  die  verlangte  Gerade. 

# 

Besondere   Betrachtungen. 

Obige  Lösung  wird  auf  das  Postulat ,  durch  zwei  Punkte  efaie 
Gerade  zu  legen,  zurückgefährt,  wenn  die  gegebenen  Geraden sicfc 
schneiden;  die  Lösung  wird  unbestimmt,  wenn  die  gegebenci 
Geraden  und  der  Punkt  mit  ihnen  in  einerlei  Ebene  liegen;  sie 
ivird  endlich  unmöglich 

a)  wenn  die  durch  eine  Gerade  und  den  Punkt  gelegte  Ebeie 
zur  anderen  Geraden  parallel  wird:   die  gesuchte  ist  dann  panM 

zur  zweiten  gegebenen; 

* 

6)  wenn  die  zwei  Geraden  parallel  sind  und  der  gegebene 
Punkt  ausser  ihrer  Ebene  liegt :  nie  gesuchte  ist  parallel  zu  bei- 
den gegebnen. 

Anmerkung.  Die  Aufgabe  gehört  noth wendig  in  die  Ele- 
mente der  Geometrie  und  zu  einer  ganzen  Gruppe  von  Aufgaben» 
▼on  denen  man  bisher  nur  die  einstige  behandelte:  eine  Geraden 
finden,  welche  zu  zwei  gegebenen  (gekreuzteil)  Geraden  senkrecht  ist 

Den  Slsten  Januar  1848. 

'Anmerkung  des  Herausgebers.  In  dem  Augenbliclre,  we  db» 
se«  Heft  geschlossen  wird,  ^cht  mir  eine  ansführlicbe  sehr  schöne  Ab- 
handlung des  Herrn  Prof.  Dr.  Matzka  zu  TarnoM'  in  Galiiienöbs 
diesen  Gegenstand  zu,  welche  denselben  sehr  vollständig  erledigt;.  Aue 
Abhandlung  wird  in  einem  der  nächsten  Hefte  erscheinen.  ^ 


Berichtigung. 

In  Tbl.  XI.  Heft  1.  8.  89.  Z.  9.  t.  o.  statt 


muss  es  heissen: 


,1-.'    l* 


ITelber  die  AuflSsuns?  der  Oleiclrnngren 

des  drilten  Orades. 

Von  dem 

Herausgeber 

und    dem 

Schnlamts- Kandidaten  H^rrn  W.  Schlesicke 

zu  Greifswald. 


Einleitung. 

Der  Herausgeber  des  Archivs,  welcher  schon  iu  zwei  frühe- 
ren Abhandlungen  (Tbl.  VI.  Nr.  I.  und  Nr.  LH.)  von  der  Auflo- 
nme  der  cubischen  Gleichungen    gehandelt  hat,    kommt   in   dem 
vorliegenden  Aufsatze  noch  einmal  auf  diesen   viel  besprochenen 
Gegenstand    zurück.    Die   nächste   Veranlassung  zu  diesem  Auf- 
sitze gab  die  dem  Herausgeber  von  einem  seiner  liebsten  Schuler, 
dem  in  der  Ueberschrift  genannten  jetzigen  Schulamts-Kandidaten 
Herrn  W.  Schlesicke  aus   Königsberg  i.   Pr.;,    bei  Gelegenheit 
eber  ganz  anderen  caiculatorischen  Arbeit,  welche  die  Aullosung 
cubischer  Gleichungen  erforderte,  gemachte  Bemerkung,  dass  sich 
^     durch  eine  besondere  Transformation  einer  vollständigen  cubischen 
Gleichung  sogleich  eine  quadratische  Hülfsgieichung  zu  deren  Auf- 
lusang  erhalten  lasse,  ohne  vorher  das  zweite  Glied  der  cubischen 
Gleichung    wegschaffen   zu   müssen.     Es  ist  also  die  vorliegende 
Abhandlung   ganz   als   eine  Arbeit  von  uns  beiden  zu  betrachten, 
und  namentlich  rührt  die  Grundidee  allein  von  Herrn  Schlesicke 
her.    Was  sonst  dem  einen  oder  dem   anderen  angehört,  darüber 
wollen  wir  hier  nicht  in's  Einzelne  eingehen  und  am  allerwenigsten 
mit  einander  rechten,    da  es  bei  einem  schon   so  viel  und>  so  oft 
behandelten  Gegenstande  wohl  gewiss  nicht  unsere  Absicht  sein 
kann^    uns  damit  einen  gewissen  Knhm  zu  erwerben,    indem  wir 
vielmehr  nur  wünschen,    der  Sache  zu  dienen,    und  vielleicht  ein 
zweckmässiges  Hülfsniitiel  für  den  Unterricht  in  der  so  wichtis;eii 
Lehre  von  den  Gleichungen  des  dritten  Grades  den  Lehrern  dar- 
zubieten.   Besc|}werlich  ist  übrigens    die  Wegschaffung  des  zwei- 
ten Gliedes  der  cubischen  Gleichungen,    bevor  man  zu  ihrer  Auf- 
lösung übergehen  kann,  immer,  wie  Jeder  wissen  wird,   wer  sich 
viel  mit  der  Auflösung  solcher  Gleichungen  zu  beschäftigen  Ver- 

Theü  XL  23 
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aolassung  gehabt  hat;  und  wenn  daher  auch  freilich  die  ^ 
Schaffung  dieses  Gliedes  bei  unserer  folgenden  Auflösung  eii 
lieh  nur  umsangen  ist,  so  dürfte  dieselbe  doch  vielleicht  in  d: 
Beziehung  einige  Bequemlichkeit  vor  der  gewohnlichen  Auflu 
darbieten,  worSi>er  wir  das  ürtheil  den  llesern  anheim  stellet 

G. 


Üie  aufculusende  Gleichung  des  dritten  Grades  sei 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung 

'  u 

setzt,   und  zugleich  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  ii'  i 
tiplicirt,   60    erhält   man   nach   einigen   leichten   Reductionea 
Gleichung 

welche,  indem  man 

4)    r  =  tt» 

setzt,  ferner  zu  der  Gleichung 

fifhrt,  'SO  dass  also  durch  diese  Substitutionen  die  Auflnsung  i 
gegebenen  cubischen  Gleichunf^  1)  auf  die  Auflösung  der  qaidi 
tischen  Gleichung  5)  zurückgeführt  ist 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

80  erhält  die  quadratische  Gleichung  5)  die  Form 

7)    v^+Av  +  lB=0, 

und  fährt,  auf  bekannte  Weise  aufgelöst,  wenn  die  beiden  Wer 
der  Quadratwurzel  aus  A^ — B  durcn  J:  C  bezeichnet  werden,  a 

8)    C^^A^-^B 

gesetzt  wird,  zu  den  beiden  Wurzeln: 

DahiBr  haben  wir  nach  4)  zur  Bestimmung  tod  u  die  CHeldili^l 
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10)   u^=^i(ATC) 
oder 

11)    ii»+4(^TC)=0. 

Bezeichnen  wir  eine  Wurzel  dieser  GleichuDg  durch  Ug,   so 
das8  also 

tti»  +  i(^TC)=0 
ist,  vod  setzeo  allgemein 

•o  ergiebt  sich  durch  Subtraction 

t7=  »»  -  ti,  »=  (tf — tti)  (««+ «iti  +  «1«) , 
md  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  Gleichung 

ü-u^  +  i(ATC)=0 
Bissen  also  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

bestimmt  werden.    Dadurch  erhiilt  man,   wenn  die  beiden  andern 

Sichten  Wurzeln  durch  u^,  u^  bezeichnet  werden ,  ohne  Schwie- 
dt: 

«l='-tti- 2 '   tl8=— Uj. g ' 

so  dass  also  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

«»  +  4(-4TC)=0 
jetst 

/    «1=        Ml, 

12)    ^^2— ""'«i'  2  ' 

/                   1  +  V3.V^^1 
'  «3=— tii. 2 

Bezeichnen  wir  aber  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

«Hi(^-C)=0 

dorcli  Ui9  u%i  u^\   die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

tt»+i(^+C)=0 

dareb  Ui,  u%,  u^\   so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
I      I       1 

23* 
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und 


13) 

\  i           1     1— V3.V-1 

i  «a— — «1.      — w> 

1     '           ^ 

\.                  1-V3.V~=^1 

14) 

<   W«  —  —  "l  •                 9 

J    i                i                      ^ 

/                     1  +  V3.\^— 1 

f«3  =  — «1.                   ,. 

\      l                  1                         ^ 

1     ^     I 
Bezeichnen  wir  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  Ui »  «a»  ^^s 

u,  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  Ut,  %>  ^h  durch  ti;   so 

1       i       1  1 


oder 


also 


1 


u'=-i(A-C),  «»=-i(^+0; 

I 


d.  L,  weil  nach  8) 

ist, 

16)    i»tf»=iÄ=-jV (*-!«*)'. 

Durch  Aufiusung   dieser   reinen    cubischen  Gleichung  erbSli 
aber  auf  ganz '"ähnliche  Art  wie  oben 

16)  t/tt=  \  IhFVS.V^^ 

d.  h.  das  Product  einer  Wurzel  der  Gleichung 

f£3+4(^  — C)=0 
io  eine  Wurzel  der  Gleichung 

«•  +  1(^+0  =  0 
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weder 

V 

-!(»-!<■*). 

ndlich 

erbei  entsteht  nuo   die  Frage ,    ob  es  immer  eine  Wurzel 
eichung 

ti3  +  4(.4-C)=.0 
ne  Wurzel  der  Gleichung 

deren  Product  in  einander  —1(6 — Ja*)  ist,    »velche  Frage 
gende  Art  beantwortet  werden  kann, 
»mbinirt  man  die  Wurzeln  13)  der  Gleichung 

«»+4(^-0=0 

9  mögliche  Arten  mit  den  Wurzeln  14)  der  Gleichung 

alt  man,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet,  die  folgen- 
roducte : 

I  1 

»  1  1 

,               ,        1  — v3.V^ 
t<,«a=— Ujiii. s ' 

1  1        1  +  V3.V^ 

iiiii,=— tfitii. s ; 

1  1  Ji  ■ 


1  1        1-V3.V^ 

1  1 


tiaUi=— MitiA.  ,^ 


U2!U2  =  —  UiUt 

1  1 

1  1 

1  1 


1  +  V3.V-1 


1  I        1+V3.V"— 1 


l«8Wi= — «iMi. 

1  1 

1  1 

1  1 


1        l-v3^V^-l 

11^ 
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Hieraus  sieht  man,  dass«  wenn  man  eine  Wurzel  der  Gleielrai 

tt»+4(^-C)=0 
in  eine  Wurzel  der  Gleichung 

mnitiplicirt,  das  Product  nur 


.  1 


oder 


1— V3.V^-1 
— tti«i. j 


oder  endlich 


1        I+V3.V^ 


sein  kann. 

Nun  ist  entweder 


oder  es  ist  nicht 


ttiUi=— 1(6— io«). 


1 


1 
Im  letzteren  Falle  ist  nach  dem  Obigen  entweder 


Ml  «1=4(6— Ja*). 2 ' 

oder  es  ist 


Miui  =  i(6-ia«)/^^^^'^       ' 

Ist  aber 

»          wr     ,  «v  1— V3.V^ 
«i«i=4(o— Ja*). 5 » 

so  ist 

UiUi. 2 =i(6— Ja«). 0,2         ^ 

d.   i. 

«i«!- s =zi(b—\a% 


3$1 


also 


kt  dagegen 


1        1  +  V3.V— 1         ,,,      ,  ^ 

— tfitlx'. 2 =  — i(^— i«> 


«l«i=i(*  — 3«*). 25 

1  ^ 


«o  ist 


d.  L 


also 


1— vs^vpi       ,,-    ,  ^. 


Elält  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen ,  so  ereiebt  sich  auf 
QDzwddeutige  Weise»  dass  es  immer  eine  Wurxel  aer  Gleicbuag 

«ad  eine  Wurzel  der  Gleichung 

u^  +  i(A  +  C)=0 
giefot»   deren  Product 

mt 

L«assen  wir  nun  u^   und  u^  die  Wurzeln  der  beiden  in  Rede 

stellenden  Gleichungen  sein,  deren  Product  —l(b — \ä^)  ist,    so 
dass  also  * 

17)    tlitii  =  -J(ft-ia«) 

1 

ist»  so  ist  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet,  auch 

18)    ia»f»=-J(Ä-ifl*), 
vnd 

19)    i8^  =  -J(6-äa*). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  allgemein 
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X = 


tt 
Also  können  wir 

1  1 


ar  — j 

tii 


setzen«    Dann  ist  auch 


i,Wi(ii— ia)— J(6— io«)iii 
Ä= — ^ ' 


«4«^ 


d.  i.  nach  dem  Vorhergeheoden 


•  I 

also 


Ferner  kSnnen  wir 


a:  = i 


setzen.    Dann  ist  auch 


i  1 

0-= ; 

1 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

ar=— ^ i i-^* 

MaWa 

also 

a:=  — ia  +  Ua  +  Mj. 

Endlich  können  wir  auch 

a:= i 

«8 
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setzen.     Dann  ist  auch 


1 

t 


«8«« («8 — 1ä)  —  J  (*  -  i«*)  «a , 

1 
d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


also 


Demnach  ist: 


i8«2(W3 

1 

1     1 

x^ 

is^f« 

j:= — }( 

a  +  tts  +  tt«. 

1 

(- 

la+4  +  «(i- 

20) 

*=  - 

■ia+ia  +  «8. 

t 

1«+»%+«««; 

Obigen : 

/  -ia+ii+Wi> 

21)    xz=i\  — Jo— Mj. 2 ''i- 2 


1  i+vS-V^       i-v3.\rzT 


oder 


1 


—  Ja  +  Wi+Ui, 


1 


22)    a:={_-ia— 4(«,  +  tt,)+4(Mi-it,)v3.V^, 

1  1 

-  Jo-4(ii  +M,)-4(J«»— ««i)V3.  V"=^f. 

1  1 

Man  mnss  nun  zwei  Fälle  unterscheiden ,  jenachdem  die  Grosse 
C  reell  oder  imaginär,  d.  h.  nach  dem  Obigen,  jenachdem 

J«— Ä^  oder  J«-1?<0 

tet. 

l^enn  zuerst  C  reell,  d.  h. 


ist  9  80  sollen 

V-4(^— C)  und  ST'-HA+C) 
die  reeUoD  Cubikvrurzeln  aus  den  beiden  Grossen 

-4(^-0  und-i(^  +  C), 
d.  h.  die  reellen  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

tt»+'i(-4— C)=0  und  u^+UA+C)=0 
bezeichnen;    dann  ist 

und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  man  folglich 

„      (  «i  =  V-4(^-C), 

1 

ZU  setzen  berechtigt ,  wo  nun  Ui  und  tc^  beide  reelle  Grossen  sii 
Also  ist  nach  22)  in  diesem  Falle: 

-la  +  yr-i(A-C)  +  >/  -i(A+C), 
-i«-i{V-l(J-C)+V-i(^+C)l 
24)    x=^  +4IV-4(^-C)-V-i(^-FC))v3.V^ 

-ia-4{V^-4(^-C)+V-iM+C)| 

welches  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubiscben  Gleicbung 

I 

sind.    Zur  Bestimmung  der  Hiilfsgrossen  A,  By  C  hat  man  dm 
dem  Obigen  die  Formeln: 

A=^ja^^lab  +  c, 
25)     ^  Ä  =  -.,^(6-la«)^ 
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Wenn  C  nicht  verschwindet»  d.  h.  weno 

^«— Ä>0 

ist»  so  sind  die  zweite  und  dritte  der  drei  Wurzein  24)  imaginär 
und  UBgleidi,  und  die  gegebene  Gleicfaong  hat  also  eine  reelle  nnd 
mwei  ungleiche  imaginäre  Wnrzefai. 

Wenn  dagegen  C  verschwindet,  d.  h.  wenn 

ist,  so  sind  die  zweite  und  dritte  der  Wurzeln  24)  reell  und  gleich» 
wbA  £e  gegebene  Gleichung  hat  also  drei  reelle  Wurzeln»  von 
draen  xwei  einander  gleich  sind»  nämlich  die  Wurzeln 

26)   \  _!„_  vr:i3. 

Wenn  femer  C  imaginär»  d.  h. 
iit»   0o  Ist 


C=Vä-^*.V^, 


oder,  wenn  wir 


27)    Z>=Vi?~^« 
Setzen  wir  nun 

Bi  und  n  reelle  Grössen  sein  sollen»  so  ist 

=in(m«-3n«)+n(3m«^-n«)V^» 

29)    in(m«^3n«)  =  -4iJ,  n(3m«— n«)  =  4Ä 
Fsiglich  ist 

—  l(il+C)=— J^— iöV^^=m(m'^3it«)— ii(3wi«-n«)V^ 

= m»  -  3m«n  V^  — 3mfi«+  n»  V^  =(m— w  V-^)», 


35« 

und  wir  sind  daher ,  gleichzeitig  mit  28) , 

zu  setzen  berechtigt,  so  dass  also  gleidizeitig,  d.  h.  mit  Beauehmy 
der  obern  und  untern  Zeichen  aufeinander» 


8 


31)   V-i(^iFC)=V-i^-|.4/>vrzj=:wi±»tV'^ 

ist. 

Also  ist 


'II 
■  j. 


V-U^— O.  V'=r(^+C)=(m+»  V^)(m-nV^)==MtH»'; 

und  folglich 

(m2+n2)3=jM-C)(^+0=i(^^-C«)  =  iÄ, 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

(m«+n2)»=-,S(6".la«)», 

also,  weil  dies  eine  Gleichung  zwischen  reellen  Grössen  ist, 

m2  +  n2=-ä(6-la«)  *). 
Folglich  ist 

^^TITj^ZTC).  V  -4(^+0=(m+«V^^)(wi-nV^)=-i(6-l«')' 
und 

m  +  n  V^ — 1  und  m  —  n  V^— 1 

sind  daher  offenbar  zwei  Wurzeln  deir  Gleichungen  «*  +  i(/l— r)=^ 
und  M3  +  i(2^  +  C)=:0,  deren  Product  — 1(6— io»)  ist  Duktr 
ist  man  nach  dem  Obigen  berechtigt 

t^=m— -nV  —1 


1 
zu  setzen.     Führt  man  aber  diese  Werthe  von  u^  und  u^  in  di^ 

Gleichungen  22)  ein^    su  erhält  man   nach  einigen   ganz   leichte^ 
Reductionen:  '•' 


*)  Dass  im  vorliegenden  Falle  Bz=z—^{p^\a'^y,  and  dato« 
—  iV(^ — \^*y  *  ^^^^  positive  Grösse  ist,  versteht  sich  nach  den 
hergehenden  vop  selbst,  folgt  aber  auch  augenblicklich  ans  d0r'~' 
gung  A^  —  ^^0,  welche,  wenn  B  negativ  wäre,  offenbar  nicht 
sein  könnte. 
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33)    a?=  I  —  Ja— m— iiV3, 
(  — ia — m  +  wv3; 

id  sieht  also  hieraas  zugleich,  dass  im  vorliegenden  Falle  die 
'ei  Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichungen  jederzeit  alle 
rei  reell  sind,  waS  natürlich  besonders  bemerkenswerth  ist 

Bis  hierher  ist  die  ganze  Entwickelunc;  bloss  mit  Hülfe  der 
;ewobniichen  Algebra  mOglich  gewesen.  \Venu  es  sich  nun  aber 
m  die  numerische  Bestimmung  der  drei  reellen  Wurzeln  2Ü)  selbst 
tändelt,  so  kommt  es  hauptsächlich  auf  die  Bestimmung  der  bei- 
ko  reellen  Grössen  m,  n  aus  der  Gleichung 


in,  wozu  die  gewohnliche  Algebra  nicht  mehr  ausreicht,  sondern 
lach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Mathematik  die  Goniome- 
rie  unbedingt  erforderlich  ist. 

Zu  dem  Ende  setze  man  zuvörderst 

—  ii4  +  4/>  V'^l  =  ^  (cos  9  +  sin  9  V^), 

vo  Q  eine  positive  Grosse  sein  soll ;  so  hat  man  tut  Bestimmung 
ron  9  und  <p  die  beiden  Gleichungen 

34)    Qcoa<p=^ — iA,    QSin(p=:lD; 

m  deoen  man,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann 
n  dnander  addirt, 

ibo,  weil  Q  positiv  sein  soll, 

35)    Q  =  \WA^+IP 

fhUt  Hat  man  mittelst  dieser  Formel  9  gefunden,  so  ergieht 
reh  (p  mittelst  der  Gleichungen 

A      .         D 

36)    cos9=-2^,  8m9=2^. 

^  diesen  beiden  Gleichungen,  d.  h.  den  beiden  Gleichungen  34), 
'Bleich' genügt  werden  muss,  so  muss  man  hei  der  Bestimmung 
>^  9  die  folgenden  Regeln  beachten : 

Wenn  die  Grossen 

A,   D 

^ptitfire 


3^ 

positiv,  positiv; 
positiv,  negntiv; 
negativ,  positiv; 
negativ,  ocgativ 
flo  musB  man  «p  so  nehmen,   dose  Tespn^tive 

0  <?.<  90". 

270*<9-<;3eoo 

Man  kann  aber  unter  Bea ch tun c  derselben  Hebeln  atich  zaersl 
mittelst  der  nwa  ^)  sieb  auf  der  Stelle  ergebenden  Gleicbuug 

37)    tanggi=— j 

,  und  erhält  dann  p  mittelst  eines  der  beiden  folgenden 

_         A  D 

Die  numerische  Rechnung  nach  der  zweiten  Auflusung  ist  affeo- 
bnr  leichter  als  die  nach  der  ersten  Aiiftiisung. 

Hat  man  nun  auf  diese  Art  die  <jr5ssen  g  und  91  bestiramt, 
und  also  der  Gleichung 

-  hA  +  yj\'^^=Q(cos<p  +  sin<p  \r^l) 

geoSgt;  so  ist  nach  dem  Hoivre'scben  Satze,  den  wir  biet  al* 
bekannt  voraussetzen.  Indem  überdies  sein  Beweis  so  leicht  i«t 
dass  er  seibat  sehr  fdglich  in  die  Elemente  aufgenommen  v 
liann,  worin  uns  hoffentlich  jeder  Lebrer  t— -*=—  —'-j- 


d.  h.  die  GrSsse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheitszäclieu  ist 
iedeneit  ein  Werth  der  Cubikwuncel  auf  der  Haken  Seite  dos 
GteMibeHweicbeDs,   und  wir   sind   daher  nach  den  OhigcD  b«- 

reditigt, 

im  =  flcos!9i. 


40) 


1  setaen,   wodurch  daher  die  Grvsseo  m  und  n  besti|Bii4*.  «ad 
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dk  eegebeoe  cabische  Gleichung  folglich  als  aufgelöst  zu  betrach- 
ten ist    > 

Zum  Schluss  dieses  Aufsatzes  wollen  wir  nun  noch  die  ganze 
ioflSsung  der  cubiseben  Gleichungen,  wie  sie  sich  aus  dem  Obi- 
feo  ergiebt,  im  Folgenden  zusammenstelleD. 

Die  aufzulösende  cubische  Gleichung  sei  die  vollständige 
Gleichung    ^ 

a:'  +  ar*  +  6:r  +  c=0. 
Man  berechne  zuerst  die  beiden  Hülfsgrussen 

^  =  5*7«»— JoÄ  +  c, 

18  den  Coefficienten   der  aufzulosenden  Gleichung,    und  daraus 
Tner  die  GrSsse 


Wenn  dann 


A^—B^O 


it,  so  setze  man 

C=^A^^B, 

md  die  drei  Wurzeln  der  aufzulosenden  Gleichung  sind  dann,  wenn 

V'-iM—C)  und  V^-iC^I  +  C) 
He  reellen  Cubikwurzeln  aus 

— 4(^— C)  und  -i(^  +  C) 
»eieichnen : 

/  -la+V-i(^-C) +  (^-^1(^  +  0, 

Für 
rden  diese  drei  Wurzeln: 


I  ..    »i 

-5a-  V"^:rp; 


und  sind  sfimmtlich  reell. 
Wenn 

isty  80  setze  man 


und  berechne  den  Winkel  q>  mittelst  der  Formel 

D 

tang9)  =  — -7, 

indem  man  beachtet,  dass,  wenn  die  Grossen 

A,  D 

respective 

positiv,  positiv; 
positiv,  negativ; 
negativ,  positiv; 
negativ,  negativ 

sind,  der  Winkel  q>  so  genommen  werden  muss,  dass  resp 

90o<9)<180o, 
180o<9)<270o, 
0  <(p<  90O, 
^0o<9)<360o 

ist.    Dann  berechne  man  q  mittelst  einer  der  beiden^Formelf 

_        ^     -     ^ 

^         2cos9)     2sin9 

und  die  Grossen  m,  n  mittelst  der  Formeln 

ffi=^^c6sJ9), 
n^=.Qi  Bin  l<p. 

Hierauf  erceben  sich  die  drei  reellen  Wurzeln  ,^  welche  üb  \ 
bene  Gleichung  in  diesem  Falle  jederzeit  hat,  mittelst  der  Fon 

—  Ja  +  2m, 
x=  ^  —Ja — m—nV^y 

—  Ja— iii  +  ii\/3.  .,  ,tr 


Uieae  AuHrisuDg  der  euliisulieii  Gleklmn^en  dürfte  »Ich  na- 
untlich  tinilarch  empfelileD,  lUsa  sie  »'eiii);etenfi  eine  directe 
Weititcliaffuiig  lies  »vvellen  Gliedes  der  aufzulösenden  Glcidiun^ 
jjHcbt  «rfurdert,  und  in  ollen  Fällen  alle  drei  Wurzeln  dcriiellicii 
n  Tüllift  entwiekelten  Anadrücken,  die  auch  für  die  nnnteriache 
t  CS  uns  Hcheint.  hinreichende  liequemlichkeit  dtir- 
VVir  glauben  <laher  diese  Auftuitung  einiger  Iteach- 
Lcscr  wohl  empfehlen  zu  dQrfen. 


XXXIV. 

icfcer  die  Bestimmung  des  scheinliaren 
Ortes- 

Voll  d*ui 

Herrn  Doctor    J.    Dienger,  u 

■  ■n  der  liühuren  Bürger« iliulc  xu  Sinshiiini  boi  Heidelberg. 


I  allgemeine  Aufgabe  lautet: 

_i  Beheniier  Punkt  hcHet^t  s'uih  puch  irgend  einem  i>egebe- 

Met/e  Ruf  einer  Korve  und  ^iehl   einen  andern   I'unüt,    der 

i  nach  einem    ^leichfaiU   bekannten  Gesetze    auf  einer  Kurve 

man    verlangt    die  Kurt'e  zu   kennen,    irelche    der    letzte 

feiner  |;ei;elien»n  Oburllarbe  ku  beschreiben  scheint." 

(  Probteni  kommt  nlTenbar  auf  fönendes  zurück  : 

Ji  denke  «ich  durch  ir!>en(I  eine  Lage  des  Rcljenden  Punk- 

l  der  ihr  ontMirwh enden  des  gesehenen  eine  gerade  l.ini« 

(ogrä,    Rutbe  die  Ohi^rlliiche,    ivelchu  dnrch  iille  solche  gerade 
~'"i  K^hildct  wird,    und  bestimme   dann   den   Üurchschiiitt  <)ie- 
*■     tfiche  mit    der  gegebenen,    so  ist  die  Uurchschniltskurve 
'rare  Ort  Acfi  geNeheueu  Punktes. " 
EU  bewerkstelligen,  seien 

y  =  A^).    t=F(x)  (1) 

faiilgen  d«r  Kurve,  auf  der  sich  der  sehende  Punkt  ben^egt; 
,=/■,(»),  .=f,(x)  (2) 


StB 

die  der  Karre,  auf  der  sich  der  geseheoe  Punkt  bewegt  nd 

Six.  9,  »)=0  (39 

die  Gleidiung  der  Oberfläche,  auf  der  die  Bcheinbaren  Orte  w^ 
geben  werdeo  sollen. 

Sei  ferner  t  die  von  einem  bestimniten  Anfange  an  bis  zn  irge 
einem  beliebigen  Zeitpunkte  verflossene  Zeit,  und 

ar  =  g)(0,   ar=9i(0  (4) 

seien  die  Funktionen  der  Zeit,  welche  die  Werthe  der  Abscissen  d 
Kurven  (1)  und  (2)  ausdrücken,  so  werden  auch  die  Ordinalen 
und  z  der  beiden  Kurven  als  Funktionen  der  Zeit  gegeben  sd 
wenn  man  för  x  seinen  Werth  als  Funktion  von  t  setzt. 

Man  findet  also  fflr  die  Kurve  (1) : 

a:=9(0,  y=t(0,  z=m 
wenn   iK«)«/(9(0),  d(t)=F{q>(t));  (5) 

wenn  i^i(t)  =  fi(<pMh  «i(<)  =  ^i(9>i(0).  («) 

Die  Gerade,  die  durch  diese  Punkte  geht,  hat  zu  Gleichungeo 


oder 


(or- <p«))(*,(0-Ä(0)=(*- *(0)(Vi(0-9»(0).  {        fl) 

(y— *(<))(«i(0-*W)=(«-«(9)(i>'i(0-*(<)).  '        ■ 


Elirainlrt  man  zwischen  diesen  beiden  GieichimgeD  die  GrSd 
t,  so  findet  man  eine  Gleichung 

welche  die  Gleichung  der  durch  alle  diese  Linien  gebildetsft  (m 
fläche  ist.    Die  Durchschnittskurve  der  durch  (8)  und  der  lo 

g)  ausgedrückten  Fläche  ist  die  gesuchte  Kurve  des  ecb^bihii 
rtes.    Gehen  wir  zu  Anwendungen  über. 

1])  Ein  Auge  bewegt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigh 
a  horizontal,  während  ein  Körper  ohne  Aufangsgeschwindigb 
von  einer  Hube  h  herunter  ßillt  Man  soll  den  scheinbiureo  C 
dieses  fallenden  Korpers  auf  einer  vertikalen,  der  RickhHiA'M 
Auges  parallelen  Ebene  bestimmen,  welche  von  dieser  Ullti 
die  Grösse  k  entfernt  ist  k 


* 


Mao  nehme  an,  ea  fangen  das  Auge  und  der  KOrper  ihre  Be- 
iFMimgeu  zu  gleicher  Zeit  an ;  der  AuseangspunlLt  des  Auges  sei 
iittiigspunkt  der  Koordinaten «  die  Richtung  desselben  Aze  der 
r,  die  Axe  der  z  vertikal  und  die  positive  Axe  der  y  gegen  die 
pgebene  Ehene  gewendet.    Die  Gleichungen  (5)  sindTano  hier 


«•(6)  dagegen 

x^b,  jf-^^c,  2=:A— ^; 

«m  b  und  c  die  horizontalen  Koordinaten   des  Fusspunktes  der 
Uoie  sind 9  welche  der  bllende  Körper  beschreiht.    Demnach 

fHi^at,  ♦«^O,  d(0=0;  (pi(t)=b,  i^{t)==c,  t^(i)^h-^^\ 

worio  g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwerkraft  bezeichnet. 
Die  Gleichungen  (7)  werden  also  zu: 

Sf(A— ^)=2^c; 

2a«(*3r-cz)  (c  -y)»  -,^rcj:-Ay)«=0 

kr  Ae  Gleichung  (8)  erfolgt. 
Die  Gleichung  (3)  ist  hier 

fcaiiacb  erbttit  man  als  Gleichung  des  scheinbaren  Ortea: 


Glekfaung  eine  der  wirklichen  Kurre  identische  Karre  aus 

kUct»  die  mit  ihr  in  der  Entfernung  A  parallel  gezogen  ist 

j)r;;.^Mrt  man  statt  x:x  +  '--  ,  statt  t:x  +  —  »  so  wird  diese  Glei- 


2a*  (c— *)«i»+5rihAi:*=0 , 


X«=: 


^Ac 


Nnmch  ist  die  Kurve  des  scheinbaren  Ortes  eine  Parabel ,  deren 
■Aiitel  tm  Koordinaten  hat : 


24* 


i..ti   -.w     .-•  m{;^.<    i'.        «lt..!      -N       t  •'.>":•••.> tj».'{    i'ili  I4bi*iii*>^iiitt4ti. 

fiialM  d«r  Axe  der  x.^^     .    m         •     -- , 

HiMM»  ergeben  ^h  efadge  neikwflrdige  Felgei—te»>  Wbe 
•lidch  A=:e,  so  flUide  man»  du»  der  KOrper  elw>MiA»^;toe«lt>  * 
rechte  Lioie  in  darchlaufea  eeheine»  wm  ndi  Toii  eelbel  yeretefcL    . 
ih  er  aUdann  seine  «HrUkhe  Bahn  sa  dorcManfen  ecMat  «na    . 
dnrehlinft.    Im  Anfiinge  m  fiMregnfi|  M  der  Urper  mMakm 
In  dem  Ponkte,  dessen  Keerdnalent 

d.  k.  im  ScJ^l  der  Pkrabel.    Am  fende  der' Zeit^  '^ Ji^|Vtffl'l*  * 
der  Körper  in  dem  .Pün|^tej  dessen  Keerdniien;       .    .,       .^     • 

Nimmt  man  dag^^  dM )teKeltd[  derfUrabS  (in  der  EbeM  dar 
st)  warn  Aniangspaolct^ der  Koordinaten,   so  md  die  I 


dBeser  awei  Punkte:  „•.^/'^'.       ,  -, 


x=0,  gssk,  x=0; 


«aisiuff 


Demnach  scheint  der  Korper  in  der  Zeit  t  (von  Anflug  an}  die 
Länge : 

zu  durchlanfen,  während  das  Auge  die  Länge  ai  durddinft. 

2)  Ein  Punkt  bewegt  sich  horizontal  mit  gleicbfiirmiger  6e- 
scBwindigkeit  a  in  einer  geraden  Linie ,  während  ein  Auge  sieli 
ifi  ein^m  ebenfalls  horizontalen  Kreise  mit  der  gieiebRirm^lieii  Wiuh 
kelgeachwindigkeit  b  bewegt.  Weiches  ist  die  Kurve  des  edMnl^ 
baren  Ortes  auf  einer  Ebene,  die  parallel  ist  mit  der  Richtnup 
des  cesebenen  Punktes ,  vertikal  steht  und  \ym  dem  Mitteipunn 
des  Kreises  um  die  GrOsse  k  entfernt  ist? 

Es  sei  r  der  Halbmesser  des  Kreises ,  seine  Ebene  die  der 
xy,  sein  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  die  Axe 
der  z  nach  oben  gerichtet.  Sei  ferner  die  Gleichung  der  vom  ge- 
sehenen Punkte  beschriebenen  geraden  Linie: 

y=c,   2  =  d; 

indem  wh*  die  Axe  der  x  ihr  parallel  annehmen  und  dem  poni- 
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tiren  Theil  nach  der  Richtung  der  Bewegane  hin  gehen  lassen ; 
desseleichen  sei  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  gegen  dieselbe 
geridbtet    Endlich  sei 

y  =  f 

St  Gleichung  der  erwähnten  Vertikalebene. 

Es  sei  im  Anfange  der  Bewegung  das  Ause  in  der  positiven 
Axe  der  y,  der  gesehene  Punkt  in  einer  Stelle,  deren  Abscisse 
s^k  sei>  so  ist  für  diesen  Fall: 

^=rsin(60,  y=rco8(/b(),  z=:0 

Ar  den  sehenden  Punkt,  d.  b. 

9(0=:rsin(60,  ^(t)=rcoH(bf),  ä(<)  =  0; 

teiglelchen 

Die  Gbichangeii  (7)  werden  also: 

(ar— rsin(6e))rf=:2(Ä:+<rf-rsin(6<))f 

Dktt  twel  Gleichungen  mit  der  Gleichung 

9  =  f 
beitnnmen  voÜständig  die  gesuchte  Kurve. 

Wir  wollen  sie  nur  für  den  Fall  ableiten,  dass  0=0,  d.  h.  der 
{ttehene  Punkt  in  Ruhe  sei.    Alsdann  findet  sich : 

ib  Gleichung  der  Projektion  der  gesuchten  Kurve  auf  die  Ebene 
Itt  XX,   welche  Projektion  aber  der  Kurve   selbst  identisch  ist. 

Xe  gesuchte  Kurve  ist  somit  vom  zweiten  Grade.    Sie  ist 

■ 

a)  eine  Ellipse,  wenn  V'^c; 
ß)  eine  Parabel,  „  r=t; 
y)  eine  Hyperbel,   „      r^c» 

hm  Andeatuagen  m5gen  genGgen. 
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Kin  neues  Verfahren,  ohne  IV^inkel- 
mesainstrnmente,  fast  ohne  alle  Kennt- 
nisse in  der  Oeometrie,  und  nur  mit  i^e- 
rindern  Gebrauch  der  Messfcette  sehr 
zerschnittene  Fluren  genau  und  schnell 
aufzunehmen  und  zucartlren;  also  nir 
viele  JLandwirthe  und  andere  g^eeig'net, 
die  die  Oeometrie  nur  nebensächlich 
betrieben  haben ;  Jedoch  auch  in  vielen 
Fällen  für  Feldmesser  von  Profession 
anscheinend  vorzugsweise  branchbar- 

Von  dem 

Herrn  Vcrmessungs- Revisor   iVernst 

zu  Be«iin   auf  der  Imul  Hügen. 


Es  sind  bisher  noch  ivolil  keine  Abstcckst&be ,  MesslU^en 
Oller  dergleichen  vfir^ei$cfala$;en  worden,  womit  man  viele  im  Freien 
auf  einmal  damit  bezeichnete  Punkte  in  einiger  Eutfüniung  (bis 
auf  angel^hr  6Ü0  Schritte)  eicher  und  genan  von  einander  unter- 
scheiden, und  darnach  diese  Pnnkte  leicht  benennen  könnte-  Prak- 
tiHcb  am  brauchbarsten  dSrften  solche  Mesaflageen  ivie  TaT  VU. 
Fig.  1.  einzurichten  sein.  Die  offenen  Endflächen  des  Cylindt«« 
aa,  etwa  1  Kuss  im  Durchmesser,  werden  durch  gewöhnliche 
kleine  Tonnenbänder ,  der  Mantel  des  Cylinders  durch  verschie- 
denfarbiges Zeug  gebildet.  IVIan  nehme  schnarzes,  rolhes  «hI 
weinses  Zeus ,  Farben,  die  allenthalben  Ucht  zu  haben  sind,  was 
wichtig  ist.  Regen  und  Sonnen^rhVtn  niderstehend,  und  die  niKfa 
in  der  Ferne  am  besten  zu  unterscheiden  sind.  Mit  diesen  drei 
Farben  kann  mau,  in  der  Feme  deutlich  unteTScheidbnr,  21  ver- 
schiedene solche  Cylinderdaegcn  herstellen.  Nämlich,  indem  nm 
d«n  Farben  nur  die  AnfangM>ucb8tahen  hor^esetzt  werden: 


Die  Streifen  dürfen  natürlich  mir  homnntal  geli«n.  da  die 
rylinderfliiggen  sonst  nicht  von  allen  Seiten  üleieh  aussehen  »Or- 
den. Mehr  als  drei  Streifen  zu  nehmen  ist  nicht  rathaam,  da 
dann  Undeutlichlceit  entstehen  könnte.  Glaubt  man  mehr  als  21 
BD  gebraueben,  was  indessen  nicht  so  oft  vorkommen  niüi^le,  so 
mnss  man  lieber  eine  neue  Farbe  hinzu  nelimen.  Gelb  oder  hellblau 
nflrde  am  lieslen  sein;  indest^en  steht  in  der  Ferne  Aas  Gelbe 
Iricbt  weiss,  das  Hellblaue  schivarz  aus.  Die  Streifen  brauchen 
dicht  breiter  als  1'  zu  sein.  Man  muse  nothwendif;  in  so  fern 
•ine  feste  Ordnung  beibehalten,  da»»  man  immer  von  oben  an  die 
FUffgen  benennt.  Die  Flaggen  selbst  sind,  ein  fiUr  allemal,  oben 
nitlUbideni  zuni  AnbKngeo  vertjchen.  da  sonst  beim  Abwehen  z.  H. 
T.  w.  8.  statt  8.  IV.  r.  unrichtit;  wieder  angehängt  werden  könnte. 
Viele  Verrichtungen,  so  auch  diese,  eelingen  nur,  wenn  man 
keine,  auch  nicht  die  unscheinbarste,  Vorsichtsmafisreeel  ausser 
Acht  ISsst. 

fEs  erhellet,  dass  diese  Cv linderflaggen  auch  beim  Messen 
des  Details  mit  dem  Messtisch  von  tresentlichem  Nutzen  sein 
nürden.) 


Zd  diesen  Flaggen  kann  man  erüsstentheils  Ideine  leichte, 
Datfirlich  aber  nur  genide  Stangen  nehmen.  Ausserdem  gebraucht 
man  mehrere  bedeutend  grössere  Stangen,  etwa  mit  Stroh  kennt- 
licher gemaeht.  Man  errichte  mit  drei  Strohstangen  (Taf.  VII. 
Ftg.  2.)  in  oder  um  einer  aufzunehmenden  Flur  zunächst  ein  nur 
gani  ungefähr  gleichseiti$:es  Dreieck  ABC.  Mit  den  Cylinderfleg- 
sen  bezeiehne  man  Innerhalb  des  Dreiecks  »lle  bemerkenswertben 
Pnnkte  in  den  Grenzen  und  I an dwirthschart liehen  Contureo,  in 
niu  beliebiger  Reihenfolge,  so  dass  di'-se  Cnnturen  von  einer 
Fl^^e  zur  andern  als  gerade  anzunehmen  sind;  während  man 
dabei  zugleich,  nach  und  nach,  in  einer  dabei  etilsteheoden  ganz 
■af^etahren  Handzeichnung,  etwa  wie  in  Taf.  VII.  Fig,  3.,  bemerkt. 
In  welchen  Punkten  nnd'Conturen  man  jede  einzelne  Flagge  senk- 
recht errichtet  hat.  Es  erfordert  diese  Handzeichnung  nicht  etwa 
Ferttgkeil,  oder  genmetrische,  sondern  nur  moralisch«  Ctenauig- 
keH,    doBS  die  notirten   Farben  nicht  verwechselt  werden  kfinnen. 

Man  messe  hierauf  die  drei  Seiten  des  Dreieck»  ABC  Wftb- 
renil  man  hierbei  von  B  nach  C  sich  bewegt,  werden  die  sämmt- 
licben  Flaggeiistangen ,  die  man  im  Dreieck  i4fiC  auügestockt  hat. 
noch  und-  nach,  aber  wuhrscheiolich  ausser  der  Reibe,  mit  der 
Strahstange  A  in  eine  gerade  Linie  kommen.  Wo  dies  gescbiehl. 
wird    die   jedesmalige  li^ntfemung .    immer    von    it   ;dt  giüneseen. 
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Dotirty    und  hierbei   zugleich    angegeben,   welche  Farbe   es  vrar. 
Nur  die  Linien   der  Flaggen  mit  A  notirt  man  beim  Messen  der 
Linie  BC,    Die  Verlängerung   der  Linien   zweier   oder   mebrarer 
Flaggen  unter  sich,    die  nicht  etwa  auch  durch  A  gehen ,    Itat 
man  unbeachtet.     Alan  kann  hierbei  nicht  leicht  irren ,    denn  mio 
hat  nur  zu  beachten,  was  mit  ^der  einzigen  Stange  A  vorgeht,  die 
durch  ihre  Grösse  und  den  8trohwiepen  kenntlich  ist.    Die  beidei 
Strohwiepen  B  und  C  sturen  nicht,  weil  man  damit  in  einer  Linie 
ist.     Ganz  analog  verfahrt  man  bei  der  Messung  der  andern  bet 
den  Linien  CA  und  AB.    Das  unmittelbar  beim  Hessen  geflikrte 
Manual  sShe  sich,  dann  so  an: 


Von  B 

Von  C 

Von  A 

nach  C. 

nach  A. 

noch  B. 

n 

.  u  t  h  e  1 

1. 

w 

•  17,0 

00,1 

48,3 

* 

22,4 

13,5 

69.5 

r 

24.0 

30,8 

65,0 

WS 

29,2 

57,2 

37.4 

rs 

36,4 

68,3 

30,0 

WT 

36,4 

66,0 

21.6 

sr 

39,4 

17.1 

57,4 

rw 

41,3 

42,3 

43.8 

tto 

45,2 

36,3 

45.9 

«w 

46,0 

58,8 

19,5 

trw 

69,5 

59,5 

7,5 

nw 

78,1 

17,6 

27,5 

90,1 

81,5 

79.7 

Es  ist  nämlich  fiir  das  Auftragen  zweckmässig,  wenn  bei  jeder 
Farbe  die  entsprechenden  Entfernungen  in  den  Dreiecksseiten  bei- 
geschrieben werden.  Sollte  dies  nicht  gleich  beim  Messen  selbet 
geschehen,  sein,  so  muss  doch  vor  dem  Auftragen  das  Maluil 
so  geordnet  werden. 

Aus  Taf.  VII.  Fig.  4.  ist  nun  beispielsweise  bei  den  Pmhklei 
f,  r  und  to  zu  ersehen,  wie  bei  der  Constrnetion  der  übrigen  PusM* 
zu  verfahren  ist. 

Wenn  beim  Messen  das  Dreieck  fertig  ist,  so  wird  eine  Stolr 
Stange ,  etwa'  C,  weggenommen  und  auf  der  andern  Seite  von  Aß 
damit  ein  anderes,  möglichst  gleichseitiges^  Dreieck  gebildet  ■.  iL  ^* 

Die  Aufnahme  des  Details  hat  sonst  eben  so  grosse  Sckei* 
rigkeiten,  wenn  auch  anderer  Art,  als  die  Triangniirang  dt> 
Flur.  Es  ist  erfahrungsmässig  die  Klippe ,  an  der  junge  PnktAf^ 
am  leichtesten  scheitern;  ^nn  es  muss  immer  berflcktMM 
werden,  dass  das  (prcussische)  Feldmesser-Reglement  nur  1  SgrS^ 
pro  Morgen ,  auch  für  die  speciellste  Vermessung ,  gewährt  DffA 
Fehler  oder  nur  Un Vollständigkeiten  im  Detail  kann  aber  ig 
Elgenthum  eben  so  leicht  und  reichter  verletzt  werden ,  als  M^ 
in  einigen  Seiten  des  Netzes  Fehler  von  einigen  Fussen  obwaM^ 


Das  DetaU  Ist  aber  oft  so  auBnehmend  verwickelt,  dass  bei  einer 
r^D  niechafii sehen  Methode  die  Wafariseheinlichkeit  des  Irrens  die 
eeringere  sein  dürfte;    hei  der  obigen  ist  maii  aber  nach  der  « 


I  Herr. 

da  Sit   auch   Feldmesser  ' 


lerliclisteu  Figuren  immer  v 

Wenn  oben  angegeben  wurde, 
Fach  sich  diiiser  Methode  mit  Vortbeil  bedienen  ki'innten,  . 
«8  dAon,  vicnn  nach  irgend  einer  Methode  das  Netx  ilher  eine 
FhiT  gelef;t  und  das  Detail  nur  eiui»ennasscn  verwickelt  ist. 
WXrcn  die  Dreiecke  des  Netzes  zu  ^oss  l^r  diese  Itlethnde,  so 
kSnnen  sie  erst  durch  drei  in  den  Ureiecksseiten  errichtete  Slroh- 
■tangen  leicht  entsprechend  in  vier  Dreiecke  zerlegt  und  dann 
giDz  wie  oben  angegeben  verfahren  iierdeii. 


3LXXVI. 

leweis  des  obersten  Orundsatzes  der 
Methode  der  kleinsten  <|uadrate>  ■ 


Herrn  Dr.   Wilhelm  Matzka, 

Trofciior   der   Mathctaatik   zu   Tnrnow   in   GaliiieD. 


I. 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrnte  f^röndet  sich  bekannter 
Müssen  uiit  die  alit  (Grundsatz  hingestellte  Annahme,  das»  aus 
ni^weren,  fdr  eine  zu  suchende  Crrisse  durch  );leich  genaue 
[üoiMchtunfteu  cefundenen  Werthen  der  tvahrscheinüchsti'  Werth 
OKMcr  Grüsse  dem  arithmetischeu  Mittel  dieser  ßeobachtungs- 
vrerth«  gleich  sei.  Da  sich  nicht  läugnen  Ifisst,  duss  in  dieser 
Voraussetzung  etwas  WillkQrliche»i  liege ,  indem  es  Ja  der  Mittel 
Mis  mehreren  GrOsi^en,  also  auch  ihrer  Berechnungstveisen ,  unzäb- 
ligerlei  gibt;  so  bleibt  eine  gründliche  und  allgemeine  Rechtfer- 
tisnn^  (liescs  obersten  Princips  einer  so  höchst  folgenreichen  und 
nStzlichen  Doctrin  gewiss  wünschenswerlb.  Ich  hoffe,  die  hier 
nitKetheille  sei  mir  geglückt  und  der  Beachtung  der  Mathematiker 
nleht   unwdrdig. 


Fflr  eine   zu   bestimmende  GrSsse,    welche  . 
habe  man    durch   Beobachtungen  die    Wcrthe  o, 


tion  / 
bar  ai( 


370 

den ;   man  Teriangt  was  dieaen  Beobächtongswerthen  die  Grta»  x 
aelbat  su  berechnen. 

Sei  die  Abhängigkeit  jeder  Grosse  .r  von  den  IBr  sie  beob- 
achteten Werthen  a,  6,  c,....  durch  die  ihrer  Form  nach  noch  mh 
bekannte  Function  f{a,  b,  c>....)  ausgedrücict ;   sei  daher 

X'^'fiaf  b,  €,.„•), 

Nun  stellen  wir  folgenden  Satz  auf: 

I.  Es  ist  gleichgiltig,  ob  man  nach  der  von  der  Fonc* 
''  ausgesprochenen  Rechnungsvorschrift  unmitiel- 
le  GrHsse  a:  selbst  aus  ihren  Beobachtungsivertbei 
a,  b,  c...  berechnet,  oder  ob  man  zuerst  ihren  Unterschied 
von  einer  beliebigen  Grosse  m,  nemtich  or  — m,  ans  dei 
Unterschieden  der  Beobachtungawerthe  von  dieier 
HilfsgrGsse  m,  d.  i.  aus  a-^^m,  b — m,  c— m,....,  nach  der- 
selben  Rechnungsvorschrifty  und  nachher  erst  darau 
mittelbar  die  Grosse  x  selbst  nach  der  Gieichiig 
j:=:m  +  (a: — m)  berechnet. 

Anstatt  nemlich  x  geradezu  aus  x=/*(a>  6,  c,....)  zu  berech- 
nen, kann  man  auch  vorerst  o?— m  aus 

X — m=f(ü — m,  6 — m,  c  — ffiy....)» 

und  dann  erst  x  aus 

x=^m+(x — m) 

berechnen. 

Z.  B.  soll  die  Polhohe  x  eines  Ortes  durch  BeobachtiiDees 
bestimmt  werden,  und  hat  man  fiir  sie  bereits  die  Werthe  gefnndaB: 

a=:48012'32'',  6=48012'38",  c=48012'43^,...; 

so  kann  man  auch  nur  fragen ,'  um  wie  viel  die  PoIhShe  x  ttei 
489l2'=fn,  oder  über  48012' 30^=1»,  oder  Ober  4»^iaf33r,  tAs 
anter  ^^WASf  oder  von  48012"  36''  entfernt  Uege;  und  jede  ** 
aer  Annahmen  für  m  muss  auf  den  nemlichen  Betrag  von  x  Mtü* 

Die  Richtigkeit  des  behaupteten  Satzes,  der  Gnmdlace  i^ 
serer  ganzen  vorschwebenden  Untersuchung,  erhellet  aus  ¥<JI^ 
dem.  Man*kannja  den  Unterschied  x—tn  selbst  wieder  ab  ciM 
neue,  mittels  beobachtungen  zu  bestimmende  GrOsse  aasdM 
für  die  man  die  Beobachtungawerthe  a— «m,  6  — m,  <^— «m,..«  f^ 
funden  hat    Der  Voraussetzung  gemliss  soU  aber  die  Crlsicha«K 

j!=/(a,  6,  c,....) 

die  aligemeine  Rechnung« Vorschrift  aussprechen,  wie  jetltdke 
zu  suchende  GrSsse  x  aus  ihren  Beobachtuneswerthen  a,  I,  €^ 
berechnet  werde.  Mithin  muss  nach  eben  aieser  Rechmnii|i**^ 
schrifl  auch  die  dermalen  unbekannte  Grosse  o;— m  ans  ihii* 
Beebachtangswerthen  a — m,  ^— m,  €  — m,....,  d.  i«.  wmA^^ 
Bastimnuingsgleichang  ..ir>  ^*^' 
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berechnet  werden. 

3. 

Der  Unterschied  der  beiden  letzten  Gleichungen  gibt  die 
Gleichimg 

f{ü9  bf  c,....)— /*(fl  —  tn,  6— III,  i?^iii,....)ssiiii, 

welche. $r  alle  Werthe  von  tn,  a^  b,  c,....  gelten  mnss. 

Zv  EntwidEelang  des  Subtraheuds  benutzen  wir  Folgendes. 
Nhnint  man  von  einer  nach  nehreren  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  tf»  r,  tOf..,  sich  richtenden  Function  f(UfV,w ,....) 
Ihre  partiellen  Differentialquotienten »  und  bezeichnet  ipan  diese 
Kflrse  halber  nur  durch  <p(tf)»  xC^)»  ^(to),....;  so  gibt  bekanntlich 
der  enreiterte  Taylor  sehe  Lehrsats  das  EntwickeTungsgesetz 

+  tp(u+iJu)  ^u  +  x(v  +  rjJv) ^ö  +  ^(ic  +  ^Jw)Ju>  +  .... 

vo  t»  i|*  ^>-.*  absolute  Zahlen  zwbchen  0  und  1  sind. 

Setzt  man  demnach  ic==a,  v=b,  to=c,....,  2/t(=z/9=z/fo=:....=;— m, 
so  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in 

[g)(a — im)+x(b  ^  W^)+M,c — ^m) +  •...]  m  =  m ; 

daher  auch  noch,  weil  m  jede  Grösse  annehmen  kann,  in 

g)(a — £>n)  +  ;c(*  —  ijm)  +  ^c  —  dm)  +  .••.  =  !. 

Diese  Functionalgleichung  soll  aber  fOr  jeden  Betrag  der  von 
einander  ganz  unabhänei^en  GrOssen  m,  a»  b,  c,....  bestehen; 
das  vermag  sie  jedoch  (wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man 
▼on  den  Griissen  «r,  b,  c,«...  eine  allein  abändert)  bloss  dann, 
wenn  jeder  Summand  unveränderlich  ist,  folglich  die  Functionen 
^«  X-  ^»•••*  gewisse  von  m,  a,  b,  c,....  ganz  unabhängige  Con- 
atanten  p,  9,  r,....  sind,  aenlich  wenn 

bt  Dann  ist 

p+q+r +  ....=:!. 

Demnach  lässt  sich  nun  leicht  die  Form  der  Funjction  f  bestimmen. 
Denn  weil 

'y=^*'+i*+^'^+ 

also  auch 
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df=^pdM  -f-  qdo  4-  rdw  +  •••. 
ist;   80  gibt  die  Integration 

wofem  C  die  Integrations^Constante  bezeichnet 
Sofort  ist  jetzt 

x=^f{a,  6,  c,...,)='C'\-pa'\-qb  +rc  +  .... 

Zur  Bestimmaog  von  C  erwSgen  wir,  dass  falls  sl^mmtlidie  Beol- 
achtungswerthe  a,  6,  c,....  gleich  Nall  aii|(fallen  wOrden ,  nothwtB* 
dig  auch  die  aus  ihnen  zu  bestimmende  GrOsse  x  NoH  seio 
mflsste.    Dadurch  aber  wird  C=0  und  sonach 

x^pa-^-qb  -{-Tc-i- .... 

Um  jedoch  auch  noch  die  wenn  gleich  einfache  Bedingiifi- 
gleichung 

P+ ?  +  *•+..•  =1 

in  den  Ausdruck  von  x  mit  einzuflechten ,  stelleo  wir  uns  vor,  dui 
die  Zahlen  p»  9»  r,....  mit  einer  beliebigen  Zahl  t  moltiplicirt  Al 
Producte  h,  t>  2;,....  geben,  nemlich  dass  ptzzzh,  qt=^i,  rtzskr'^ 
folglich 

h  i     _k 

p=j,  q=-^,  *•— 7'- 

sei.    Dann  wird 

Äa  +  t6+Ai?+.... 

x= ^ 

^-  i 

Beseitigt  man  nun  hieraus  wieder  die  ganz  willkürliche  ZbU  f 
durch  Theilung,  so  wird  endlich  | 

ha-\-ib-\'kC'\-  .^.. 
A+i+A  +  .... 

Oder  auch:  Sind  den  Zahlen  p,  q,  r,....  gewisse  änderet»'* 
k,.,..  (direct)  proportional,  nemlich 


80  sind  alle  diese  Verhältnisse  einerseits  auch  noch 


I  I 


und  andererseits  - '  ''^'' 
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Aa  +  ib  +  /tc+ 

Diirm  folgl  hieraus  ebenfalls 

Ag-f  rt-Hc-f.... 
^^     Afi+i  +  -. 

Dabei  leuchtet  zugleich  ei»,  dass  die  Zahlen  h,  i,  k,....  nicht 
mehr  wie  die  früheren  ;j,  q,  r,....  mit  ihren  eigentlichen  Beträgen, 
sondern  nur  mit  ihren  gegenscitiseu  V  erhältuiMsen  in  Rech- 
imng;  zu  bringen  sind  ;  miglich  jedes  System  solcher  Zahlen  durch 
jedes  andere  ihnen  proportionaler  Zahlen  ersetzt  werden  kann. 


Nachdem  wir  nun  die  allgemeine  Form  des  Rechnungsaus- 
dnicke«  von  x  gefunden  halten,  benulzeD  tiir  zur  näheren  Erfor- 
schung der  HUrü- Verhältnisszahlen /i,  >,  k,..^  den  folgenden  Satz: 

U.  Die  durch  Reobachtnngen  zu  bestimmende  Grösse 
S  ist  ein  Mittel  der  für  sie  gefundenen  Beobachtungs- 
trerthe  u,  h,  c,....:  wenn  anders  bei  der  Auffindung  dieser 
Wvrtlie  lediglich  der  Zufall  insofern  nirlisam  gewesen  war,  als 
diese  im  Vergleich  gegen  die  gesuchte  (irrisse  nicht  durchgängig 
zu  gross  uder  zu  Idein  sieb  ergeben  halten. 

Denn  sind  die  benhachtelen  Werlhe  a,  b,  e,....  von  a:  —  wie 
inAii  jedeiieit  voraussetzt  —  in  no  weit  zufällig  gefunden  wurden, 
da^s  man  keitierk-i  vorliegenden  (irund  hat,  säiDOitliche 
diese  Werlhe  zu  i<ross  oder  zu  klein  anzunebiiion;  so  moss  man 
zupestefaen,  du^e  ei  n  ige  derselben  zu  groes,  andere  hinge- 
gen zu  klein  dich  ergeben  haben,    und  dass  sohin  die  gi 


r--  -   -  '  gesuchte 

"Grilxfle  ein  Mittel  ihrer  Beobachtangswerthe  ist. 

Nun  Ist  der  die  Berechnung  von  x  leitende  Quotient  bekannt- 
lich dann  gewiss  ein  Mittel  der  Grössen  n,  b,  t,....,  namentlich 
«ia  sogenanntes  ari  thnietisehes,  wenn  die  multiplicativen  Ver- 
b&llnisszahlen  /i,  i,  k,....  inegesamnit  in  einerlei  Aggregations- 
Bezlehung  vorkommen,  aW  einstimmig  oder  kurzweg  durchaus 
positiv  sind;  wogegen  es  zweifelhaft  bleibt,  wenn  sie  un- 
Klclchsllmmig  sind.  Alilhin  müssen  gesammte  anzunehmenden 
Hulliplicatoren  k,  i,  k der  Beobachtungswerthe  n,  b,  c,....  po- 
sitiv sein; 

oder:  die  durch  Beobachtungen  zu  suchende  Grösse 
Ist  (irgend]  ein  aritkmelisuhet  Mitlei  der  für  sie  aufge- 
fnnuenen    Beobachtungswerthe. 


Bis  jetzt  haben  wir  erwiesen,  dass  die  wahre  zu  suchende 
Grtlsse  r  ein  arithmetisches  Mittel  ihrer  Keobacbtungswerthe  ist. 
irofem  nur  zu  jedem   Nnlcben  Werthe   der  passliche  Multiplicator 


bekannt  ist.    Allein  ea  elbl  Icein  Mitle),  dt«  ganx  Hclillgen  n 
plicattven   VethKltniftexaHlcn    aufzulintl*» ,    daher  »weh   krlui-.  V« 
Sicherung,    dass    man    die    «vahre    Unbekunnte    >"-\h-.{    ..■■*■— <- 
habe;    mithin  kann  man  nur  ertvarten,  aus  den  !(•  <  '       '" 
then  für  diese  Unliekunnte  einen  üolclieii  Werth  .i' 


der  wahrscheinlichste  Werth  dieser  Cnbekamiteii  nuimiinl  njtJ. 
Auch  dieser  wahrscheinlichste  Werth  der  gesuchten 
GrOsse  musa  ein  aritlimellsches  Mittel  der  Ueobact' 
tungswerthe  sein,  «eiche  hier  nur  andere  Multi|diciiloren  » 
halten  müssen ,  die  jedoch  von  den  früheren  dest"  wcni|pBr  uatB«  ■ 
schieden  sein  werden,  je  weniger  dicineT  wahrscheinlirhsl«  Wcrtt 
vnu  der  wahren  UiibeliaiiDlen  sell>st  verschieden  auaralU. 

Denn  I.  kann  zufällie  mit  der  gesuchten  Grüsse  selb«!  Ht 
wahrscheinlichster  Werth  Ofaereinrallen ,  wenn  nemlich  das  ZukMn 
der  BenbBchtnngswerthe  mit  ihrem  Zugross  in  der  ZnnrnnenTW' 
suDg  sich  gegenseitig  aufbebt. 

%  Je  grilsser  die  AnEahl  der  ÜHobuchtungen  ist.  de«ta  SRir 
muss  die  zu  suchende  Urüsse  selbst  tbeifs  villüg  genaUt  fttil* 
höchst  nahe  beobachtet  werden,  und  desto  OAer  ein  Zugrogv  odt 
einem  gleichen  Zuklein  der  Beobachtungen  ertlie  sich  auMlcicbc^ 
desto  genauer  ninss  daher  auch  der  wahrscheinlichste  >Vefth  ntt 
der  gesuchten  GrOsse  iibereinkoimnen;  ja  bei  unendlich  gnUHt 
AnzanI  der  Beobachtungen  muss  sogar  vllliges  Zu^nrnmentRÜM 
derselben  stall  linden:  und  doch  kann  die  KccbnungswdbH  nt 
die  nemliche  bleiben,  mag  die  Menge  der  ßcoliachtungsM'trtlK 
klein  oder  gross  sein. 

ä.    Endlich  —  und  die»  ist  da«  entscfaeidcnsle  —  raussjftwufa 
der  wahrscheinlichste  Werth  der  Uubekaaulen ,  so  wie  diMCMlh«! 
eine  gewisse  einzige  oder  bestimmte  Grussv  «ein,    und' 
GrundbediDgung  allein    bat  uns  den   ersten    LebrsaU  (1^ 
auf  ihn  gestotzte  Ableitung  (3)  nn  die  Uand  gegeben. 


fi. 


■Sin 

Retrsa  tf 


Die  (positiven   oder   absuhilen)  Vcrhiillnisszuhlea  A 

welche    den    ein;ielnen  Beolwchlnngswerthen  n,  6,  c 

tipticatoren  zugesellt  werden  und  dadurch  auf  den  Retr^ 
gesuchten  Grüsse  x  oder  ihres  wahrsehciDlichsten  Werthe»  Ein- 
Huss  nehmen,  folglich  nicht  wiilkflrlieh  angennnimen  werden  IAk 
nen,  sind  von  der  Grüsse  der  Iteobacbluugswerthe  nnti- 
hKngig,  daher,  von  anderen  EiitenschuRen  xusaumenicebMl,  fO> 
der  so  genannten  Güte  oder  Genauigkeit  der  Beobachtuifl*- 
werthe,  denen  sie  angehören,  abhüngig;  welche  seihst  wieder  uell 
der  angewandten  Beobach  tungsweiso,  nach  den  manvhfdti 
Mitteln  und  Werkzeugen,    nach    den  mehr    oder  weniger  rfitfÜ- 

Ben  UmelJinden,    der    grDsseren  oder  geringeren   Surgrall^ 
eobachtung  u.  dgl.  geschützt  oder   bemessen   wird,    wo»  MSA 
achwlevig  und  nur  wenig  «icher  geecbeheo  kann. 
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Nur  in  dem  besonderen  ~  aber  filücklichcr  Weise  am  liSa- 
iTiirsten  eintretenden  —  Falte,  no  alle  Beobachtungen  auf  gleiche 
KV'eiee  mit  einerlei  Mitldn,  unter  den  iiemlieben  Uinsifinilen ,  mit 
■Mebvr  Sorsliilt  u.  s.  f.  ausgeführt  wurden,  und  man  folgUc-Ü  die 
perundeneit  Ueobachlungstverthe  allcsunimt  Itfr  gleich  gut  oder 
*«naH  erachten  kann,  unterließt  es  keinerlei  Anstand,  jene  Gifte' 

TerhüllnisHEiihlMi  A,  i,  k,....    der  Beobachtun^ewerthe  'i.  A,  c 

kimmtlich  nnler  tticb  gleich  oder  der  Eins  pro|)ortion;il  anxuiieh- 
:&m.  Ist  dum  n  die  Anzahl  dieser  benbacbteten  Weilhe,  so  ist 
U|  geauchlen  Grösse  wahrscheinlichster  Wertb 

_o+6  +  c  +  .... 


■  arillimetiscbe  Mittel  der  Bcoliacblungswerthe. 


Fffr  den  letzten  Fall  bat  Herr  Professor  Encke  in  seinem  astro- 
jonüschen  Jnhrbuche    liir   l^H  einen    interessanten  Beweis  gege- 
ben, der  sich  vornehmlich  auf  eine  Eigenschuft  der  symmetrischen 
VlDctionen  und  darauf  stützt,  dass  der  behauptete  äati  —  weiiig- 
pl«ns    H'ie  Herrn   Köbcr's    verdienstlicher    Auszug   unter  Artikel 
LExuerinient"  im  „Handnürterb.  d    Chemie  u.  Physik,  herRUH"cg. 
S.  August  u.  A.,    Berlin  lS4'i",    sich  ausdrückt  —  „offenbar" 
\t\  zwei  fieohuchtunggwerthen  gelten  muss.     Da  Jedoch  das  Zu* 
^iiUndniss  dieses  Einzelfalls  nicht  unbedenklich  ist,  daher  solchea 
olTeDhar"  nur  ols  Nnthteweis  sich  ansehen  l&sst;    so  mltge  mir 
Aniuhrung  meiner,  auf  das  logische  Princip  vom  zureichenden 
iflde  gestiitulen  Rechtfertigung  desselben  gestattet  sein. 
Sind  durch  zwei  directe  und   gleich  gute  Beobachtungen  für 
'  au»URiittelnde  Grösse  x  die  beiden  ungleichen  Werthe  a  und 
gefunden  wordiin;    so  niusi«.    weil    bei    der    AuHindung    dieser 
ieobachtungswerthe    bloss    der  Zufall  Ihiilig  vurausgeaetzt  wird, 
aben  so  wahrscheinlich  seht,    einen    zu  grossen  als  zu  kleinen 
'erth  fHr  x  gefunden   zu  haben.      Mithin  hat  man  keinerlei  vor- 
legenden Grund,  die  zu  ermittelnde  GrSase  eher  grüsser  ak 
ileiner   denn    beide   Bonbachtungswerthe,    oder  eher  dem  einen 
b  dem  anderen  derseltien  gleich  ^nzunehmon;    folglich  mu«s  sie 
^in  Mittel  beider  sein.     Da  aber  hat  man  wieder  keinen  über- 
riegenden  Grund,    diese  Grösse  näher  an    dem  grösseren   als  an 
lern  kleineren  Beobachtungswerthe  vorauszusetzen;    folglich  muss 
te  BRiecben   ihnen    mitten  inne    liegen.     Das  nlier  kann  nur  die 
lalbe  Summe,  das  arithmetische  Mittel  beider  Beobachtungswerthe, 

■— |f  ■■ ;    folglich  ist  dieses  der  wahrscheinlichste  Wertb  der  gesuch- 
ten Glosse. 


I 


8. 

Noch  bleibt  mir  in  Kilrze  nachzuweisen  übri^,  dass  und 
I  dem  von  mir  umstellten  allgenieinereit  anthmetiscbeti 
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Mittel,  diejenige  von  dem^BeobacbtuDgsfehler  A  abhiagige  Func- 
tion fp[4)  s'i<^^  aufstellen  Itost,  der  die  Wahracheinliclikeit  dei 
Eintrittes  dieses  Fehlers  bekanntlich  proportional  ist 

Für  eine  zu  snchende  Grösse  x  seien  die  Beobachtangsirertbt 
Mf  M\  M",....  gefunden,  deren  noch  unbekannte  Fehler 

sind.    Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  ZusammentreffeDS  die 
ser  Fehler  proportional  dem  Producte 

(p(A)  g>{J')  fp(J") ....  ==  Ä ; 

daher  ist  jener  Werth  von  x  der  wahrscheinlichste,    f3r  welckn 

Sl  ein  Maximum  ist    Nimmt  man  von  Sl  den  natbriicheii  Loeiridh 

dSl     ^ 
men,  diiferenzirt  nach  x  und  setzt  -r— =0;   so  erfolgt 

<p(J)'    dJ    ■*"g)(^')'    dJ'    ■*'9(/r)'    dJ"    ■*■ ^ 

oder,  wenn  man  abkflrzend  — r^-   ^  .  =^^  setzt, 

■<»(-rf)+i>»(zf')+V(-^+.-=0.  .         i 

1 

Da  aber  der  ivahrscbeinlichste  Werth   von   x  ein   arithmefiMhei    | 
Mittel  der  Beobachtungsiverthe  M,  M',  M",....,  deren  Gflte-Ver 
hSitnisszablen  g,  g' f  ^y-  sein  mögen,  also 

ist,  so  folgt  hieraus  die  Gleichung 
oder 


4 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  f&r  die  A  findet  man, 
man  die  zweite  mit  dem  unbestimmten  Multiplicator  fi  multiplieirf 
und  von  der  ersten  abzieht. 

Diese  Summe  kann  aber  nur  verschwinden,  wenn  ihre  von  eiM' 
der  unabhängigen  Summanden  selbst  allesammt  einzeln  versdHnf 
den,  folglich 

il,{J)  =  (igd,  il,iA')  =  (ig'J\  ilß(J")=(ig^A^,.... 
und 

C--^--^-g'A'-'- 
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•    Es  miuis  demoach  f*=^-^  eioe  von   der  Veränderlicben  A 
ins  «Dabliäiigige  Coostante  sein.    Dann  ist 

Die  Integration  dieser  Gleichung,   in  der  die  g  von  der  Grösse 
leg  A  unabhängig  ist,  gibt 

l—^=lig.id^,  also  <p(J)=Cey^'^, 

irofem  C  die  Integration« -Constante  vorstellt. 

Da  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  J  desto  kleiner  aus- 
Uten  muss,  je  grösser  dieser  selbst  ist,  und  da  e= 2*71828.... >1 
bt;  80  muss  der  Exponent  von  e  negativ  sein,  und  daher  kann 
MD  lfi^=  — A^  setzen.  So  erhält  man  ßir  die  gesuchte  Function 
itForm 

vb  auch  sonst  auf  anderen  Wegen. 


ÜBCliweis  der  IHiii^lichlLeit  oder  Krzea- 

iniDf^  eines  Obelisken. 

Un  Anhang   zu   dem   im  Archiv,   im  IX.  Bande,    I.  Heft, 
'If.X»,  8.87.,  von  dem  Herrn   Herausgeber  veröffent- 
lichten Aufsatze. 

Von 

Herrn  Dr.   Wilhelm  Matzka, 

ProfeMor  der  Mathematik  za  Tarnow  in  Galiiieo. 


Herr  Professor  Grunert  hat  seinem  hSchst  gelungenen  Be- 
^iiie  (a.  a.  O.  Nr.  IX.  S.  82.)  der  von  Herrn  Koppe  gefundenen 

ThsU  3LI.  2S 
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BerechnuDgsregel  des  RaumiDhaltes  eines  Obelisken  den  obet 
erwähnten,  über  die  Entstehung  solcher  KSrper  handelnden  Ait 
satz  zugegeben ,  in  dessen  Eingang  er  die  Bemerkung  Aiacht,  da« 
in  der  streng  wissenschaftlichen  reinen  Geometrie  ,gedeneit  ent 
die  Realität  eines  geometrischen  Objectes  nachgeuiesen  werdee 
müsse,  bevor  man  es  überhaupt  unternehmen  dürfe,  weitere  Un- 
tersuchungen über  dasselbe  anzustellen";  mit  welcher  Ansicit 
gewiss  jeder  kritische  Geometer  vollkommen  einverstanden  seh 
wird.  Von  diesem  Probleme  hat  er  selbst  eine  analytische  Alf- 
iGsung  vorgelegt,  ich  dagegen  werde  hier  die  von  inm  als  wfr 
schenswerth  dargestellte  synthetische  zu  geben  und  die  seiBe 
xa  vervollstfindigen  bemüht  sein. 

Der  Erklärung  gemäss  (a.  a.  O.  S.  a3.)  ist  ein  Obelisk  eb 
Kfirper,  welcher  von  zwei  parallelen  gleich  vielseitigen  Vieleck« 
als  Grundebenen  und  von  eben  so  viel  Trapezen  als  den  Seitefl* 
ebenen  eingeschlossen  ist.  Die  Frage  ist  nun:  Wie  lässt  sidi 
ein  solcher  Körper  construiren? 


A.    Synthetische  Auflösung. 

1.    Construction  aus  einem  Prisma. 

Ein  Prisma,  z.  B.  das  5seitige  ABCDEnbcde  (Taf.  VHL  Fig.!.) 
sei  gegeben.  Man  führe  in  der  einen  Grundeliene  zu  den  in  h 
betindlichen  Vielecke  ahcde  ein  durchweg  paralleles  aßyii,  jedfA 


■1 


HO,  dass  keine  zwei  parallelen  Seiten  dorselhen  gleich  seien.  Dl* 
zu  wird  man  irgend  einen  Punkt  a  zu  der  der  Spitze  a  entsprechet-  \ 
den  des   nen  zu    erzeugenden    Vieleckes    wählen,   durch   ihn  die 
aß   II   aber  (ungleich)  ^ab  Hihren,   dann  durch  ß  die  ßy  \\  aber 
"ZLitCy    und  WO  nothig  noch  so  fort  weiter  vorgehen,    bis  man  dw 
drittletzte  Spitze,  hier  v,  bestimmt  hat.    Durch  diese  non  ndie 
man  yÖ'i^cd,  so  wie  durch  et  die  ui'-i±ite.    Zum  Schlüsse  des  n 
zeichnennen  Vieleckes   fiihrc  man  noch  irgend  eine  weder  dmch 
6'  noch  durch   t'  gehende  Gerade  6b  \\  de',   so  ist  sicher  yi'Zti 
und  ae'21(ip'    Ist  zugleich  auch  noch  de'Z.de^  so  hat  man  erreich^ 
was   gefordert   wird.    Ist  aber  zyfaUig  ÖE:=zde;   so  braudit  MB 
nur,  wenn  m  und  y8  convergiren,   die  8s  \\    zu  sich  um  ein  KiÜg^ 
messenes  zu  verrücken,  niul  wenn  sie  parallel  laufen,    den  Pttät 
y  in    der   ßy   et^^as   zu  verschieben  und  das  vorige  Verfahren  a 
wiederholen.  —  Endlich  legt  man  durch  jedes  Paar  paralleler  Sct 
ten   der   zwei    parallel    gestellten   Vielecke   abcde  ond  afiydu  ikll 
Ebene;    so  entstehen   eben  so  viele  Seitenebenen,   welche«  wdl 
die  parallelen  Seiten  ungleich  gemacht  wurden,    sicher  Trapei6 

sein  miisscn;    was  erforderlich  ist,  damit  der  Korper  ^JSCDJEoÄf'' 
ein  Obelisk  werde. 


2.     Construction  aus  einem  Vieleck  und  einer 

parallelen    Ebene. 


daiia 


Eine   Abüoderung   der  gelehrten    Construction  besieht  4ßi^ 
\  man  sich  ein  beliebiges  ebenes  Vieleck,  a.  B.  ABCBE^^ 


ti  teioer  Ebene  «tnc  amlare  f  piir.illel   coiiHtruirt,   und  in  diffssr 
«1  einer  liellebif>en  SfiiUe  n  anht^bcnil  c'\n    elieiisoTivIse'rliiieB  ji«> 
nUtttc«  Videcfe  aßydt  so  cnnstniirl,   iluss  jnde  zwei  parallel«  Sei- 
i  dWser  Vi«letke  imgleiclt  »tuen. 

Mno  nird  in  dieser  AlMicht  diirvh  a  uiiH  AB  ein«  Bb»n« 
[M,  WL-IrJie  ilie  Z'  in  eiiit!t  zur  JJV  |rarutlelen  üeraileri  scbn«i- 
I,  TOD  ilor  iiiiiti  ttß-ZLAIt  Hl)fchn<-i<lDt.  Elwn  «n  t«E!t  man  ilurch 
^  mtd  ifC  vinv  El»i-ne,  dit^se  «ihneiJet  ili*  P  in  einer  lur  BC  • 
fvalleltrn  (Geraden,  ivuf  der  man  die  ßy^ZiBC  ahijü^X.  »n  (ahrt 
nun  fort  liis  niuii  xur  drittletxleii  S|iilz«,  hier  y,  gelangt  \nt.  $• 
nie  bis  hiehcr  verfahrt  man  auch  Heiler  am  Schlüsse  des  zu  con- 
Mntirenden  Vieleeiccs  dem  \Vcsentlit:hen  nach  nie  in  der  frOher 
«Orterten  Weise. 


3.     Cunsifuction 


den  Seitenkanlen. 


Sei  ABCi>EF  (Taf,  VIll.  Fiit.  2.^  irgend  ein  ebenes  Vieleck. 
Dnrvli  eine  SpiUi'  A  desselben  sei  eine  lietiebigo,  diu  Ebene  den 
Tleleclieii  durchntnsHeudc,    'iamv   (unejidliche)  Gerade  u  f^efühtl.    . 
focli  einen  Punkt  dieser  Ocraden   und  dtircb  die  tuiebstlolgendfl 
{^Ue  B  le;;e  man   eine    neue  (jerude  b.     Ingleirheii    fähre    mun 
nrrli  einen  Pnnkt   der  b   und  dnrch  C  die  Gerade  c%    und  dureb    i 
riuo  Punkt  der  r  und  durch  Ü  die  Gerade  d.     Ueherhaupt  ver-    { 
6bu  man  in  gleu-lier  Wei^e  an  allen  Siiilzen  des  Vieleckes,    bis 
■U  iiir  der    vnrleUteu   Sjdlxe.    liier  E,    angelangt  ist     Da  nun    ' 
liiKnt  Alles  anf  die  richtige  Fi'ihrung  der  Geraden  e  durch  diese    | 
nrietxtn  Siilue  £  und  durch  einen  Punkt  il^r  nächst  rn'iberen  Ge- 
«ioN  it  aii;    iraa  die  folgende  Uclrnchtung  vermiltett, 


Ili«  durch  die  letzte  Vielecksspilze  F  zu   (tihreude  Gerade 


'./ 


VL  b.  die  der  Geraden  r  und  dvs  ausser  ihr  belindüchen  Punkte« 
Jf)  Äe  u  scbnidden ,  und  darf  daher  z»  dieser  n  nicht  uurallel  seio. 
nhrt  man  demnuch  durch  di<^   letzte  Vielccksselte  Er  die  Ebene    . 
^||a,  K')  Hclineldet  diese  die  Ebene  (//J  in  einer  Geraden  e|,  »eiche   . 
■nr  Trrl.inulen  Geraden  e  nicht  geeignet   ist.    —   DicsrlliB   letzte  , 
fo-rndi-  /    r"<\\  aber    auch    noch   die  vurlet^te  Gerade  e  schneiden, 
lii*-  Ebene  nF  die  r  gkicblnlls  treffen    und    darf  dah«r 
i.ideu  I'  nicht  parallel  sein.    Lei;t  man  demnach  durch 
X>\\iiF,    PO  schneidet  sie  entiveder  die  Ebene   dE    i 
I  i   r  Hhn  r.j.  "eiche  dann  eljenfalls  nicht  zur  ge»  unechten 
TH[Ii:Ut':i<  tii:raden  e  geeignet  ist,  oder  die  l'^bene  &  lallt  mit  der 
lEkene  dll  «elliHt  fibereiu,  wa»  nur  geschehen  kann,  wenn  />£  {|  AF 
nd  d\\#F\^i.    .ve-s.vegen  man  da.-  wo  ll^WAF  i-.t,  «cb.pn  die 
Qmda  d  idcht    i|  aF,    alsu  nicht   mit  der  liurcbfiihmltsllnie    der 
VftcBo  cO  nnd  der  'Inrch  D  zur  Ebene  aF  {mrullülen  Ebene  Ober-  j 
dnfnllend.  wiihlen  darf. 

V'<n    den   zwei  Geraden   ^t  und  e^  riubh  wenigstens  Eine  die  J 

1  1  ' ". n       Führt    man   nun   durch  was  immer  liir  einen  Punkt  1 

.  '/,    weither    von   jenem    einen    oder    diesen    beiden  ] 

-l-nnkten  verschieden  ist,  nnd  durch  E  die  Gerade  t\ 
,i,..,o  termiigfl  des  Obigen  gewiss.    Legt  man  nemlick  | 
jetzt  r!lf>  t'^lienen  tF  und  nF,    so    sehneidet  jene    die  Gerads  a,  i 
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diese  die  e ,  mithin  schneidet  ihre  Durchschnittsliaie  f  beide  lett* 
teren  Geraden. 

Sämmtliche  durch  die  Vielecksspitzen  gelegten  Geraden  ii,i,C| 
d,  ey  f  geben  demnach  das  Gerüste  aller  iSeitenkanten  d^  u 
conskuirenden  Obelisken.  Legt  man  sofort  durch  jede  zwei  be- 
nachbarte, sich  schneidende  8eitcnkanten  ihre  Ebene ,  so  eriritt 
man  die  Gesammtschaft  der  Seitenebrnen.  Dazu  führt  man  nock 
als  zweite  Grundebene  eine  zur  Ebene  des  Vieleckes  parallel,]«- 
doch  so,  dass  zwischen  diesen  zwei  Grundebenen  keine  zwd  i^ 
nacbbarten  Seitenkanten  «sich  durchschneiden. 


4.     Abänderung  des  Schlusses  dieser  Constructittt.* 

Der  Schluss  der  letzten  Construction  lässt  sich  nach  folgeote 
Betrachtung  abändern. 

Vor  den  zwei  letzten  Seitenkänten  r,  /*  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  «■• 
gelangt,  fordert  man,  1.  dass  e  die  d  schneide,  2.  dsiss  /  di* 
a  treffe,  und  3.  dass  auch  e  und  f  einander  begegnen.  Es  i|l 
demnach  durch  die  Grundseite  Eh  eine  Ebene  eEFf  oder 'Ion 
tn  dergestalt  zu  legen,  dass  sie  nicht  nur  den  Geracien  d  iuid4i 
deren  jede  mit  der  KF  sich  kreuzt,  be8:egne,  sondern  aach  9$ 
Durchschnittslinic  g  der  Ebenen  dE  und  aF  treffe,  welche  s&ok 
mit  ihr  (der  Ebene  IH)  in  den  Seitenkanten  e  und  f  schnddei; 
folglich  so,  dass  die  ^iormale  m  dieser  Ebene  VCi  auf  den  3  Ge* 
raden  d,  a,  t/  schief,  auf  der  EF  aber  senkrecht  stehe.  Bm 
solche  Normale  m  ist  aber  leicht  zu  construiren. 

Legt  man  nemlich  durch  was  immer  iiir  einen  Punkt  Mvi 
die  Gerade  d  senkrecht  die  Ebene  SD,  auf  a  senkrecht  die  EbeM 
2(,  auf  j7  senkrecht  die  Ebene  (B,  endlich  auf  EF  senkredit  dii 
Ebene  Jl ;  so  schneidet  die  letztere  die  drei  früheren  im  ASfß' 
meinen  in  drei  Geraden  6,  cc,  y.  Dann  kann  jede  durch  J/ gehcaih 
von  d,  or,  y  verschiedene  Gorade  der  Ebene  &,  ^eil  sie  watMt 
senkrecht,  auf  </,  a,  g  aber  schief  steht,  die  Normale  m  der  n 
suchenden  Ebene  Vd  sein,  die  man  coiistruirt/  indem  man  auf  Mi 
durch  die  zu  ihr  senkrechte  EF^  ihre  senkrechte  Ebene  errichtoi 

Nur  wenn  die  Ebene  dE  \\  aFist,  also  die  Gerade^  verschwur 
det,  wird  jedenfalls  e\\/.  Damals  ist  aber  DE\\AF  und  d\\J 
Wo  demnach  DE\\JJt  ist,  darf  man  nicht  auch  noch  ifl|cl 
wählen. 

Da  wo  nur  DEl\  AF,  nicht  aber  d  ||  aF  ist,  muss  g  |j  DEpU 
sein, 'foli^lich,  weil  die  Ebene  m  jederzeit  von  der  GrundflNlK 
verschieden  gedacht  wird,  muss  sie  die  Gerade  g  sicher  Bdüi 
den,  wesswegen  hier  das  Legen  der  senkrechten  Ebene  (B  Atf 
flüssig  ist. 


Sind  von  den  3  Geraden  d ,  ft,  g  zwei   oder   alle   unter  ri 
parallel ,  so  genügt  jede  der  parallelen  schon  allein  für  die  awieH 
oder  für  beide  andere. 

Anmerkung.  Augenfällig  sind  die  zwei  ersten  Coostiicll 
nen  mittels  der  zweiten  Grundebene  weit  einfacher  als  dbrsiH 
letzten  mitteU  der  Seitenkauten. 
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B.    Algebraische  oder  analytische  Auflösung. 

1.    Ausgehend  von  der  Construction  dec 
zweiten   Grundebeoe. 

Constrairt  man  wie  vorhin  (in  1.  und  2.)  zur  Griindebene 
ABCDE  (Taf.  VIII.  Fig.  4.)  eine  parallel  gestellte  alkcde,  deren 
MieB  von  den  parallelen  verschieden  sind,  so  kommt  es  am 
ScUoBse  doch  immer  nur  darauf  an,  zu  einem  Viereck  ACDE 
ch  anderes  acde  so  zu  construiren ,  dass  cd  ||  aber  "Z.  CD ,  de  || 
lim  "Z.  DE  und  ea\\  aber  ZEA,  also  der  Winkel  fl=:D  und 
1=^  sei,  whhrend  die  Seite  ac  mit  den  Winkeln  a  und  c  zwar 
gegeben  ist,  aber  nur  zufällig  ac\\  oder  z=zAC  und  a=A,  also 
c=:  C  sein  kann. 

Projicirt  man  (orthogonal)  die  geschlossene  Polygonale  acde 
mt  die  Senkrechte  der  »Seite  ae;  so  haben  die  Seiten  ac,  cd,  de, 
•■beziehungsweise  die  Prmectionswinkel  a,  a  +  c-^G,  — e,  G, 
venn  G  den  gestreckten  Winkel  vorstellt;    daher  ist 

ac.s\tka-{-cd.sin(a+C'^G)-t-de.8m( — «)  +  ea.sniG=0. 

bist  aber  a  +  c=2G— (rf  +  c)=:2G^(/>  +  i5:),  also 

ac.sina+crf.sin(/>+^) — rfe.sinjE=0. 

Projicirt  man  (gleichfalls  winkelrecht)  die  geschlossene  Poljr* 

Cwie  acae  auf  die  Senkrechte  der  Seite  de;    so  haben  die  Sei- 
.de,  ca,  ae,  ed  beziehungsweise  die  Projectionswinkel  d,  d-t-c-i-G, 
*-€«  G;    daher  ist 

de  .9^nd-\-  ea.  iAn(d  +  c+  G)  +  ae  .ain( — e)  +  ed.8\nG=iO. 

hl  ist  aber  d=D,  rf  +  c=26r-(a +  e)=2C~(a  +  £),   folglich 

desto/)-!-  ca. 8\n(a+  E)—ae. sin E=0, 

Diese  Gleichungen  müssen,  wenn  man  de  und  ae  durch  die 
M  llmen  verschiedenen  Seiten  DE  und  AE  ersetzt,  da  sinJS 
b  Mull  ist,  jedenfalls  in  Ungleichungen  übergehen;  mithin  ist 
ie  sielte  cd  immer  so  zu  wählen,  dass  gleichzeitig 

cdzCD, 
cd.8in(D'i-E)'ZlDE.8\nE — 'crr.sina 

Bd 

cd. sin  D  "ZAE  , sin E — ac.sin(n  f  E) 

sl;    was  ohne  Zweifel  jederzeit  m5gllch  ist. 


382 

2.    Ausgehend  von  der  Constructioo  der 

Seitenkanten. 

Bei  dieser  Construction  sind  alle  Seitenkanten  mit  Aosscblim 
der  zwei  Letzten  nur  an  die  Bedingung  gebunden ^  dass  jede  fol- 
gende durch  einen  beliebigen  Punkt  der  vorhergehen deA  gebe. 
Mithin  bleibt  zum  Schlüsse  mittels  der  Analysls  nur  noch  die  fol* 
gende  Aufgabe  zu  I5sen: 

„Zu  einem  Paar  Geraden»  (1)  und  (2)»  sollen  dorck 
zwei  Punkte.  ($i^i£i)  und  (^s^^So)»  ^'elche  ausser  ihnen  ail 
mit  keiner  von  neiden' in  einer  Ebene  liegen»  ein  Paar 
andere  sich  schneidende  Geraden,  (3)un4(4K  so  tefijlit 
werden,  dass  die  eine  (3)  der  ersteren  (1)  und  oie  ai- 
dere  (i)  der  zweiten  (2)  von  jenen  begegne« 

Seien  die  Gleichungen  der  gegebenen,  die  erste  und  dfM 
fetzte  Seitenbinte  vorstellenden  Geraden 

Ol  6i  ci 

^  '  Ot  ^  Ca    ' 

und  die  der  zwei  zu  suchenden,   die   letzte  und  vorfetzte  Siiiteo- 
kante  vorstellenden  Geraden 

(3)  ^hIl^SOl^LzA, 

«1        Pi        n 

(4)  ^-U  ^UnVl  :::=  LZ^. 

fla  j?a  r^    ' 

Dann  sind  eigentlich  nur  die  zweierlei  er,  ß,y  zu  bestiiuM 
welche,  so  wie  die  bekannten  zweierlei  <i,  b,  c,  Zahlen  vorsivUeOr 
die  den  Cosinus  der,  von  der  positiven  Richtuns  der  betreffendeB 
Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der  winKelrecbten  Cocfü* 
natenaxen  der  x,  y,  z  gebildeten,  hohlen  Winkel  proportional flio'* 

Nun  soll  erstens  die  Gerade  (3)  die  (1)  schneiden.  DiA 
ist  zunächt  erforderlich,  dass  sie  beide  in  einerlei  Ebene,  nament- 
lich in  der  die  Gerade  (1)  und  den  ausser  ihr  befindlichen  PmU 
djJliii)  enthaltenden  Ebene  liegen.  Seien  At,Biy  Ci  propoifie- 
ntu  den  Cosinus  der  (wie  vorher  bestimmten)  WkiKel  der  Ndmak 
dieser  Ebene  mit  den  Coordinatenaxen ;  so  müssen,  wdl  äM 
Normale  nicht  nur  auf  der  Geraden  (1),  sondern  auch  auC  v 
durch  die  Punkte  (a^ij/iZi)  und  (fi^ifi)  gehenden  Geraden,  bei  te 
die  Cosinus  ihrer  Winkel  den  Unterschieden  ^i ""  |i » .  Sfi  ^4' 
2|  — ^1  proportional  sind,  senkrecht  stehen  muss,  aie  GleicIiuDgea 
gelten : 

aus  denen  man  die  Proportionen  findet:  .iV* 


\' 


I  :*i  (»I  -'üJ— «i(ffi"»h)= 
!  ß,:«-,(i%~|,)-B,(x,-t,)  = 
'  tiio,(3ft— %)— 6,Cx,-|,),   . 
_  BÜnd«  4prer  sich  die  Proportionalen  A^,  Bi,  C,  linalininicn  loesei 
Damit    !ii    diese   Ebene   auch  die   fcleich  ihr  durch  der 
_   li   nile  Uerndo  i'-i)    t'idlc,    mnite  auf   ihrei   Normal 

■  '.<•   Kenkredil  sein:    mithin  erhall   man   (fit  die  Fordo^ 
.lio  tieradpn  0)  und  (1)  iu  einerlei  Ebene  liegen^ 

Diesethcn  Geraden  sollen  sieh  aber  auch  durchM-hnciden ,  Arn* 
hr  nicht  zu  einander  parallel  sein;  fnlglich  dürfen  die  Cosintu 
Qim  Winkel  mit  eincrtei  Courdinutenaxen  nicht  In6;;e«ammt  pr»4 
portloDal,  d.  h.  von  den  drei  Verhiillnieesn  dürlen 


<7) 


5i     ^ 


n 


weitens  soll  die 
roportional  sind,  i 


Gerade  (4)  die  (2)  scbneidi-n.    Darum  n 
CoMnns  der  Winkel  der  Normale  ihrer  Ebe< 
in  ähnlicher  Weise  nie  vorhin 


C» :  «3(31«  -  %)  -biixi—  I,) . 


^. 


■in  Paar  (gleich  sein. 

.IS  undlicli  sollen   die  Geraden  (S)  und   (i)  selbst  ein-J  , 

i-iimeiden.      Da»«    iiiilssen    die   Cosinus    der    Wiiikel>, 

Ni>rmale  der   nie  beide   enlhalleuden  Ebene  mit  dea 

'\rii  bildet,    inäofern  sie  auf  jenen  Geraden  senkrecht 
!■>■<  den  Priip  ort  innen  (Jj)  den  Unterschieden 

SpoTtinnnl  sein;    und  ned  dieeelbe  Normale  aocb  auf  der  dnrc 
Punkte  (£|t),J;,)  und  (l*lt£i)  gebenden  Geraden  —   der  vurleti 


Im  (iruiidfieit«  —  senkrecht  stehen   1 
(lekhuni;  heatehei 


il    die  Bedingung«- 
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(11)         (li  -y  O^iy«— ÄByi)+(%— %)(yi««— yi«i) 

Damit  endlich  di^se  Creraden  zu  einander  nicht  paraUel  Mioit 
dürfen  von  den  drei  Verhältoissen 

rVA  «1      A      n 

^  ^  ^    h    y^         ' 

hüchstens  ein  Paar  gleich  ausfallen. 

FOr  die  zu  suchenden  zwei  Triaden  von  Co8inu8-Ph>porfiNi* 
len  cTi ,  ßi9  ji  und  «2»  j?2'  72  ^^^  nian  demnach  einerseits  die  M 
Gleichungen  (6),  (9)^  (11)  und  andererseits  die  drei  Bedingingit 
(7)  9  (10^,  (12).  Zivei  Unbekannte,  z.  B.  y^  y%,  lassen  sidi  aoi 
jenen  Gleichungen  eliminiren,  und  man  erhält  sofort  blos  EiM 
Gleichung  mit  vier  Unbekannten.  Von  diesen  ist  sonach  je  «oe^ 
z.  B.  ^1  und  ß^y  Wollig  frei  wählbar,  und  die  zwei  übrigen,  hier 
a|  una  tt^,  müssen  so  Destimmt  werden,  dass  der  letzten  sie  «fit- 
haltenden  Gleichung  und  jenen  drei  Bedingungen  Genüge  geschehe. 
Dies  ist  aber  sicher  jederzeit  niciglicb,  weil  diese  UnbekaiiDten  in 
jener  Gleichung  blos  in  der  ersten  Potenz  erscheinen  und  zngleich 
'stetig  sind. 


C.    Annahme  einer  allgemeineren  Erklärung 

des  Obelisken. 

Bisher  hatten  wir  die  engste  Erklärung  des  Obelisken  fel^ 
gehalten,  der  zufolge  s am mt liehe  Seitenebenen  desselben  okie 
Ausnahme  Trapeze  sein  müssen,  folglich  keine  zwei  panhM 
Grundkanten  einander  gleich,  und  keine  zwei  unmittelbar  oaeii 
einander  folgende  Seitenkauten  unter  sich  parallel  ,sein  dflrfdu 
Dies  geschah  hauptsächlich  darum,  weil  diese  EinschränkoDeea 
die  Construction  wesentlich  erschweren.  Allein  die  Erklärung  des 
Obelisken  muss,  wenn  anders  die  Lehre  desselben  umfaMi^l 
brauchbar  seVii  («oll,  dennassen,  und  wie  es  auch  schon  sein  & 
Ander,  Herr  Professor  Koppe,  gethan,  so  erweitert  werden,  diM 
wenn  auch  nicht  alle,  so  wenigstens  manche  Seitenebenen  JfvA 
lelogramme,  also  manche  Paare  paralleler  Grundkanten  gleich,  öto 
manche  Paare  benachbarter  Seitenkaiiten  parallel  seien.  Defli|^ 
mäss  legen  wir  folgende  w*eiteste  Erklärung  des  Obeliske* 
zu  Grunde. 

Ein  Obelisk  ist  ein  Körper,  der  von  zwei  paralleleo  ow 
parallel  gestellten  gleicbvielseitigen  ebenen  Vielecken  als^  Gnio- 
ebenen  und  von  den  Ebenen  jeglicher  zwei  parallelen  Vieledtf* 
Seiten  (Grundkanteu)  als  Seitenebenen  begrenzt  ist. 

Nach  dieser  Erklärung  wird  der  Obelisk  insbesondaft 
ein  Prisma,  wenn  jede  zwei  parallelen  Grundkanten  gletek.t'^ 
die  Grundebeuen  congruent  sind.  "' 
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Legt  mao  diese  allgemeinere  Erklärung  zu  Grunde,  so  ver- 
einfacht sich  die  Constraction  des  Obelisken  namhaft.    Denn 

1.  bei  der  Construction  der  zweiten  Grundebene  braucht  mau 
die  nach  einander  folgenden  Seiten  derselben  jenen  der  ersten 
Gmndebene  blo8  parallel,  fibrigens  nach  Gefaften  ungleich  oder 
gleich  zu  machen. 

2.  Bei  der  Construction  der  Seitenkanten  hat  man  nur  allein 
zu  fordern',  dass  jede  folgende  in  derjenigen  Ebene  liege,  welche 
die  Spitze  der  Grundebene,  durch  die  sie  zu  föhren  ist,  und  die 
vorhe^ehende  Seitenkante  enthält.  Nur  die  letzte  Seitenkante  / 
iir  Tai;  VIII.  Fig.  2.  wird  sich  ergeben,  wenn  man  die  Ebene  eF 
mä  aP  legt,  wonach  ihre  Durchschnittslinie  jene  Kante  sein  wirxL 

a)  die  e\\a,  so  ist  auch  f\\(€  und  a); 

b)  schneidet  e  die  a,  rouss  auch  f  sie  beide  im  selben  Punkte 
schneiden ;    und 

c)  endlich,  wenn  e  und  a  sich  kreuzen,  kann  e  bloss  aus- 
nahmsweise zu  Einer  aus  ihnen  parallel  sein ,  in  der  Regel 
wird  sie  jedoch  beiden  in  getrennten  Punkten  begegnen. 

Blan  kann  also  fast  immer  envarten,  dass  /  sowohl  die  e 
als  auch  die  a  schneiden  werde,  und  nur  selten  wird  sie  zu  Einer 
ans  ihnen,  und  noch  seltener  zu  beiden  parallel  ausfallen. 

Anmerkung.  Diese  letztere  Construction  nun  wurde  eigent- 
lich Ton  deni  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  a.  a.  Q.  als  Lösung 
einer  analytisch -geometrischen  Aufgabe  mitgetheilt.  Denn  seine 
Gleichungen  (2)  und  (11)  kommen  der  letzten  Seitenkante  als 
Durchschnittslinie  der  zwei  durch  seinen  Punkt  (a^b^c^)  und  durch 

J*e  eine  der  beiden  gegebenen  Geraden  zu,  und  dass  sie  die  vor- 
etite  und  erste  Seitenkante,  d.  i.  jede  dieser  gegebenen^  Geraden, 
adinei4e,  hängt  davon  ab,  dass  sowohl  von  den  drei  Verhält- 
nissen 

cosg):coscr|,  cos '4^ : cos J?| ,  cosx:cos)^i 
wiß  auch  von  folgenden  dreien : 

cos  9:  cos  or^,  cosi|;:cos|?2>  cos%:cosya 

idchl  mehr  als  zwei  gleich  ausfallen,   oder  dass  von  den  Propor- 
fimialitäten 

cos  tti :  cos  |?i :  cos  yi  =  cos  02 :  cos /Sj) :  cos  ys^ 
l^eine  swei  vollständig  bestehen. 
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Ueber  die  Differenziation  der  Expo- 
nenzlalgnrSssen  und  des  Iiograrltlimiift 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Wenn  man  in  dei  Differenzlalrechnung  die  DiffereBziation  der 
einfacbsten  Funktionen  ausRihren,  also  die  DifferenzialquotieDteD  tob 

xf*9  a'  und  logj; 

entwickeln  will,  so  bedarf  man  bekanntlich  dazu  des  Nachweisei» 
dass  sich  die  Grossen 

1)  g ,    {l+6)'^f     '     ■^- 

bestimmten  angebbaren  GrSnzen  nähern ,  sobald  man  8  h\§vt 
Muli  abnehmen  lässt.  Gewöhnlich  zeigt  man  diess  mit  Hälfe  to 
binomischen  Satzes  für  ganze  positive  Exponenten,  wie  auch  te 
Verfasser  in  seinem  Handbucne  der  Differenzialrechnunfir  eeA» 
hat;  es  bleibt  aber  wönschenswerth ,  den  Nachweis  der  lExistetf 
jener  Gränzen  unabhängig  von  dem  Bioomialtheoreme  zu  liefaVi 
um  nachher  dieses  selbst  mit  Hülfe  der  Differenzialrechnung  ik* 
leiten  zu  können.  Für  den  ersten  der  in  No.  1)  verzeichneten 
Ausdrücke  ist  diese  Forderung  bereits  durch  den  Aufsatz  No.  H 
Bd.  X.  des  Archivs  erfüllt,  und  es  bleibt  daher  noch  übrig,  du- 
selbe  für  die  anderen  Ausdrücke  in  ])  zu  leisten,  was  hier 
schehen  soll. 

Für  jedes  ganze  positive  m  und  beliebige  3f  gilt  bekaoDthfc 
die  Formel 

woraus  fiir  y  =  1  -|-  a:  folgt : 


»Nf: 

reben  wir  anf  der  rechten  8eite  dem  ale  poeitiv  vorauegeeetztea 
r  «eioen  kleinsten  Wertb  Null,  so  folgt 

■   '  ^ >^n, 

X 

»der  nach  Maltiplikatiou  mit  x  und  Transposition  von  ^  1 : 

(l+<r)«>l+ifwr. 

Setien  wir  ;r  =  — »  wo  a  eine  positive  Grosse  ist,  und  erheben 
die  M>  edtstebeode  Ungleichung 

(1+4;)«>1  +  * 

<af  die  Potenc  u,  so  wird 

*robei  wir  ma=zß  setzen  wollen.  Da  m  eine  von  der  Einheit  ver 
l^edene  positive  ganze  Zahl  ist,  so  niuss  offenbar  ma^^a,  d.  h. 
^>a  sein,  und  wir  können  daher  die  obige  Ungleichung  auch  so 
Miasprecben :    fiir  a  <  /3  ist  zugleich 

lud  hieraus  fol^,   dass  der  Ausdruck 

inrtiribreod  wächst,  sobald  man  ta  immer  zunehmen  lässt. 

'  Das  Wachsthdra  der  in  2)  verzeichneten  Grösse  geht  aber 
lickt  ins  Unendliche  fort  und  zwar  vermöge  des  Theoremes»  daaa 
8rnui<2 

3)  (1  +  ^).^|±^ 

^  \    ^     ^     ^2 — mx 

■t  Für  111=1  findet  man  diesen  Satz  leicht  bestätigt ;  denn  man 
Ittit  offenbar 

woraus  wegen  2  +  a?  — a:*=:(l +a^)(2  — a:)  folgt 

Diss  aber  der  Satz  auch  allgemeiner  fiir  jedes  positive  m  gilt, 
liest  sich  mittelst  des  Schlusses  von  m  aufm-fl  darthun.    Mal- 


m 

tiplizirt  man  nSmIich  die  Ungleichuogen  3)  uad  4),  m  folgt 

5)  (1  f  a:)"+i  <  4_2(„  +  l);c  +  2«u:»- 

Wendet  man  darauf  den  bekannten  Satz  an ,   da8s  für  positir«  c 
6,  c  und  a<6 

c  +  c       a 

ist*),  so  folgt  für  a=4-2(m+l)a?,  6  =  4+2(»i:fl)a:,  c=2wi*: 

4-h2(m  +  l)x-f  2wj:^      4-f  2(m  f  l)jr 
4  — 2(m  +  l)ar  +  2»«:«  ^  4 — 2  (m  +  l)ar ' 

wobei  aber  a,   d.  h.  4  —  2(m -|- 1)^:,  positiv  ausfallen  oiiiss.    Nack 
5)  ist  nun  auch 

d.  h. 

für  (m4-l)^<2;    dasselbe  stimmt  mit  dem  überein,  nas  ans  der 
Ungleichling  3)  folgt,  wenn  man  m-f-l  för  m  schreibt. 

1 

Nimmt  man  in  3)  x=:  —  ,  so  ergiebt  sich  für  jedes  posithre  * 

woraus   man   ersieht ,    dass   der  Aufdruck  (l  4-  — )"*  mit   m  Dkht 

tn 

gleichzeitig  ins  Unendliche  wachsen  kann,  sondern  sich  einef  be^ 

stimmten  Gränze  nähern  muss ,  welche  <  3  ist.    Dieser  Satz  lisst 

sich  auf  bekannte  Weise  dabin  erweitern,  dass  auch 

1 

.       Lim  (1  +  -)« 

eine   bestimmte    endliche   Grösse   sein  muss,    wobei  nun  m  eiae 


*)  Wenn  n-^fi^   ist  auch  nc-^dc.   ferner 

aö-t-aC'^ad-i'dc 

oiicr  » 

nnd  diirrJi  Dirition  mit  a(a-^-c)  folgt' «lursM  der  obige  Sals;  '-'    '"'^ 
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beliebige  positive  unendlich  wachsende  Zahl  bedeutet    Für  Q>=i» 

worin  d  gegen  die  Null  convergirt,  ergiebt  sich  daraus  der  zu  be- 
weisende 8atZy  dass 

i 

Lim  (1  +  öf 

eine  endliche  bestimmte  Grusse  ist  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
e,  so  folgt  weiter 

Lim  ?^i^  =  Lim  log  [(l+^^J  =  löge. 

Da  hier  nichts  darauf  ankommt,  nach  welchem  Gesetze  d  abnimmt, 
wenn  es  nur  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  so 
aetze  man 

wobei  a  die  Basis  der  obigen  Logarithmen  und  e  eine  bis  zur 
Null  abnehmende  Grusse  bezeichnen  möge.     Es  wird  dann 

Lim— -^^=  löge,  bas« 
oder  umgekehrt,  und  wenn  man  wieder  d  für  £  schreibt, 

Lim-g-  =  j— .  bas«; 
womit  das  letzte  der  in  Hede  stehenden  Theoreme  bewiesen  ist. 


Heber  den  Integralsinos  und  Integral- 

cosinns. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  sii  Jena. 


Einige  Untersuchungen  aus  der  Theorie  bestimmter  Integrale 
•rfordero  die  Betrachtung  zweier  transscendenten  Funktionen,  oerea 
Definitionen  durch  die  Gleichungen 


MO 


09  CD* 


S.(»)=  i  f-ixx3+»rOX8  " 


CD*    .    .  CD* 


gegeben  sind,  und  für  welche  ich  die  Namen  ^ylntegralsinos^'  || 
und  oluteeralcosinas'^  vorgeschlaffen  habe.  Mau  Icann  iibri-  | 
gens  statt  aer  obigen  Definitionen  auch  die  folgenden  «eCzen: 

1)  &-(»)==y^'"^«Lr. 

«/od      ^ 

deren  compendir>se  Form  sich  gut  zur  Entdeckung  verschiedener 
Eigenschalten  unserer  Funktionen  eignet.  Setzt  man  gleichzeitiK 
0}=7iitf  und  x=my,  so  gehen  die  rormeih  1)  und  2}  in  die  fof 
geoden  Ober: 

3)  S.(m«)=/'"?i"-^d,. 

t/  0       y 

in  denen  in  eine  beliebige  constante  positive  endliche  Grosse  ht 
zeichnet.  Wir  wollen  von  diesen  Formeln  einige  Anwendongen 
mittheilen, 

I.  Es  ist  für  7r>y^0: 

ly=i8iüy  —^6in2t/  -{-isinS^  — .... 

Dividirt  man  beiderseits  mit  y  und  inte^rirt  darauf  zwischen  3f=0 
bis  y^=U9  wobei  u^n  sein  muss,  weü  nur  fiir  »<7r  die  obige 
Gleichung  besteht ^  so  ergiebt  sich  unter  Benutzung  von  No.  3) 

5)  iu=z  Si(M)  -  tfii(2ii) +iÄ(3tt)— .... 

Von  grösserem  Interesse  sind  die  folgenden  Betrachtangen. 

II.  Man  setze  in  der  Formel  3)  m  =  l,  3,  6,..„An  +  l  ond 
nehme  alle  so  entstehenden  speziellen  Gleichungen  mit  wecbsefai- 
den  Zeichen  zusammen;    es  ist  dann 

Si(M)—  Si(ßu)  +  Si(Öu)— ....  +  ÄXÜTFTti) 
=  /      [siny  —  sin%H*8in5y — .... +sin(4ii+l)3f]-J^, 

md  wenn  man   die  unter  dem  Integrabeichen  stehende  Brik 

summirt»  ■  -*! 


Si(tf)— <S;(3ii)  +  51(5«)—....  +  Si(^  +  Itc) 
^  /*«6iD(4ii  +  2)ydy 
t/o         2co8iy       y' 

LasseD  wir  n  ins  Unendliche  ^acBsen ,  so*  wird 
6)  &'(«)  — 51(3»)  4- &'(^}  — 51(711)  4-....  in  inf. 

'        Jo  cosy        y 

wo  es  nnn  darauf  ankommt,  den  rechts  angedeuteten  Gränzwerth 

zu  finden.    Wir  unterscheiden  zu  diesem  Zwecke  zwei  Fälle,    ob 

n 
nämlich  tf  <ä'  ist  oder  nicht    Im  ersten  Falle  kann  man  den  Satz 

anwenden 


Llm/-^A*M3r=jA0), 


worin  das  Zeichen  Lim  sich   auf  das  unbeeränzte  Wachsen  der 
Grosse  k  bezieht  und  nur  vorausgesetzt  wird,  dass  /*(y)  während 

des    willkiihrlichen    Intervalles   y=0   bis    y  =  u   nicnt    unendlich 

1  jj 

werde  ^).    Da  lur  A=4ii+2,  f(y)= und  u-^^  diese  Bedin- 
gung erfällt  ist,  so  haben  wir  jetzt 


t/O  y         co»y     2 


n 


und  folglich  nach  No.  5)  für  K<ir* 

7)  j=Si(m)-Si(3ii)  +  Si(5m)— ... 

Ist  dagegen  tt^  2  >    '^^    ^^^  ^'^    vorhin    citirte    Theorem   nicht 

unmittelbar  angewendet  werden,   weil  f(y)  dann  wenigstens  ein- 
mal unendlich    würde   während    des  Intervalles  y=0    bis   y=tf. 

Zerlegt  man  aber  sin(4nH*^)y  ^^  sin(47tH*iy'i'y)»  so  ^ird 


»  8in(4«+2)y  rfy 
cosy         y 


/*»sin(4yi-f  I)y  /^  •  cos  (4w  -f  I)y  siny 

■"t/o  y  ^     o/o  ^osy        "y"    *' 

Den  Grftnzwerth,  gegen  welchen  das  erste  Integral^rechts  flhr 
uoeodlich  wachsende  n  c(»nvergirt,  findet  man  leicht  mitteist  des 
vorigen  Theoremes  Air  i=4ii-|-lf  /(y)  =  lf    derselbe  ist 


*)  Mao  ••  des  Verf.  Analytische  Studien  II«  $•  3. 


'^"/''^-**=T 


Um  auch  den  Gränzwertb  des  zweiten  Integrales  zu  erhalten, 
erinnern  wir  uns  an  folgenden  8ati*):  „wenn  /(y)  innerhalb  des 
lnter\-alles   ^=0   bis   ^  =  m  endlich  bleibt  und  u  ein  ungerades 

Vielfache  von  -^^  also  etwa  u=Q2s  +  l)ä[    i^t,    so    hat    man  für 

= » ( Ai«)  +  Ail«)  +  A»») + ■•••  +  '^fi-'-p" ») !  •' 

wenn  dagegen  u  kein  solches  Vielfaches  von  ^j  ist,  so  giebt  es 
doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ungerade  Vielfache  vor 
Qf  zwischen  denen  u  enthalten  ist,  so  dass  man 

(2.  +  l)J<B<(2*+3)J 
setzen  darf.    In  diesem  Falle  findet  die  Gleichung 

= w  I  A4«)  +  Ai«)  +  AI  w) + .." + A— 2-  »)J 

sin  7/  sin  11 

statt/'    Da  nun  — -  immer  endlich  bleibt«  so  kann  niau/'(^)=— 

jf  * 

n 
setzen  und  hat  dann  fiir  u^(29  +  l)^: 

Lim  /*"s??/f!^±iLy?!p.yrf„ 

—  I     i  +  »       .+     2     -21+1' 

dagegen 

wenn  u  zwischen  (2f+l)g-  und  (2*^3)^  liegt.     Snbstitairen  wir 

die  gefundenen  Resultate'  in  No.  8)  und  6) ,  so  ergiebt  sich  folgea- 
des  Theorem:    die  Summe  der  Reihe 

♦)  A.  a.  O.  5.  4. 


3d8 

.1  ...f! ...  /  :  V    Si(ii)— «(3«)+«f(BM)— Ä•(7M)  +  .... 
-«4..       14..  .(-»)•       J 

weDD  tf  =  (2i-|-l)^  ist«  dagegen  ^ 

'       ■  ■■'.»■■ 

■    -«+._,  +  .'_    +(=!>! 

ireno  «  zi^rlschen  (2i  f  i)~  und  (2f-|  3)f   fällt. 

Nimmt  man  hierzu  noch  die  Formel  7),  so  hat  man  in  jedem 
FaUe  den  Werth  der  gesuchten  Summe. 

II.    Eine  ähnliche  Betrachtnng  lässt  sich  auf  die  Gleichung  4) 
anwenden.    Schreiben  wir  die  letztere  in  der  Form 


setzen  mscl«    3,,   5,....2n-f  1   und  addiren   alle  so   entstehenden 
deicfanngen,  so  wird 

—  [0(w)  +  Ct(8ti) + a(5tt) + ....  +  Ci(2hFI«)] 

=3/      [cosy  +  cos  3y + cos  5y +  ....  + cos  (2ftil)y]-^ 

_  /^«siti(aft-h2)3f    rfy 
J u  2sin.y       *  ff  ' 

,  Zerlegt, man  8in(2n4-2W  in  sin (2ii -{- 1  v -f  ^)  und  lässt  dann  n 
Qttläidriäi  f^achsän;'do  wird 

-  \Ci{u)  +  Ci(3i«)  +  «(5tt)  + ....] 

'       t/«  wny  y      ^  J  n  y  ^      \ 

l>«r  sweite  Gränzwertb  rechts  ist  NuM  .zufolge  des  Satzes,    dass 
tterbaapt  ffir  direadtich  wadfaseude  ^k,    1 


Lim  /      f(y)oi>Bkydy=^0 


wird,  sobald  f(y)  von  y::^ü  bis  y:^6  endlich  bleibt,  was  hier  der 
FaO  Url,  sobald  u  die  Null  übersteigt.    Wir  haben  daher  für  ü>0 


Ju     smy      y      ^ 
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Ferner  giebt  ek  folgendes  Thsorem^):  wenn  if  ein  Vidbchei 
von  n,  etwa  sn  ist,  so  hat  man 

=«t  \m  +/(«)  +/(2;»)+ ....  +  ifitn)]; 
ftllt  dagegen  Vc  zwischen  sn  und  (x-f  1)'^>  so  ist 

Lim  /         .       f(y)dy 

Für  f =00  vereinigen  sich  beide  Gleicbangeii  zu  der  einen 

Li  m  ./      -«       /(y)  d|y 
^n\  \m  +  A«)  +  A2^)  +  ^(3^)  +  ....  l 

Zieht  man  hiervon  erst  die  eine.unddami  die  andere  der  beides 
vorigen  Gleichungen  ab,  so  folgt 

für  t<=rr^    dag^en 

wenn  u  zwischen  sn  und  (s-t'l)n  liegt.     Wenden  wir  diess  tb 

/(y)= ^  auf  die  Gleichung  9)   an,   »o   cfcgiebt  si^b  der  Sits: 

die   Summe    der   Reihe 

}       a{ü)  +  6V(3ii)  +  Ci(5u)  +  a(7tt)  +  ... 
ist  V 

-        2        f2#     r+l+i  +  2— i 
ffir  u=zsn,  dagegen 

(-i).j  1      1,1'      I 

sobald  u  zwischen  i«  und  (i.-f  Ij^  enthalten Jst. 


1  • 


\M. 


>.» . 


•)  A.  ä.  O.  §.  3.  .  rii- 


Für  »=0,  d.  h.  (ur  Jr>w>0,  betrüRl  z.  U.jetic  Summe  ifi.  — 
Obivolil  die  hier  entnickelten  äSIze  als  spezielle  Anwendungen 
neit  allgemeinerer  Theoreme  erscheinen  (deren  beneise  flbrisens 
Dur  hüchitt  elementare  Betrachtuni^en  errordern),  ho  sind  «ie  doch 
vielletcht  dessiTegen  n>rh(  ohne  Interesse .  weil  sie  den  Zusammen- 
hani;  aufdecLen,  in  nek-hem  der  Integratsiuus  und  Inlegralcosinus 
zu  den  harmonisclien  Reihen  stehen. 


Xheorle   der    ÜHoduIar-    (elliptiscben) 
Funktionen. 

Von  tloni 

Herrn  Doclor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Muthomatik   und  Pbjiik   an   der  höheren  BüritvrKhult 
EU  Sinsheini  bei  Heidelberg. 


In  dem  Foleendcn  ivolleii  ivir  versuchen,  diejeni<;en  Sätze 
herrorzuhehen,  die  niilhltc  sind,  um  zu  einer  vnlletKndigen  Kennt- 
aisa  dieser  Klasse  von  runktioneii  zu'gclani;en,  ohne  dabei  die 
HAs^cvon  ForRieln  nnlütibicten,  die  duK  Ntudiiim  dieser  Funkliu- 
n«n  eri^chirereti  und  vernickeln.  Wir  lehnen  uns  dabei  an  das  an 
Formeln  und  Dmlan;;  reiclie  Werk  von  Dr-  Gudermann;  „Thee- 
rie  der  ModuUr-Fnnktlonen  und  Modular-Inteemle. 
(Berlin  bei  Reimer  1844.}"  Sind  die  im  Folgenden  anfgestell- 
ten  Formeln  keinesuctis  neu,  so  ist  vielleicht  doch  eben  dadurch, 
dass  nur  das  Wesentliche  hervnEG:ehoben  worden,  der  tveitcrn 
Verbreitung  der  Eenntniss  dieser  Fiinktianeo  ein  Dienst  geleistet ; 
nnd  dieaa  tat  auch  einziger  Ztreclf  rorliegender  Abhandlung. 


j.  I. 

Die  verHnderliehcn  <jrössen  ,t  und  y  seien  s 
sie  der  Gleichung 


beschaffen,  dass 


gftaflgen,  wenn  a*<l,  m' <  1.     Aus  dieser  tileichung  ergiebt  sich 
leicht,  indem  nivn  in  Bezug  auf  ji  diffetenzirt: 


'806 


.!■;:  ,.  ■  '  -       ^  .  -V    .  .  . 


_      .  ■>     •.!■;:,.  »  »■  ......■■-.. 

...,v„., ..,.. ,    .     '  V*(l-a«)(l-m«b«).;r+tf^;iiVfe^      ■  '7 


.  f  ■  ■ 
■  i.-  • 


+  -:> 


-'    i  ■  I  »*  f  ■  ' '. 


V^('l—ii«)(l— mV) .  y  .+> — m*a%y 
Nun  ergiebt  sieb  aber  aus  der  Gleichiiog  (i): 


/ 


V 


^•~-  1— m«a«j:« 

wenn  man  ISr  v=0  a:=  +  o,    fiir  x=0  y=  +  a  voraussetzt. 
Hieraus  folgt: 

ar-m»a V^+  V  (l-««)(l-m«a*) .'^ V  o«-(mH l)«V+w»«y. )  --| 
Setzt  man  diese  Werth'ib  in  die  Glefcnubg' (2),   so  erhalt  map: 

1  .  .  as^^         ^j 


oder 

.'       Es  ist  somit  die  Gleichung  (4)  aU  eirte  erste  DiSereoaial^eichttg 
Oier  Gleichung  (1)  911  betrachten,    und  die  Systeme   von  weftkea 
von  SP  upd  y,    wel'che  der  Gleichung  (^1)  genügen  >  "erföllcn  waA 
die  durch  (4)  ^vagesprochene  Beaiehung.    Das  Integral  der  GM*- 
gbung  (4)  ^t  . 

Diese  Gleichung  wird  mit  (1)  zusammenfallen,  wenn  die  willkflhf- 
Hohe  Konstante  passend  bestinunt  ist. 
Setzt  man  * 


I  ■ 


•  /  ^-   I  ■■■' 
woraus 


II  f 


1=  /      «i  1  -^^    .■...'■■      ,.  ••  •SilBM 


«»7 

s<^  bf  die  GleichttDg  (4) :  , 

ilii4  d}e;  (5) :  . 

Da  diese  Gleichuug  ein,e  Beziehi^ng  zwischen  a:  und  ^  ausspricht, 
so  wird  C  von  a  utA  m  abhängen.  Nun  muss  aber  für  x=0 
y=a,  und  fiir  .v=0  a;  =  a  sein^    diess  ist  ni^r  der  FaJ[l^  ^^V^^ 


< 


dz  •        '  .,        ,  ..:, 


so  dass     '    < 

Jo    V{l-a:*)(l-m«x«)    ./o   V(l— y«)(l— mVH      «, 

t/o    V(l— 2«)(1— m«i*)' . 

iKeve  Gl^ictning  .fl»l/^t  aus  (1),  Ut  ihr  also  gleichbyelite'nil: .', '    , 
Ans  ihrfo^lgt:  r.i  . 


« \ . 


:      I 

Maa  wird  daher  sagen  können: 
Ist 

•         __  f'  Sjc -./** ^y 

ist  femer  v-f  ^  eine  konstante  Gr5sse,'  und  folgt  aus  diesen  Glei- 
chungen: j:=:<p(v),  also  y=iq>{u),  setzt  man  femer  a^:^<p(uA-v), 
so  siild  die  Grossen  x,  y,  a  durch  die  Gleiehung  (t)  f^rminden. 


:     < 


§.  2.  •• 

Es  seien ,   wie  im  vorstehenden  Paragraphen ,  v  und  jf  AA^V 
die  Gleichung  / 

-  /•*        ,       8x . 

""■"t/ 0    V  (l— a:«)(l— m«^«) 


. , I .  'I 


verbunden«  in  welcher  m^<l,  a^^l,  so  nennen  wir  x  den  Mo« 

dolar-^nvs  von  v  fttr  den  Modulus  m  und  bexeicboen'  ihn  durch 
SD(e),  während  v  das  Argument  (arg.)  hetssen  mag.    Die  Grösse 

VI—j:*  8oH  Modular- Kosinus  heisseif  fdr  den  Modulus  in,   und 


1 


,elc!i  wcTilei 

r-Tangente  von  D=tni,';  — -— heisseModular-Kotüngenle  =^ctnr; 

l  —  wi^j:*  aber  heisse  Modular-Diffcrcnte  =dnp.  Endlich  wollen 
die  GriisKC  V^l  —  m*  diifth  w'  beaekhnen  und  die  auf  den 
dnliis  m'  bezogenen  iMmlularfuiilctinnen  durch 

si/c,   en'ctn'r,   ctii'r.   do'r. 


Man  hat  eonach: 

CD*i>  +  sn*['=l, 

•  -=:--■ 

W  ""^^'' 

1 

mt  p   <!»■.= VI-.»"»' 

r=V  »%+,»■>.„». 

1 

=Vm"'+m'ciii'»i. 

■n  welchen  Gleichunpep,  nach  Art  der  Behandlung  der  cyklischee 
inItlioneD,  man  leicht  neue  bild^ti  knnn.'aus    denen    hervorgeht 
.oBs  weDn  eine  der  l'ilnf  Modularrunklionen  gegeben  ist,   nun  die 
andern  vier  daraus  ableiten  kann. 

FCIr  »1=0  erhält  man: 


«np=tange, 
'cine=critge, 
dn.asl.' 

Flli«=l 

:  einlebt  «kli 

c*-e—  ,, 

Da  also,  nas  auch  immer  mOO  und  <  1)  sei,  x  oder  snv  inu 
kleiner  als  I  ist,  so  giebt  ea  eine  Grosse  g>,  so  dass 

Bnü=siiiq>,  daher  cnp^cosg),  tac=:i$nstp,  etnt^cotg^. 
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Diese  Grösse  q>  nennt  man  die  Amplitude  des  Argumentes  o, 
Ar  den  Modolus  m,  und  die  Bezeichnung  Ist 

q>  =  amt.    »    .    .    .    .    .^    .    .    (3) 


§.3. 

Wir  wollen  nun  den  Gang  der  Modularfunktionen  etwas  näher 
erörtern.  Dazu  ist  es  nöthig,  dass  wir  die  Differentialquotienten 
demelben  kennen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  des  §.  2.  folgt  zuerst  • 

85 "" y  1  __;pay iZI^«i*  ,    cnr.dnt)* 
also,    da  j?:=:sni;: 


Da 


ist 


8«8np              ,  -,. 

— TT — Äcne.dne (1) 

sn*p  +  cö*»=l. 


d.sno.         3.cnt>      ^ 


und  setzt  man  den  Werth  aus  (1),  so  ergiebt  sich: 

.  d.cnt^ 


dv 


= — snodnv.     ......     (2)' 


Ebenso 


B.tAv      dn©       d.dnv  ^ 

"K  ' "  =  *~gr:  f     " 'jN  '    ^s^^-^—iHTinpcno 
CT        cn*p  cp 

d.ctnp      dnv        d.am©.      . 

-=dnr 


...    (3) 


5ü     "^en*r'         dv 
Nun  ist  för  ü=0  x=0,  also 

sn(0)=0,  cd(0)=1,  tn(0)=Ü, 

1  J  (4) 

ctn(0)  =  J,  dn(0):?rl.  aw(0):r?O.^ 

Da  aber,  der  Gleichung  (1)  gemäss,  -g--  so    lange    positir 

bleibt  als  cnu,  und  (tir  e=0  cn»=sl  ist,  so  wäohsiostoo  see- 
von  ©=0  an  so  lange  bis  cnt>  negativ  wird.  Heisst  Jf  ^der 
Meinste  Werth  von  e  (far  den  Modolus  m),  för  den  cnp=:0  ist, 
so  hat  man 


MW 

.n(M)=l,  .;»(.«)=0.  lii(.M)=j, 

cln(il/)=0,  iln(i»)  =  m',   ain(,»)=? 

>  fieisst  ^/  der  zum  Modulus  m  geliürige   Modolarquadrant. 
le  BestiiuniuDi;  anbelangt,  so  ist 


»=/■ 


VO^iW-'«*:'')' 


-=r 


Der  Gang  der  MoHularfunkliuneD  innerhalb  <ler  Wertheü  und  M 
des  Argumentes  ist  also  als  bekannt  voran szii setzen. 


itzt  man  — x  statt  x  in  die  Gleichung  (1)  des  §.  2. ,  so  nrinl 
I     .  — c,  und  somit  ist 

Bn(— t))^— sor,  cn(— r)=cnp,  tn(-^r)= — tnc,     i 
ctn{-p)=— ctnp,  dn{-t>)=3dnr,  äm(— «)=-amp,  (      *' 
was  auch  immer  der  Werth  des  Argumentes  c  sei. 


§.5.  .  : 

Aus  den  Gleichungen  (3)  des  §.  1.  zieht  mam-,  wenn  man  die 
erste  mit  x,  die  zweite  mit  g  miiltiplizir^,  alsdann  subtrahtrt, 
x=iBoa,  y=8nö,  a^sa(a-t-ö)  setzt: 

/    lA.  sn%— an»fe 

■■    '    '       snacnfrdnfr— snfrcno  dna 
Nun  Ist  aber 


sn*a  cti'Ä  dn*6  —  sn'6  en^adn'a 

=  8n«a(l-sn"A)(l-m*sn**)-8n«6(l— sn»a)(l— m«sn«o) 

=  (sn^o  -  sn'ö)  (1  —  jn'sn»a«n«6). 

Multiplizirt  man  also  in  vorstehender   Gleichung  Zähler  mnd  Nen- 
ner mit  eD«cn£dn6-(-Bn6cnadna,  so  ergiebt  sich: 


im 

6nacD6dii6 — 8n6ciiadna 
»n(a-6)=-  .     |_.^9g„4„g„a4     — 

Hieraus  folgt  nun; 

cn  fl  cn  6  —  sn  o  sn  6  dn  g  dn  6 
cn(a  +  6)=  I«.ma8n«a8n26 

cnacnb  +  Bnaatnbdnadnb 
cn(«-6)= l^„,28„2a8n>6       "^ 

/  "  I  IX        tnadn6+tn6dnrt 
*"  ^^  T  *)  =  i-tnatii6dnadn6 


.  i<   • 


C-ä) 


(3) 


.  •  f 


(4) 


(5) 


tnadnÄ— tn6dna 
*"("-*>  ^^^  r+ tMatn 6  d'n« dl.* 

ctg^gctni^  —  drtadrift 
^*°^''+7"dn6ctn6  +  ctnadna 

*  .. ctpäctn6  +  inadnb 

^  ""    .     ctoadna— ctn 6dn6 

I  : 

1   /    i  *v      dnadnÄ  — ?ii^snacnasn6cn6 
dn(a  +  6)= l-fn^sn^aenV, 

,,,:,     -    -        ..__dBadq6  +  m?»i\acna8n6cD& 
Setzt  man  endlich- 

:    ' •tn(a  +  *)=^taog(«  +  jJ) 

oder 

tang a  +  tang^ __  tnftdn6+  tn6dna 
1 — tangatangjj"^  1 — in  adn  6  to  6,do  a* 

welcher  Gleichung  genfigt  wird,  wenn 

tanga=ctnadn6,  tang/?=to6dnW, 

'a±zBtc(täisg=tna6nb) 9  J3  =  arc(tangr=:,tii6dho); 

fip.  däsa   :.. .   'j    ., .,.  ,..'.•.,, 

am  (a+b)  =  arc(tang = tn  a  dn  A)-f  arc(tang=  tn  6  an  o) , 
am  (a—  b)  =  arc(tang = tn  a  dn  6)— arc(tang = tn  6  du 

welche  Werthe  au0h  wirklich  den  Förmeb  (1)  bis  (5)  genügen. 


bezeichnet  werden  durch  cno;    die  GrOsse  ^|-^-=^  heiwe  mdi* 

lar-Tangente  von  r=tnt>; Hieisse)Hodular-Kotangenfe=etnr, 

VI— m«a;2  aber  beisse  Moduiar-Differente  nrdor.  Endilch WoN 
wir  die  Grosse  V"l — m^  duvch  m*  bezeichnen  und  die  auf  den 
Hodulus  m'  bezogenen  Modularfunktionen  durch 

.sn^r,   cn'»;  tn'r/  ctn'p,  dn'r. 
Man  hat  sonkch:       ' 

cn*»  +  sn'»=l, 

tnt>=-— » 
cn  V 

ctnv5=-— -*  7   •  •  •    y^f 

dn©=  V  i--»«'«n'r=V  cn*r+iii''snV 
'  ,         =Vm'«  +  »?ch«r;./ 

aus  welchen  GUicbungep«  nao)i  Aft  der  B^bandhing  4^r  cykliscbei 
Funktionen,  man  leicht  neue  bilden  kann,  aus  denen  hervorgeht 
dass  wenn  eine  der  fiinf  Modularfunktionen  gegeben -ist»  ohhi  die 
andern  vier  daraus  ableiten  kann. 


Fflr  f}t=0  erhält  man: 

8no=sin9, 
cno=coso, 
tnv:;=:tange, 
(Ctn©=cotgi>, 
.-dn«?::!/  . 

WOm  m:szl  einlebt  stob 


■1. 


iror«Qs 


Da  also,  was  auch  immer  m(>0  und  <  1)  sei»  x  oder  an«  inuner 
kleiner  als  1  ist,  so  giebt  es  eine  Grosse  q>,  »9  dass  « 

I  •  •  ■     -  -      ^  -1  j  tu 


r  - 


i 
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ai!>(^+*)ii=fi;r- aiii(Jlf — A) , 

ond  wenn  man  hier  M — 6  statt  6  setzt: 

.    am (2JI!f— Ä)  =7P—  am 6, 
an)  (2Jf -|- 6}  =  ;c -h  am  6 : 

d.  L  f3r  irgend  eio  gaiiaes  positives  r: 

Also  aus  (y2); 

Mn(2rii^^ilf'f  6)^»m(ir"f-6}'f  r^^r^  +  j  •farc(tai^=;;*' tn  6) . 

d.   i. 

am((2r+l)ilfJ:6)  =  (2r  +  l)|4:arcCtang=m'tn6).  ...  (3) 


Dieselben  Formeln  gelten  fiir  ein  negatives  2r  und  2r-fl- 
Hieräds  ergiebt  sieh 


'  I 


M(2rJif -f  6)  ^siD  (am  (2Jtfr +4))  !d:stn  (r^H-am  A)  s=(-^l)r8n  6, 
co(Sft*4f-fÄ):^eos[am(2r^+6)]=co8(fH-am6)  =  (^J)''cn6,  f  " 
tn(2riif  +  6)=tang[am(2rilf  +  6)]==tang(rb-||-am6)=tn6,   ^  ^^ 
ctn  (2rilf +6) = cotg  [am  {^M  +  6)]  =  cotg  (r^r  +  am  6) = etn  Ä. 

Setzt  man  hier  r=2ii,  so  sieht  man,  dass  die  Funktionen  sn6» 
^069  tn6,  Gtn6  sieb  nicht  ändern,  wenn  Jb  sicfi  um  AnM  ändert; 
diese  Funktionen  sind  also  periydisch  un|l  der  U)nfong  einer  Pe- 
riode ist  4Af< 
^as  die 


Was  die  Funktion  dn&  anbelangt,  so; ist 


dn(ilf+6)=g^^ 


mf 


(4') 


diese  Funktion  verhält  sich  also  wie  tn6 /und  ctn6. 
Aus\den  Formeln  (4)  folpt; 

.o((2r  +  l)il#+6)=(-l)'-8n(^+6)=(-l)'-^. 


« • 


CD  ((2r  +1)  ilf +*)  =(-  1)'CD  (^+6) ={- 1)'+^^. 


ctn((2r + 1)  ilf -f  6)  =:  ctD  (^+ &)  s»  ^  ni' tn  A , 
dD(flr+l)ilf +6)=dn(Jlf+6)Ä  ^. 


40»' 


8n(ilf)=;:l,  ^(ilf)=;0,  taiMy^it 

<    ^   .  .  .  (5) 
ctn(Jf>=0,  dn(^=m',  am(jlf)=5^; 

I 

und  es  beisst  M  der  zum  Modulus  m  gehörige  Modolarquadrast 
Was  seine  Bestimmung  anbelangt,  so  bt 

•».."r   ^».'.i   -.•»'        .*•:■     .i.!r(1  :'  ...     ■ 

oder  da  j?=sin9: 

V  1— m^sin  V  1 


w. 


:  i*  ^ 


Der  Gang  der  Modularfunktionen  innerhalb  der  Wertfae  0  und  Jf 
des  iA^rgumentes  ist  also  alß  bekannt  Vorauszusetzen. 


des  §.  2.,  soiwifd 
«zu 


Setzt  man  — x  statt  x  in  die  Gleichung  (1) 
i  — o,  und  somit  ist 

sn(— ©)=— shr,  <in(T-ü)^=önt^,  tn(— r)= — tnr,    .     ^ 
ctn(— <r)=:,-^etno,  dn(— ü)  =  dof?,  fUn(—0=  ""*"**>> 

was.  auch  immer  der  Werth  des  Argumentes  o  sei. 


.  I 


•  j 


§.5. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  des  §.  1.  zieht  man^  wenn  man  die 
erste  mit  x,  die  zweite  mit  y  mnltipÜzir^i  alsdann  subtiahirt, 
:r=3sna>  y=^&ikby  ci=sn(a-f6)  setzt: 

I 

.       -  ^ sn^fl — sn^ 

^  ^  ^"""snacnödnA^snA  cna  dna* 
Nun  ist  aber 

•sn*acn*6dn*6  —  sn^en^adn^a 

=  sn^  (1  -  ^*)  (1  ^  masn«*)  -  sn«6  (1  — siAi)  {l—mHnhi) 

=  (sn^a  —  sn*6)  (1 — wi*sn*asn*6). 

BldliipRzirt  man  also  in  vorstehender  Gleichung  Zähler  inA'  iHeo- 
net  mit  en«enAdn6-f  SD^^nadna,  so  ergiebt  «ich:     •  i  .  <:: 

•  •  •     ':  .   <  ■  .  '.      .1  '■     il-i/ 

«»(«  +  *^= l-m«sn«asn4 ^  •  vr,iflP;>, 


's 


s 


im 

V 

6nacD6dii6 — 8n6ciiadna 

Uieraos  folgt  nun: 

.  cnacnb  — •  ana  sn  6  dn  a  dn  6 

^"(^  +  *>= l^m^sn^asnH  , 

}   ,  ,  .    (2) 
'                                      cnacnb  ■}-  snasnbdnadnb 
cn(a-6)= I^m2«„2as„a4 


^ 


A-/"iiL\        tn  a  dn  6 +tn  6  dnn 
tn(a  +  6)  =  j_.^^^^-^j^^j^^^ 

.     .        .^        tnadnö— tnAdna 
*''^''-*>='r4-tMatn6dn«diiÄ 


,  ctji  g  ctn  <^  —  dn  gdri  b 

^    '   y      dn6cto6 -f- ctna  doa 

V  V (4) 

*  ..  _ctnactii6  +in'adnb 

^        v~"ctDadna— cto6dn6 

I  .         :  . 

1   /    i  »V      dnado6  —  m^snacna8n6cn6 

'  •  V  . . .  (5) 

•*  •'»    il  y       tv^d»ttdq&  +  m?»i\ffCPa8n6cD& 

Setzt  man  endlich  • 

aiii(a  +  6)  =  a  +  /5, 

:       'tn(o  +  ft)-i:taog(«  +  jS) 

I 
*   • 

tangg  +  tangP  _  tnftdn6+  tn6(jna 
1 — tangatang/^"^  1 — tn«^dn6to6,diia' 

welcher  Gleichung  genügt  wird,  wenn 

tanga=:=tnadn6,  tang/?=tn6dna, 

'e^±=:arc(tatig=tnadi|A),  J3  =  arc(tang^tii&dno); 

am(a-f&)  =  arc(tang=tnadnA)-|'arc(tang=:tn6ano),  )    , 
am  (a—  6)  =  arc(tang = tn  a  dn  6)— arc(tang = tn  6  dn  a) ;  V    '  ^ 

welche  Werthe  auch  wirklich  den  Förmeb  (1)  bis  (5)  genügen. 


«a 

an  in  den  vorsiehenden  Formeln  i  =  a. 
Ig«nden : 

•o  •tbUl 

.        SsiKicnndno               \ 

cn'a  — sn'wdnn            J 

2U10.1I1II                   f 
"'2»-l_,„.„,l„2a-               ' 

c>..'.-dn«a                  [ 

""»        iel„„J„o    ■                l 

-      am2<i=2arc(taoB  =  tnfldna);  ; 

woraus  nieiler  gefolgert  wird: 

"""--ty  u+d»'W 

"°--V  l.    l  +  ini«   Ä 

tiiflflli(i=tai>g(!aiii2a).  j    ^ 

Ueberfcanpt  ki«nii  man  hieraus  eine  Reihe  Formeln  ableiten  auf 
gnni  ähnliche  Wei«e,  iv!«  die  entsprechenden  Formeln  der  cykli 
schell  Punktionen. 


§.6. 

nden  1 
'funkti< 
Setzt  man  a  =  /V,  so  erhält  man,  mit  Beachtung  der  Fonnelo 


Die  Formeln  des  vorstehenden  Paragraphen  werden   ni 
fernere  Verhalte»  der  Modularfunktionen  vor  Augen  stellen. 

des  ^ 


/  u    n      '^"^         rat    n        ,  snft 


dn(Jlf— 6)  =  T-Ti  aDi(itf — ^)='^ — arc(tangc;mtn6);    ! 

vorausgesetzt,  dass  zunächst  b  zwischen  0  und   M  sei,    obwohl 
diese  Formeln  fär  jedes  b  gelten. 
Ebpn  so. 


4»$ 


PomiNüh 


•    "         'a»(^+*)±s:fi;T«aiii(Jlf— A), 


ond  wenn  man  hier  lU — 6  statt  b  setzt: 

.    ani(2^— Ä)=7r  — ani6, 
atff(2M+b)  =  7t-j-SLmb: 

d.  L  für  irgend  eio  gaiiaes  positives  r: 

ani<2rilf  dt  A)=»'^db  aro  A« 
Also  ai]8.(^); 

Mn(2rilf-|-4f-f  6);=am(ir+6}'f  r^^r^+j  +ar4<tai^=;;*'tn 6)  • 

d.   i. 

ain((2r+l)ilfdb6)  =  (2r  +  l)|4:arcttang=iii'tn6).  ...  (3) 


Dieselben  Formeln  gelten  für  ein  negatives  2r  und  2r-fl. 
Hiaräds  ergiebt  sich 

M(2rJif *f  6)  ^  siD  (am  (2Jtfr  -f  4))  cdrstn  (r^H-am  6)  r=(-.l)rsn  6, 
'  cn(^9t+i)^co$[am{2r]ltib)]^coH^^ 

tn(2riif +  6)=tang[am(2ril!f+6)]==tang(rb  +  am6)=tn6,   ^  ^^ 
ein  (2rÄ+6) = cotg  [am  (2r  iüf + 6)]  =  cotg  (m  +  am  6) = etn  b. 

Setzt  man  hier  r=2ii,  so  sieht  man,  dass  die  Funktionen  nnb, 
tob,  tn6,  ctn6  sich  nicht  ändern,  wenn  jb  sicfi  ^m  inM  ändert; 
diese  Funktionen  iEiind  also  periydisch  un|fl  der  UMitng  einer  Pe- 
riode ist  iMn  ^ 

Was  die  Funktion  dn&  anbelangt ,  so  .ist 

m' 


«•"(*+*)=  dSÄ'  > 


w' 


(*'). 


\ 


\  UH(2Jtf+6)=g^^-jj,«dn»; 

diese  Funktion  verhält  sich  also  wie  tn6  und  ctn6. 
.  Aus\deQ  Formeln  (4)  folgt;  .  , 

^  cnb 

.D  ((2r  + 1)  Af  +  6)  =  (- 1)«-«!»  (ilf  +  6)=  (- D' ^ , 

t      : 

'■■'''■  tn'kob' 

CD  ((2r  + 1)  *+ 6) =(-  D'CD  (;|f+6) = (-  D'+^-g^. 
dD((2r  +  l)Jlf+6)=dn(Jlf+6)=^. 


Setzt  man  in  den  Formeln  (4)  und  (5)  b  n^tiv,  so  eltall  W 
leicht  zwei  weitere  Systeme  von  Formelnv'  :$etzt  man  aber  6=fi 
so  erhält  man : 


j  «n  ; 


.   sn2rüf=0,  8n(2r  +  l)»=:(— 1)«^, . 

cn2rilf=(-l)^  en(3r-^I)ilf=0,         i 
tn2r;tf=0,        '      tni[2r  +  l)ilif  =:i,         >...(•) 

ctn2rilf=J,       -  ctn(9r-M)X3sO>i        i-    •  »«    i  • 

dn2ril!f=0.  du(2r+l)Jlf  =m'.       ) 

Was  das  Vorzeichen  von  i  anhelangt,  so  verhält  es'^stdi'di* 
mit  wie  bei  den  cyklischen  Funktionen ;  es  ist  dasselbe  eewif- 
sermtassen  ein  doppeltes,  je  nachdem  man  zu  d^  uneniillcD  we^ 
denden  Funktionen  gelangt  ist ;  ob  durch  ein  negatives  bb  0 
wachsendes,  oder  ein  positives  bis  0  abnehmendes  6. 

Aus  dem  Vorhergehenden  erhellet  nun«  das«;  aobald  JttU  die 
Werthe    der   Modularfunktionen    von   0    bis    ^  kennt,    man  £e 
Werthe  derselben  für  iedea  beliebige  /Airgiimenl  au  tN^ltfaDONB  im 
Stande  ist.    Allein  selbst  innerhalb  dieser  Gränzen  llisst  eiqh  noch    i 
ßioe'  Vereinfkchung  elnffihren.    Aus  den  Formeln  (I)  des  §.&  fo^ 

nändlch,   wenn  ma*n  » — ^6  statt  6  setzt: 


.s  . ,  ,       a) 


:i 


'.» 


snl 


^"      '      dn 


(f-O 


*"(f^0=        m^         '  am(|+6)=f_a^tg^tn(f-6)), 

*  '  '  '. 

durch  welche  Formeln    man  die  Funktionen  fiSr   Argumente  >-q 

M  .   ■     .     iv. 

aus  denen  fltir  Argumente  <^  berechnen  kann. 


Set^t  man  6=0,  «o  erhält  man  Pormeln,  die  leidit  iiie  Ib* 
dularfunktionen  von  -^  gebeit    '    *  '■ 


»1  .  ' 


f  8.  ■ 

Fttr  die  Aiiwendone  der  Modnlarriinktioneti  wäre  es  nothwen- 
dig.  dass  inan  Tareln  besasse,  niis  denen  man  die  Werlhc  von 
jeder  derHellien  Tür  oiii  bestimintes  Ariiiunetit  entnehmen  könnte. 
.Solche  Tareln  kÜnnteH  »Ich  leicht  aiiT  die  geirOhnlichen  tTigoiio- 
<iMetrischen  Talein  beziehen  la<<iten.  Denn,  nie  wir  in  §.  9.  sehen 
werden,  iet  es  leight  mngfteh.  uns  einnr  gecebenen  Amplitude  ^ 
•las  zugehürifie  Areunient  c  zu  berechnen.  Man  stelle  nun  för  die 
RIoduln  von  0  bis  1,  diese  beiden  ausgeschlo&scD,  Tafeln  auf,  die 


rar  jed< 
ben. 


Sil}  '"^    einem    Argumente  t 


"V 


iplltudc  von  0  bis  ;j  die  zugehTirigen  Argumente  e  ge- 

trd'tuan  umgekehrt  aun  diesen  Tafeln  für  einen  Modalus 

zii|;ehürige  AmpMtude   tp  finden 

^i^n<p.  cnc^^^cns?)  u.  s.  (.,  so  kennt  man 
also  auch  die  dem  Arsuniente  t<  2U4>eh<>rißen  Mndularfiinktinneo 
mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  tripononietriKirhen  Tafeln.  WKre  eine 
der  Modularfunktinnen,  z.  B.  Inr,  gegeliun,  so  würde  man  tp  der- 
gestalt hcrccbnen>  dass  ^ 

tangqo^tn^, 

und  aum  diesem  Werfhe  von  q>  kann  man  d.is  Ari^ument  o,  eo  wie 
die  Qbrigen  Modularfunktionen   finden. 

Hatte  man  also  Tafeln .    in  welchen  für  die  Modurn  «nn  0  liia 
1,  dieüe  zwei  ausgeschlossen,    die    zn    jedem    ip    von    91=0    Inu 

^■=^ä  XU  gehörigen  r  (von  Q  bis  M)    tu  fmden   wären,  so  wdrden 

'  diei^e  vollständig  geniigen.  Es  ivSre  vielleicht  genügend,  dass  sie 
nach  Tausendtheilen  des  Modulus  fortschreite»  wiirden;    Ihre  Ein- 

,  ricbluns  künnfe  de»  der  trigonometrischen  Tafeln  lihnliih  sein. 
Soll    Oberhaupt    die   Annendung  der  Modularrunktionen  (Vuehtbrin- 

Ee»d  sein,  so  sind  solche  Tafeln  von  unabweisbarer  Nolhwendig- 
eit.  Es  bleibt  uns  also  noch  zu  zeigen,  auf  tvciche  Weise  die 
UrOsse  V  aus  (p  berechnet  werden  kann. 


i  worin  ip  ua( 


ie  iD  £■  3.  ergiebt  aicb,    wenn   aiati  =  9  gesetzt  wird, 


w 


llrl'Vl-V 


uff    •  gy 


aiüV' 


worin  ip  unter  ^  vorausgesetzt  werden  kann,   «der  hcichstens  =^. 

Um  also  1-  aus  ip  zu  bestimmen,  haben  wir  bloss  das  Integral 
l  in  eine  konvergircnde  Iteihe  zu  entwickeln.  Nun  ist,  «Ä  wi'sln'9t<l; 


äM 


(1— m*«lDV)~**=l  +  2''•*'•"*V+2^'''*■'''*V+2^^'*••'"^P+• 


9 


^'^ ♦+2»«/^%ii»»»a9  *  ^nfifjM^ 


Das  nUgemeiae  GHed  didaer*  Reihe'  Mi 


•••• 


.1  I  '. 


•t 


'    1.3.6....(2r~.l)^^/»>V.^ 


':A 


«iii*^^3^. 


1 1 


2.4.6-..2r 
MiMi  «eise  Don- 

Jo  ""  '' ^  "  ■  a . 4 .6.... 'ir'(^fV 


■f<     !•  i  t 


V 


I  • 


I.-»  ,•  ..,■■ 

=  9>  +  ßy  m«/i(q>)  +  (o)**»*Ä(9>)  +  •. 
/1.3.5..-Cir~l)\* 


.-..  ®    . 


DttTch  diese  Formel,  die  Funktionen  f(qi)  als  pekannt  voransp- 
a«tzt»  lerbält  maii  «aus  q>.  .Zsgieioii  folgt  hieraus  >  dbss  nt— s 
diö  gletcken  Modularfüsktionen  fehfiveii»  wie  au  ts.  • 

Es  ist  Dunmehr  npch  ,,eine  Bereehnuogsweis^  der  FunktioDeB 
fijip)  anzugeben.    Aber  man  hat: 


1  ■ 


daher 


.  I' 


Bin*4-Vcos9=(Ä-  + 1) /*  ^sinar9,ag,-,(2r +  2) /* %iD*4^V9 

</  0  I  «/ p 


oder 


lAg....(2r-H)  ^   .^,^     ,:    L3.S....C2r+l)^,  ,       /,^, 


'/Ht<»>'^/K»)-^1 ,  il^!ff +t)  «««*^  •<>*  »1  ' 


w«,^  «uft,  4a  Uip)^^t 


<»•■., 


•.  ••  » 


:     -IM  • 


2  2.4  , 


2.4.6..,.(2r— *2)  . 


-3.5.7.. ..C2T-l)'"''f""""f'l 
wodurch  die  Funktionen  f(<p)  iinn   bestimmt  sind. 

Diese  FunLticinen  sind  abiiehniend  und  positiv,  da  sie  Null 
sind  fiir  tp==0  und   ihr  Üiffereiiziulr|uotient  positiv   isl   \on  91=0 

bu  V^g-     D&  dieaer  für  ein  unendlich  grosses  T  Null  Ut,  ao  ist 

Mv)  ^^  ^>"    Unendlich  grosses  r    selbst  Null,    wenn  9'^<(;,-)  > 

waa  man  auch  auf  andete  Art  baweieen  kann.  Für  9>=ö'  erhält 
man  den  Werth  von  M. 

Somit  hätten  «vir  die  im  §.  8.  j^eforderte  Aufgabe  geJOe^  oder 
die  Möglichkeit  der  Konstruktion  der  Tufclii  gezeigt 

Die  unmittelbare  Theorie  der  Moilularfunktionep  ist  damit  ge- 
schlossen, und  wir  haben  nur  noch  ihr  Verhalten  anzugeben,  tfeni^ 
i  Argument  imaginär  oder  wenn  der  Modulus  >  1  ist. 


Bbe    nir    aber    diese    Untersuchung    vnrnehmeti,     sollen   nir  ' 
Doi'h   einige  GleichiinoeTi   Bulitlellen,    welche  die  llezlebunt;ea  der 
Argumente  zu  den  ModuUrlunktioncn  naher  darstellen. 

I.    Ist  D  ein  Argument,  dessen  Modiilar-Sinus  ^x,  so  hat  man 

(S- 2.):  ' 

°~J,    V(l-:e>)(l-™**')   J'  VT=(S*+T)3TS^' 
n.    Tat  r  ein  Argumenl,    dessen   Modular-Kosiniis  ^=x,  so  ist 
sein  Modular-Sinue  =V^l  — x"=y,  also 

/■-       -to       _/■• 


'  '  '  AM 

V  ist  Null  fBr  d:=l;   da  aber  x  nicht  :\grte«eri«l«  l^  «obyiottn 
.  aach  setzen 

Für  ar=6    ist   diie  *  Wurzeigrusse '=m,    f&r  ar=i  ist  sie  0,  für 
:r>»l  ist  sie  imaginär.  - 

,  III;  •  Sei  ;t*Mn  ^rgument,  desjien  Modultfr-Tattgente  tsx,  8o 
ist' sein  Modular-Sipus  ^^7?=;it:^3=V'  niithin 

:  I    ■■•.....  •  .. 

•  (3)  .,     . 

V  ist  Null  für  xi=zOi    x  aber  kann  jeden  posTfl^eifWerth  haUo. 

IV.    Ist  9  eiii  Argttibeiit/'des^eto  Modblilr-Kotan^^^^     =^ir,  so 

•         -  •■!  '•■  -»■     "'tp      i*  •  .■'    ■•      •■■:•.■..•(.     ■  ; 

m 

;.  ••!  ,1'  •  .fi  i«'i.  '.!;•.  Y;i.  .  ■'•    JT»*'    '.  AT 

J  *  y (l+a:a)(m'*+^)  ~*/  '    Viii'«+(wi'Hl)a:*+^* 
^Ist  Null  fOr  a:==jcc:   ftlr  x=0  ist  tt^M. 
.    V.    Es  sei  dno=ar,   nxt^  ist  snv=v== r — ~\  ^-deBmacli 


"V*^V^^ 


dir 


(8K 


«  i«ft  NoU  (är  dr=l»  «ist  =?ilf  fiir -.  jr=ffi^  $  o?  ytJnmi^ 
1  und  m'; 'ttr  drsrl* Ist äte-^^^Aintfelnfrösse ^Niiff^ttiBr>«3^ 
falls  Null;   ausserhalb  dieser  Gränzen  ist  sie  imaginSr. 
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also 


"VI.    Es  sei  tang(iain.t>)=a:.    Nun  ist  tang}9>  =  V  y^^* — S?, 
♦       /i        \      4/  1— cnt?  1 — ^^ 


Daher  Dach  IL: 

Vll.    tiS  sei  — T-Ti x  = =a;,   so  ist 

8n(i!i' — V)      cnt? 

ix         wi*cn*rsnt?  +  sni>dD*<?  ^  . 

8^= CD^       =snMCT«-.m^). 

Aber 

•l»  "—  r«      ■  ^^       f     Sil     P  «         ■       n  5» 

Vl  —  sn^  m2— a:« 

Demoach 

also 


K?  =  V(l-a;^)(m^-:i;^, 


_/** 8^^ /**^ 8x 

r  ist  Null  för  a:  =  l,   r  ist  =ilf  für  o:  =  oo;    also  geht  o:  von  1 

bis    OD. 

sn  t) 
VIII.«  Es  sei  CD(ilf — t?)  =  m' T--=a:,  so  ist 

|?=^(m'«  +  mao:«)  =  V  (l-o;2)(m'Hw*a;2), 

^^   t/  0   V{l-a:2)(m'2+7ii2or«)    J  0    Vm^*+(w^^m'«)o:^^m2o:4'  ^ 

För  ar=0  ist  t?=0,   för  x  —  l  ist  r=üf.     Die  Wurzelgrösse  Wtt 
reell  von  o:=0  bis  o:=l. 

IX.    Es  sei  —  =0:/  80  flndet  man  ganz  wie  oben 

.=r' ,        ^"  ....  (9) 

«  ist  Null  für  o:=I,  und  ist  =:iRf  für  07  =  od;    also  geht  x  von  1 
hUi  OD.    Für  ar^<l  ist  die  Wurzelgrosse  imaginär. 

Theil  XI.  27 


« 


4t0 


Hl' 


X.    £•  sei  dii(^ — ^)=;j — =^9  ^^  fiodet  man  ebenfalla: 


dnv 


ao) 


r  ist  Null  für  x=:m' ,    und   ist  :i=Jlf  fiir  a:=l;    also  gebt  j:  tob 
m'  bis  1,  innerhalb  welcher  Gr&nzen  die  Wurzeigrosse  auch  reell  ist 

Aehnlicbe  Fonnein  lassen  sich  noch  leicht  ablelteo ;  die  ge* 
gebenen  genfigen  aber  zu  unserem  Zivecke. 


§11. 

Die  Formeln  des  vorstehenden  Paragraphen  werden  uns  aacfc 
die  Aufgabe  lusen,   die  Verhältnisse  der  Modularfunktionen  aaiO' 
,     geben  9  wenn  das  Argument  imaginär  ist 

Setzt  man  nämlich  snt>=i:9  so  ist  also 

iSz         s         .  '  /**  Sz 

tr: 


.        P' iSz_ ,  /»» 

tr=:/      ./•  ,.     «  ~T      1  K  9  also  v=  / 

t/o     Va  +  Z*)(l+W«2*)  t/o 


V(l+z2)(l+m«2«)'  t/o   V  (l+2*)(l+m%«) 

Hieraus  folgt  aber,  nach  $..10.  III.,   dass  2=^tn*v,  wenn  man  die 
in  §,  2.  ferner  erwähnte  Bezeichnung  einflihrt.    Demnach  ist 

snir  =  ztn'v, 

» 

wenn  t-F  V — 1.    Hieraus: 

cntt;=: — j-,     tnie'  =  tsn'9, 
cn'i>'  ' 

ctnt{7  =  '; — 7-,  dntr= — r**    ?  •    •    •    .    (1) 
tsn'i?  cn  »      '  ^ ' 

am,r==»log(^-^— j, 
daraus  ergiebt  eich,  wenn  man  die  Formeln  de«  §.  5.  beachtet: 


I 

'=■    .1"' 


an 

fMfMil' fUgt, '^^v«iiA  ^an  ^h  fä9Ü  «ttüBt: 

snacobdub — 8n6ctiadna 
8n («-&)=-  .    il_^.g„4a,„«6        ^- 

Hieraus  folgt  nun; 

cno  CD 6  — ^  an g  sn b  dn n dn 6 
cD(a-f  6)= l^m^sn^flsn^ft 

>                                     cnacnft  +  anasn&dnadnft 
cii(a-6)= i^m>«n>a8n>6 

■ 

i_/"if\        tnadn6+tn6dnrt 
*"("  +  *)=  i-tnatn6dnadn6 


tn  a  dn  6  —  tn  6  dn  a 
*"(''-*>='1+tnfltn6d'ii«diiÄ 

ctg^g  ctn  I&  —  dn  fl  dri  6' 

^    ■   ;      dnActnö -f  ctna  dna 

!  .  ctnactnfc  +  inJadnb 

^        ^""ctDadna— ctnftdnft 

j   /    i  f\      dnadni  —  nflsnacnasnbcnb 


!■•      ,dn(<»-Ä)--- i_„s,o»aeo« 

Setzt  man  endlich  • 


an6cn6 


oder 


\ 


•tn(a  +  6)=i:tang(a  +  j5) 


tanga-ftangl?        tnadn6-f  tn6dn(i 
— tangortangj?      1— tn«^dii6  to6,doa 


,  •• 


C-ä) 


(3) 


(4) 


(5) 


welcher  Gleichung  geofigt  wird,  wenn 

tango=3=tDadn6,  tang/9=tn6dhay 

* 

^^^arc(ta^g=tnadQ&),  /?  =  arc(taTigr:=ttn6dlia); 

ßo.  daaa   ;.. .   u     •  .. 

am  (a-|-6)  =  arc(taDg= tn  a  dn&)-|-arc(taog=  tn 6  dn a) ,  ) 

am (a—  b) = arc(tang = tn a dn 6)— arc(tang =tn6dna); '     ^  ^ 

T 
1  '  *     '  . 

welche  Werthe  aucli  wirklich  üen  Förmeb  (1)  bis  (5)  genügen. 


I       «        «k 
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auf  diesen  Modulus  beziehen,   m5gen   darch  soiv,  Gn^v  il  s.  f. 
bezeichnet  werden. 


Ist  nun  sniV=z>  su.  hat  man 

^jo  Va-i^Ki-w'?^  t/o 


z  . 


8z 


SefEt  man  nun  z:=m2! ,  so  ergiebt  sich 

d.  t 

2'=sn(-J,  also  snir=z=iw2'=^jw8nf-j-J. 

Hieraus  folgt:  ^ 

sn,  t?  =  msn  ^^^ , .  eoi  r  =  dn  ^^^, 

tn|t)  =  iii — ^— Y  ctnif?  = 7^' 

dn,t,=cnQ.    ^ 

4 

Es  sind  noch  zwei  weitere  Modularfunktionen  elngefilhrt  wo^ 
den;  da  sie  aber  erst  bei  den  Integralförmeln  outhig  sind,  so  Ter- 
schieben  wir  ihre  Theorie  dorthin.  ^  . 


(1) 


§.  13. 

Zum  Schlüsse  dieser  Abhandlung  soll  hier  eine  AnweodoDg 
der  Formeln  des  §.  10.  gegeben  weroen.  Diese  Anwendung  be* 
trifft  die  Integralformel 


'=/ 


8z 


Hierbei  sind  nun  folgende  Efille,  zu  untenicheiden : 

1.    A  ist  positiv  —a^C  ist  dessgleichen  positiv  =6^  £=20^ 
worin  ä^<l>  übrigens  i)c  pbsitlroder  negativ. 

Man  hat  also 


Bi 


IS^ 


^l  +  =^*«  +  3»« 


WZ 


.(») 


.  ■.•m.i» 


4iA 


I^WIIÄÄCll  »4  I,-.  A  I  r '»  *  .11'  I 

'   -^         'attr(üf +*■)*!=  fc,- am  (Ä—A), 

und  weoo  man  hier  M — 6  statt  b  setzt: 

,    aui(2-^— Ä)=7r— ani6, 
a<9  (2Af-f-6)  =  ;c -f- ani6 ; 

d.  L  fQr  irgeod  eio  gatises  positives  r: 

ani<2rilf  dt  6) =r7r  jt  am  6. 

»in(2riw+Ä+6);^>m(if+6)-l  r^^r^+j +arc(^ng=;;i'tn*)» 

*  * 

d.   I. 

am((2r+l)^i:6)  =  (2r  +  l)|i:arcCtang=m'tn6).  ...  (3) 


/ 


Dieselben  Formeln  gelten  ftlr  ein  negatives  2r  und  2r-f  1- 
HIerilds  ergiebt  sich 

M(a^jlf+A)^sin(am(2jlfr +*))  t=i«tn(r«+am6)=(-l)'^sn  6, 
cn  (39r|f -f  J)  =p  cös[am(2rilf  +  6)] = co«(f7H"am  6) = ('^Ij^'cn  6,  f  ,^ 
tn(2»'*  +  6)=tang[am(2rilf  +  6)]  =  tang(rb-fam  6)=  tn6,    ^  ^^ 
ctn  (2rilf +6) = cotg  [am  (2r  ilf  +  6)]  =  cotg  (r^  +  am  6) = cto  6. 

Setzt  man  hier  r=2n,  so  sieht  man,  dass  die  Funktionen  nnö, 
tob,  tnb,  ctnb  sieb  nicht  ändern,  wenn  ,6  sic^  um  inM  ändert; 
diese  Funktionen  üind  also  periodisch  unH  der  Üiofang  einer  Pe- 
riode ist  m 

Was  Aß  Funktion  dn&  anbelangt ,  so  ist 

\  i 

,         /       y...  (4') 

diese  Funktion  verhält  sich  also  wie  tn6  'Und  ctn6. 
;  ,  Ätis\dea  Formeln  (4)  folpt; 

cnb 

»D  ((2r  + 1)  ilf + 6)  =  (- irsn  (^+ 6) = (- 1)«- ^ , 
CD((2r  + 1)  »+*)=(- l)'co(^+*J=(-l)'+J^, 

ctD((2r+l)Jlf+A)=:ctn(Ä+Ä)s»— »i'tnft,  i    

m' 


.1    V     . 

• 


\i 


•'       . » 


dD((2r  +  l)ilf+ö)=dn(Jir+6)=s  3;^ 
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f. 


Identifizirt  man  mit  III.  des  §.  10.^,  so  hat  man 


Iß  2ba 


woraus 


Demnach 

Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  y  das  folgende  System: 

tnr=.Y(— ,), 

Da  in  III.  des  §.  10.  x  geht  von  0  bis  co,  so  geht  x  von  0  bis  x; 
für  2=t)  ist  vorausgesetzt  y=0,  f8r  r=oo  ist  y  =  Y  ("aJ-^J 


daher 


t/o     VöM^2a6a23  +  6*2*      ▼    VoA/ 


wenn  «,  6,  «  positiv  und  a>  1.      Jtf  ist  der  Modularqnadrant  des 

Systems,'   dessen  Modulus  =  VI — m'^,   ?»'  =  «— Vä* — 1.     Die 
.  'übrige  Behandlung-  ist  die  gleiche,  wie  in  I« 

Ili.    Es  ist  ^  positiv  =«*>  C  positiv  =6*,  ^  negativ  = —2a6a 
und  o>l.'    Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 


III.   1.     -Z2<1. 


»= 


'X 


Identifizirt  man  mit  §.  10. 1.,  so  bat  man  -^2*^=1»«^:*,  — i*zr»«4-K 


woraus 


x=^  ( — Vt,    in  =  a— Va«— 1.     Daher 


'416 

DeidDach 

m=  a—  Va* — 1. 
Da  or  geilt  von  0  bis  1,  so  geht  z  von  0  bis  \J  -t-,    y  von  0  bis 

«V(s)  ^ 

III.  2.    -z2>  I.    IVlan  identifizire  mit  VU.  des  §.  10.,  so  ist,  da 
dort  7ao=: 


/V- 


froraas 


»-^  1     V  tn*  wi* 

Fflr  VII.  des  $.  10.  geht  x  von  1  bis  « ,  also  z  von  V  (mÄ/  "'"'  '^' 
Demnach,  wenn 


so  ist 


V  in»         . 

8n(ilf— p)     CUP      If.Vo/ 


Für  x=zo6U^p^M.  alio:  >  ^  \     /r  a     s 

worin  Jlf  der  Modalarquadrant  zmn  Modulus  a — \  a^^l  Ut. 

n^.    Es  ist  A  positiv  i;?a?^^  CnegaÖv  ==6«,  Ä=2ii6(if,  wwa 
a  ganz  beliebig  ist.  , 

Man  kann  setzen  .  , 

dz  l       ■■'      ''        :  -        • 


_         _  _    __  i.1 


a  a 

VergWchcn  mit'  VIII.  ^l^s  $.'  10; v  wö 


giebt 


^,_»^'  26tt  ^     yn»--m^^  - 

woraus                    f      '.    V     -  .  .l^.    ,:  .(         ;     .;        . 

'    »  \  ■    /    f 

,--i/  /«??Y ^  ^-4/  v^^  «Ali    yg^^i 


Also: 


y= 


v"     a» 


m'"     ■       '  m 


Also 


cn 


1-1 zt     -.  .'^"  1  -»*      ;> 


V  -^>  ".■=V 


^ 


*^ 


« 
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Fflr  Till,  des  §.  lO-   geht  x  von  0  bis  I,   also  geht  hier  z 
vonObls^(Q. 

Fflr  1=0  ist  y=0,  fär  z=^  (g)  5sty=^  ('S")-^' 

V.    Es  sei  A  negativ  =-«»,  C  positiv  =&*,  B=2aba,  wenn 
o  beliebig. 


_1    /*  8t 


Aus  IX.  des  §.  10.  folgt 


Uentifizirt    man,    wie    oben,    so   findet    sich    -^^V  C;^')-'* 


a 


fnz=t^ -q"       ,  demnach 


Also 


»=y(''S-)''' 


Gn 


1+^=^=  1-    " 


— ^-x_,  ,„  -  Y  — ^ — 


Da  a*  geht  von  1    bis  ao,    so   geht   z  von   V  (t^)  bi 

"•'»'»"=V(3S)''"V(ir)«"'- 

VI.    Es  sei  A  negativ  =  —  a^,  C  negativ  =  —  6*,   ß  positiv 
^iabay  wodn  a>l  sein  muss. 


bis  <x) 

OD- 


.V= 


Au«  X.  des  $.  10.  folgt 


\. 
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J.V- 


dx 


IdentiGzirt  man  und  verl&fart  wie  früher,  so  erhält  man  leicht  du 
folf^endä  Systral: 


TU' 


=«-VSäzri. 


Da  o:  geht  von  m'  bis  1,  so  ^eht  z  i'on  V  -7-  bis  1/  r-vi 


ieserGrSnzen  kann  z  nicht  treten,  wenn  dieWorzel- 


y  ist  Null  für  z  = 

Außerhalb  dl 

erösse   reell   bleiben  soll.     Diese  Fälle  sind  bei  der  Betrachtuog 

^es  Integrals 

dz 


f 


■ 

aufzazählen ;  •  sie  erschöpfen  übrigens  alle  müglicfaeii  Fälle. 

In  einer  folgenden  Abhandlung  wollen   wir  einige   Integralfw- 
mein,  in  denen  Nodular funktionen  vorkommen,  behandeln, ^so  wie 
eine  Erweiterung  der  Resultate   deB   letzten  Paragraphen  ^  diesrs 
Aufsatzes  geben.    Wir  wiederholen  hier  nochmals,  dass  es  durch- 
aus nicht  unsere  Absicht  ist,'  Neues  aufzustellen,  vielmehr  wollen  wir 
—  und  das  ist,  wenn  wir  nicht  irres,  eine  Haupttendenz  des  ArchiFs- 
«  zu  näherer  und  leichterer  Renntniss  dieses  wichtigen  Zweiges  der 
'    Analysis  beitragen.    Es  wurde  desshalb  unbedenklich  Fremdes  be- 
nutzt,   zumal    (iasselbe    in    groa^scn  Werken  aufbewahrt    ist,  die 
^  durchzugehen  nicht  Jeder  Zeit  und  Lust  hat 


1 


'1 1 
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lieber  die  SummiruDgr  Terschiedener 

unendlicher  Reihen. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

astronomischen  Rechner  an  der  Königlichen  Sternwarte  zu  Berlin. 


Wir-  wollen  hfer  die  Summen  verschiedener  unendlicher  Reihen 
zu  befltimmen  suchen,  welche  meistentheils  in  den  Lehrbüchern- 
der  Differential-  und  Integralrechnung  hergeleitet  zu  werden  pflegen. 
Unseres  Wissens  wird  dort  umgekehrt  die  Summirung  nicht  ge- 
zeigt, da  dieselbe  aber  mehrfache  Gelegenheit  zur  Anwendung 
der  hohem  Analysis  darbietet,  so  scheint  ihre  Betrachtung  nicht 
ohne  Nutzen  zu  sein. 

§.  1.    Wir  suchen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

welche  wir,    wie  stets  in  diesem  Aufsatze,  mit  s  bezeichnen  wol- 
len.   Durch  Differentiation  erhalten  wir 

also  — =cLr,'und,  wenn  wir  integriren,  \o^s=zx  oder 

s  • 

I)    s  =  e'. 

Eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen;  weil  für  a:=0  s^=-\  wird. 
Setzt  man  ar=l,  so  wird 

,=e=:l +  1 +  £^  +  ^-Y^  etc.  ;=  2,71 82818...., 

wo  9  die  Basis  der  hyperbolischen  Logarithmen  ist. 
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§.  %    Es  wird  gesucht  die  Summe  der  unendlichen  ReÜM 

"^    ^  +  ^0  +  1.2.3.4.5+®*'^'=*- 

Wir  erhalten 

ds       ,  .   ar*    ,        a:*        .     ^    . 


6 


dds  '  a:'  .T 

^a=^+  172.3  +  1.2.3.4.5®*^'  =*' 

also  dd$  —  sdjc^=0. 

Haben  wir  allgemein  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordoimg 

ada:^i^bsda;^  +  cdsdx^-i-hdds  =  Oy 

deren  Integral  wir  suchen,   so  setze  man 

wo  €c,  ß  und  m  zu  bestimmen  sind.    Da  nun 

« 

d$=ißm^^dx  und  dd$=:^ßm^i^^düfl ,    . 


80  erhalten  ^wir,  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  gegebene  6leicliiB|( 
substituiren: 

und  dreser  letztern  Gleichung  geschieht  Genfige,  wenn  man 

a-|-6a=0  oder  a= — t- 
und 

6  +  C//I+ Am*  =  ü  oder  m= g^r-» =  j     j, 

setzt.  Wir  erhalten  demnach  zwei  Wierthe  von  m,  ferner  bleibt 
der  Werth  von  Q  unbestimmt,  und  da  eine  zweimalige  Integratioa 
nothwendig  zwei  unbestinimte  Constanten  einfuhren  muss;  so  wol- 
len wir  dieselben  durch  ß'  und  ß"  bezeichnen,  und  erhalten  soak 
Integral 

Im  vorliegenden  Falle  ist  d=:0,  6= — 1,  c^O  und  A=l,  alN 
T-=0,  m'  =  l  und  rnf^sL — 1;    wir  haben  daher 
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Zar  Bestimmung  der  unbestimmteo  constaoten  Grossen  ß'  und  ß" 
haben  wir^    für  jr=0, 

also  ß'=i  und  /3''  =— 4,   mithin 

II)      5=J(e^--«-')=-"2i^- 

§.  3.    Wir  suchen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

III)  1+^2 +1x3:4  **'=•='• 

Dieselbe'  sfimmt  offenbar  mit  der  Reihe  liberein^    welche  wir   in 

ds 
§.  2.  für  -^  gefunden  haben  ^  und  da  nun  nach  II)  das  dortige 

^s^U«-^  — e-^)>  also  ^=i(e*  +  «~'); 
so  erhalten  wir  sogleich  in  unserm  Falle 

'         III)    ,  =  i(e*+e-)='--2~^. 

^Zusatz  1.  Man  hätte  den  eben  gefundenen  Werth  der  Summe 
auch  erhalten^  wenn  man,  wie  in  $.  2.,  zweimal  differentiirt  und 
fibrigens  das  dortige  Verfahren  beobachtet  hätte.  '    ^ 

Zusatz  2.  Addh*en  wir  die  beiden  Werthe  von  s  in  II)  und 
III),  so  wird  ihre  Summe=e',  wie  in  I).  <  Diess  ersieht  man  auch 
sogleich,  wenn  man  die  Formen  der  Reihen  II)  und  III)  mit  der 
von  I)  vergleicht. 

Zusatz  3.  Subtrahirt  man  die  Reihe  II)  von  der  III),  and 
eben  so  die  Summe  der  erstem  von  der  Summe  der  zweiten;  so 
erhält  mafi 

IV)     1  -o:  +  j^  -  j^-3  +  j-^3-4  =  etc.  =  er-'=-. 
Aus  der  Vergleichung  von  I)  und  IV)^ ersieht  man  also,  dass 

— *""^+i  rt     1  0  Q  +  i  o  o  j— 'eic» 


^+^+1:2+1:2:3+^*" 

I 

Zusatz  4.    Setzt  man  in  II)  und  III)  x=l,  so  erhält  man 
II)    ,'  =  4?l'=ir=>^^±il^£Z_?^  =  i,i75ao08..,.,.  I 


I. 
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.  • 


III) 


^=i^=i. 


5430607.... 


Ihre  Summe  wird  daher  =2,718881....,  und  ^enn  man  II)  voo  lU) 
subtrahirty  nach  IV): 

1  - 1  +  0~  073  +  rX3:4-etc=0.367880.... 
$.  4.    Wie  Sachen  die  Summe  der  uneodlitdien  Reihe* 


V)    ar-, 


X' 


X' 


1.2.3^1.2.3.476 


— etc=i. 


Wir  erhalten 
d$ 


x^ 


x^ 


OS ^    _£*  X*  or* 

Ar  ""'""1.2 +  1.2.374"  1.2.?. 4. 5. 6+®*^' 


dd. 


X 


X' 


dx*~  ~*+TTO'^1.2.3.4.5***— ~?' 

also  ddi  +  sdx^^:zO. 

Nach^§.  2.  haben  wir  hier  b=zl,  a=0,  c=0  und  A=l,  also 
m'=  V^— 1 ,  m"  =  —  V^— 1,  und  so 

FQr  ar=;=0  wird  aber 


<£t 


^=io=/J'+iS''  und^=i=iJ'  \rzi-^V=l, 


also 


^'  = 


^       and  /3*'=-      * 


2\^-l 


2\rrT' 


mithin 


V)    5  = ^.  > — ^ =:sm:r. 


2V7=7I 
§.  5.    Gegeben  ist  die  Reihe 


x^ 


VI)    l-f^  + 


x^ 


1.2T1.2.3.4 


—  etc.  9 


deren  Summe  t  wir   suchen  sollen.     Dieselbe  ist  offenbar  dar 
Reihe  gleich,    welche  wir  in  §.  4.  filT  das  dortige   ^  gefimdea 

haben,  und  da  letzteres  = r-5 =  cos:r;   so  erhaltiB 


wir  unmittelbar 


2 
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Denselben  Werth  hätten  wir  unmittelbar  nach  der  Methode  des 
§.  4.  erhalten  können. 

§.  6.    Wir  suchen  die  Summe  der  Reihe 


x^  ■    a^     x^ 


Wir  erhalten 


also 


VII)    a:+3^+ g-  +  yetc.=». 


-  dx     .   .     dx    ^  .     dx 


und  so 


l-ar^-^'l  +  ar^'l-o:' 


v")  '=i'og(r^) 


Da  fflr  ar=0  «  =  0  und  i«g(-rz~  )=0  wird,   so    ist  keine    Con- 
stante  hinzuzuiilgen.  ^ 

Setzen  wir  x=zl,  so  erhalten  wir  'egf  TI7^)=log(|l)=logao 
=:»,  und  daher 

l+J+i  +  }etc.  =  oo. 


6.  7.    Wir  sollen  summiren  die  Reihe 

x^  .  o:*      o:^ 


VIII)    ^—-3 +-5—7- etc. 


Es  wird   j~=l — a;*+a:* — a:*+ etc. =1^7—5, 

dx 


P  dx 


und   da   für  a:=:0  sowohl   die /Reihe  =::0j   als  auch   arctga:=zO, 
so  ist  keine  Constante  hinzuzufügen,  und  wir  haben  daher 

VIII)    5=arctg;r. 

Setzen  wir  j:=l,  so  wird  arctga:=j7r^  und  daher 

l-l  +  l-Ttetc.=:l«. 

§.  8.   Wir  können  ans  der  Reibe  des  $.  0.  eben  so,  wie  aus  der 
in  §•  1.,  zwei  bilden  und  dieselben  besonders  summiren. 


43A.  . 

Es  sei  zunächst  zu  suchte  die  Summe  der  Reihe 

# 

IX)    0;+ g-+ y- etc.=». 
Wir  erhalten 

mithin 

IX)    »  =  iarctga?  +  4log(ji|). 
Solleu  wir  ferner  suchen 

■    '"'^    3^  "*"  T  +  i|.«t«  =». 
so  wird 

1  1 


~J— X*      1+«*' 
mitfain 


$ 
also 


X)    *  =  ilog^j-:^^  — iarctga:. 


Zusatz.  Wenn  wir  einmal  X)  zu  IX)  addiren,  hierauf  ersU 
von  letzterer  subtrahiren ,  so  ergeben  sich  sogleich  die  in  VII)  v 
VIII)  aufgestellten  Reihen  nebst  ihren  Wertben  wieder. 


§.  9.    Es  ist  zu  Summiren  die  Reihe 

XI)    1  +  "2  +  "4  "^  "6  ***'•=*• 


Da 


so  wird 


/tdx 
fi:^  =  -ilog(l-^*)  +  Con8t.   ^ 

Far  a?=:0  wird  die  Reihe  f=:l  und  lQg(l— ;r>)=Or  mithin 

Constasl, 

und  so  .         ^  .  .       . 
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-^     XI)    fi=:l^ilog(l— a:»).  N 

*       ■  .  ■  .-      ' 

Setzen  wir  a:=l,  so  wird  log  (l—o:*)  =  log 0=  —  oo,  und  daher 

§.  10.    ^ir  sucli.en  die  Summe  der  Reibe 

t 

j»2        ^p4        ^6 

XII)   1  "^  2" "'"  T  —  W  ®*^-=*- 

Es  wird  ^==  — a: +j:'  —  j:* -J- «*«•  =  "- rTr~2»    «dso 

i:^-a=- i  logd +««) +  Con8t. 

I 

oder,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  Const.  =  l,  also  vollständig 

XII)    «=l-ilog(l+^). 

Der  Logarithmus  ist  ein  hyperbolischer ,  und  da 

i  log  hyp  2  =0,3465735 

so  wird  filr  a::?r^\, 

1  —  i  +  J—i  etc. =0,6534264... 
§.  i1.    Es  sei  zu  summiren  die  Reihe 


2t^    .    X^     'üt* 


'  ) 


XIII)     a:  +  17  +  T  +  T  etc=*- 
^  .        t       V       *    .     , 

Da 

=1+  a:  +  a^^x^  +  etc;  ^^ 


in 


j-;^=  — log(l — ar)  +  CoDst,  oder,  weB  für  xzzXH 
<=e  und  log(l--r-:r)=0:    Con8t.=0  und  so 

XIII)    «=-log(l-a:). 

Zusatz  1.    Setzen  wir  ar  =  l,  so  wird  log(l  — a:)  =  -rOO,  und 
daher 

l+i  +  i  +  ietc.  =  oo. 
Zusatz  2.    Setzen  wir  etwa  ar=0,01,  so  wird 


log  (X—x) = Iog0,99=:log  hyp  99  -log  hyp  100 

=4,6961198  -  4,6061701 , 
mithin  i< 

TheH  XI.  28 


<A 


'  ■  ■ 


:  ■     i 

Zusatz  3.    Fflr  »s>i<nM  log(l— 4)*:1<«(4)K— Nihypi,    ! 
und  daher  ! 

g.  12.    Wir  9(rffen  di^i^ünime^dei^  imenHlidnen  Reihe 

«XW)j4r-|4f--fetct^ 
bedtimmen.    ^^^r^  ,^     .  ^       j    ^ 


ds      ^  .     -        '•   .  1 


^      XIV)    ^=log(l+;r). 
Eine  Cdnstaote  ist  offenbai'.  mp))t  hinzuziifägen*    Wir  ertialten  i.  B. 

1  -  i+ 1  -  i etc.  =  loghyp 2=0,6aßlM:  ; 
§.  13.    Za  suiriiDireh  ist  clie  Reihe      ' 

XV)    l  +  J^^^^+|^^.+rtc.=,. 

•      ••■•  ,    '.<!,.    I    •       '!'/ 
Wii^  erhalten  hieraus^durcn  Differentiation 

l^rauf'^  |DJ^i|i  wir  mit  ^o^rdiyi^iren  1^4  dann  integrirenx^ 


*>!!■'    *' 


oder 


arctr 


'.   -     '     l    ,       .     «  ^       A 


Diferentiirt  man  diese  GleicknDg,  so  erhält  man   —=ixds^ii*j 

oder  ''■''■    "'•    •  i''^0:r~  •..    •;•/).     ;,,*    ii'i\*  ,-'      _a?  .;  ,  -  -  _. 

also  ffi/ülß' 


I 
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She  GoMtante  iai  nicht  hinxusafflgen ,  weil  aus  beiden  Gleichun- 
en  XV)  mr  xi=^  tr=l  rol§t. 

Setten  wir  x=l,  so  erhalten  wir 

,1  .  1.3  .  1.3.5     . 

§.  14.    Wir  sollen  sumnilren  ^  i 

E«f?ird  sogleich  ^=^2^^374  ^+27475 ^* etc.  ==^-==(XV), 

ilso  '  :*''..'• 

/iLt 
-.        -TT  =  arcsin  :g + Const, 

3der,  weil  filrx=0  auch  f=0  und  arc8inar=0: 

XVI)    5  =:  arcsin  x. 
Ffir  ar=l  u'ird  wrctAna:^xin,  also 

|.  15.    Sollen  wir  8umnih*eii,die  Reihe 

XVII)    l-3^  +  2:4^""2Xö'^^**'='' 

10  können  wir,  durch  Vergleich on^  dieser  Reihe  mit  XV) »  aus 
fieser  unsere  jetst  vorliegende  herMteiii  indem  wir  — afl  statt 
f  2^  substituiren ;  wir  erhalten  daher  durch  dieselbe  SubstHntiou 
loeh  sogleich  die  gesuchte  8amme»  nämU^k 


V'       *  T 

IT^- 

jr=l  erhalten  wir 

§.  10.    Wir  suchen  die  Summe  der  Reibe 

XVllI)    ^__3.-|.j-_-.j^^^^etc^#. 
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"   ■  •■  *: 


,     ■    .  •  ■ 

Für  .r^O  wird  j=:0,  also  Const.:=0,  und  so 

XVIII)     13=:tog(a-  +  VTT^). 

Setzt  man  a:  =  l,  so  wird 

Da  nun  iogbr(l  +  V^^)  =0.3827757,  so  wird 

log  hyp  (1  +  V«)  =  2,30258S09x  0,3827757 
und  80 

1-2.3+  2±5  -  0±7  «*=•  -  0,8813736. 
$.  17.    Wir  suchen  die  Summe  der  Ainendlichen  Reibe 


•I 


/f         X  m  3c^ 

XIX)    i7:^  +  273  +  f:4  +  <:5«**^=^*- 

Muitipliciren  wir  dieselbe  mit  x  fand  dilTer^utiiren  hierauf,   so  ei 
haiteil  wir 

:r5=— /«/a:Iog{l — a:)  = — arlog(l  — or)  —  /  rZ" 

.=  — o:  log(l-i*-j:)  +  / ;  ■  yV d!jr 

= — drlofp(I^jr)>f*a;-4-log(l— •ar)     * 

=  (1  —  ^)  log  (1  — x)-\rX'\'  Const. 

Fiii^  j?=0  wird  s=0    und    der  gefundene  Ausdruck  =:0,  dab 
Const. =0  und  so 

XIX)  ,=  <iz:£)iM(lz^^i.        ^ 

'  .  '  '  ■•  . 

^^  .         ■  il*  _    -  ft  •       ^ 

Fflr  j?=l  wird 


O +  273 +0  +  475+^*^=*' 


indem  allgemein 


^  ■  • ' 


\  • 


(i-j?)iog(i-j:).  j    -,,    .  «•  Ä»  Ä*^;    ^ 

.         a?         •         )x.*    *'^-  2       3       4  TT'^ 
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I  f 

111 

=  0(— 1-jj— 3-^jerc.)  =  0. 

§.  18.    Sollen  wir  die  Reihe 

^^)   0-273  + 3.1-0 *•'■•  =  * 


•>•  -  * 


summiren,  so  erhalten  wir,  wie  im  vorigen  Par4grä|>heD : 

•         fi^?>=l„g(l+^).  (XIV) 

ar|=/log(l  +  a:)c/xt3a:log(l+a:)—  /  |— , 
oder  ähnlich  ^ie  dort 

XX)  ,=fl+£)MLt£)-;,. 


// 


Für  ar=l  ergibt  sich 

1^^273 +  374-4^  etc.  ==2logbyp2-I==0,a862^^ 

§.  19.  Wir  brechen  fiir  jetzt  die  Sumniirung  der  tinendlfch^i^' 
Reihen  ab,  bemerken  aber  zum  Schluss,  dass  die  einzelnen  hier 
aufgestellten  Reihen,  deren  Summen  wir  aufgesttcht  haben,  nur 
iipecieltei Fälle  derißnigen  sind,  deren  läümme  auf  die  Int^grätieK 
&kiet  bestimmten  Function  oder  Gleichung  zuruclcssafuhren  Culer 
in  den  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie  gelehrt  hf^t. 
Die  Integrale;  welche  ddrt  aufgestellt  Wcffden,  fasken  liich  allge- 
mein nicht  ausfuhren i  und  daher  verfiel  ich  auf  den  Gedanken,  in 
dem  vorstehenden  AofWlze  eine  Anzahl  specieller  Reihen  aufzu- 
stellen und  zu  suiHinireb./  Um  aber  auch  hier  eine  Andeutung  des 
Verfahrens  zu  geben,  welches  Eni  er  dort  aal«tellt,  wollen  wir 
die  allgemeine  Reihe  betrachten: 

X  3^  Ct^ 

*^ .  /=(a+6){c+«l  ^  (2i+pS+;^  +  ••: :  (w«+«)(,«c+^ ' 

derjen  €^setz  klar  vor  'Adben  liegt  And  welche  zunächst  endlich 
sein  mag.  Man  soll  ihre  l^mnme  ^  bestimmen.  'Multf^Kelrt  man 
dieselbe  mit  px^  und  differentiirt  das  Product,  wobei  nur  x  als 
veränderlidi  angesieheQ  wird,;'Sp'  erfi^lten  wir~ 


\    > 


'         dx      ^(a  f  6)  (c+  e)  "*"  (2«+6)(2c+€)  *"  ••*  (na  +  b)  (nc + e)' 

Um  die  hoch  ünbestoiiitert  Grössen  p  und  o  zweckmässig 
tu  bsstimnieny  setzen  wir»<uttd  zwac  tmabhängig  von  dem  Wetihe 
▼on  n: 


* 
\ 


«^0    .  _ 

_     6      6 
j9(S-fii)=na4-ft>  also  pzsza  und  o=--is---t 

und  erhalten  so 

adjx^s)  _i_  ar«       £« .        ^ 

'^^         ite      •^c+i  +  27+7+'  •+  ncf« 

Diese  Gleichung  multipliciren   wir  auf  s  neue  mit  mxf*  und  dife- 
rentiiren  das  Preduct»  alsdann  erhalten  wir       ' 

4)    am. 33J == ^^ +         2c+€ "^ 

+ ^iF+5        ^ 

I 

Um  ftt  und   fi  zweckmässig  zu   bestimmen,   setzen  wir.^oDd 
zwar  unabhängig  von  dem  Werthe  v6n  n» 

iii(^+«+fi — l)=;:itc+«,  also  iii=c  und  |yi==:l-^-  +-i 

and  erbalten  so  

k        ■    '»  ■.■••• 


Integrirt  m^n.  nun  zweimal,  so  erbiet  man     ., 

'  ■  ■  Qcaoß  • 

oder,  wenn  man  partiell  nach  der  Weise  fydx=^yx^fxdg  integnit, 


Q/  .  * ss;  ' ■  %  *   f '  ■-     '  <■  ■■     * 

(Ac-ae)Jr^    '  :  v. 

Ist  ftssoo  und  wird,  damit  die  fteäbe  nothwendig  tomM^ 
ar<l  vontusgesetzt,  so  wird  ar^aO  und  so  die  Summe  ftovr# 
unendlich  vorausgesetzten,  Reihe  '    '  ' 


431 
*. » 


7)    ,^  """''/"'^  fe)  -P'^ix-^ 

{bc  —  ae)  x^ 


«  c 


Setzt  mau  in  1)  lind  7)  a=l«  6=0,,cs=jl,  6=I;.so  ecb^tmo^ii 
«  =  1^2  +  573  +  573  +  47^  »tc.  In  inrinitum 


/xdx 
— X         J    1 — o:         '  X  "^ 

'  X 


X) 


wie  in  $.  17. 

Wie  man  zu  verfahren  hat,  Wenn  die  einzelnen  Potenzen  von 
X  in  der  vorausgiBSetzten  Reihe  bestimmte»  gesetzmässie  fort- 
sehende Nenner  haben,  ersiehe,  msm  aiis  dem  eben  aufgeführten 
Falle.  Wir  wollen  nufa  noch  kur^  andeul6n>,  wie  man  zu  verfah- 
ren hat,  wenn  die  einzelnen  Potenzen  Factoren  haben,  welchy 
Mcb  einem  bestimmten  besetze  fortgehe.  I^cht  ^ap  die  S^Mm^ 
der  Reihe 

1)  *=(a+6)(c+6)a:«+(2a+6)(2c+e)^+^....(iia+Ä)(wc+c)a:«H'»-*)/',    * 

•0  moltiplieire  man  dieselbe  mxipx^dx  und  erhält: 

2)    px^sdx = p  (a  f  6)  (c  +  e)x'^  ^  ®  dx 

Zar  Bestimmung  von  p  und  q  setze  ^ipan,  unabhängig  von  n, 

«  + (n  —  l)p+ö=p(cii+6)— 1) , 

»=-  und  o  =  ^- — -^ ; 

'^     c  ,  c 

tml  wenn  man.  diese  Werthe  substiMirt,  .ilerfluf»  abk  intcgrirt,  so 
erb&lt  man.    ...  -r  i  , 


iifar=(a+A)x«  f®  K*  +  • ..  (w«+6)a:«^(*«-*>^^  ®^  S 


•  '••• 

wo  wir  der  >  K<Ir;ie   wegea  S   auf  der  reckten  Seile  haben  stehen 
lassen.    Multipticirt  man  diese  Gleichung  wieder  mit 

*  •     '  I  •  • 

seMi  Ueiauf »  usabhfogig  Ton  ii : 
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also  ■'..:/■ 

80 '^AXIt  maD,  nach  Sübstitdfion  dieser  Werthe  nWausgeGOkter 
Integration,  .  -  >         '. 


4)   ^  f xt^dx fx^^x 


Ist  11=06  iuid\3rS^l,  also  die  Reihe  anendlich,  so  wird 

ar"^  =  0 
und  so  / 

,  j  .■»':.,  ■ '  i  ■        ■    ■ '  '^  •         •  ■  •  '    ' 


1    •  I .  ■  .1 

.      ;  ■      ..    '.   ••■  .  ■:.  »•.».■■■••■. 

^etin  man  dvefl^  CUeichuQg  nun  sireimail  .differentUrt»   wird  inu 
aus  ihr  s  erhalten. 


•    ■  # 


"  * .  • 


,.  ... 


• 


Termisclite  lüeinel*e  greometrlsche 

Bem.<fr]Liiii|rcii. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  MatsJca,  - 

Professor  der -Mathematik  eq  Tamow  in  Galisien: 


(     ' 


I.    Reihe  zur  Berechnung  des  Flalsheninhaltes  eines  Kreb» 

•bseluiittes  ans  seinep  Sehne  imd  Sagitte. 

..     ■  ■'■••.;■  ■"•••"' 

Der  Feldmesser  sieht  sich  bei  der  Berechnung  4er  Flichir 
Inhalte  krummlinig   begrenzter  drondstücice   öfters^  in  der 

"   fa 


Bogen  ihres  Umfanges  nahe  flir  Kreisboeen  ansehen  zu 
u'onach  er  dann.f&r  die,  von  den  angehoi^dh' Sehnen' 


•J 
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teiiei)  Kreisabscbnitte  ans  ihter  leicht  ausEumesseDden  Sehne  und 
Sagilte,  als  aus  (irundtiiiie  und  Höhe,  die  FlächeniDhalte  berevh- 
neit  kann.  Zu  diesem  Zweck  lüxst  M<!h  eine  oft  rasch  conver- 
genle  Reihe  aulstellen,  die  ich  in  einara  Lehnortrage  über 
praktische  (•eometrie  durch  iveilivendi^e  Inlei^rutrechnung;  abgelei- 
tet linde,  wofür  ich  die  folgende  kürzere  Herlei^ung  setzen  nirichle. 
Sei  (Taf.  Vlil.  Fig.  B.)  iti  dem  Kreisabschnitte  ABCA  die  halbe 
Sehne  =k,  die  Sagitte  oder  der  Pfeil  DC~p.  Für  den  ziiniichst 
EU  suchenden  Halbmesser  OA=:OC^r    gibt  das  Dreieck  ADO 


die.  Gleichung 


'  =  (r-pf  +  A\ 


ind    daher    den     Halbmesser 


ist 


Nui 

Kreisabschi 

OACBO 


zur  Hilfe  der  Winkel  AbC=q>.    so  ist  im  rocht 
ecke  ACD  der  Winket  C.-IZ)  =i ;<p ,    daher 

tanglqs  =  ^. 
.4ßCM  =  Kreisaussch.  OiiCfiü- Dreieck  ABO. 


■-iOA .  ätcACB^ir.T^-. 


nenn  /'den  Gehren,    d.  i.  denjei 
bestimmender  Kreisbogen  »einem 


Die  vorige  Gleichung  gibt  aber  1  j.— angtanjf^. 


en  Winkel  bezeichnet,    dt;Hsen 
alhmesser  gleicht. 

E 


daher  ist 
iJ'ill  nUx  i; 


OACBO  =2r*.  anKtang^: 

Ferner  ist  des  Dreieckes  Jß'O  Hübe />0  =  r -^«==if  —  —öl. 
daher  «ein  Flächeninhalt  =iAB. iJO:=it(-  —  p). 

Hieraus  folgt  des  Kreisabschnittes  ABCA   Flfichfriiidiull: 

und  mal)  sieht  sich  dadurch  aufgefordert,  zur  Abkürzung  diis  Vcr- 
hsltniss  T  einfach  durch  t  zu  bezeichnen,  wonach  man  erhält      ' 

Balal  man  noch  fär  einen  AufBenbliek 

fiXH  -  .   ■ 
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ll  ^fl}Aaf'taiif;t  +  i=B, 


t 


,<•+(,<'.. 


•"U     3.1 


.^,->  (-, 


.) 


+  <  +  (• 
=2((+ 


'(r 


-gl      -gl      .... 

^^xs~:r5:7+ä70■•7' 


utid  ptidltch  '     '       ''       - "      ' 

Für  die  Rechnung  witd  man  diese  Reibe  bequemer  so  gssUlten: 


Die  Reibe  trtrd  raach  coRvergiren ,  vrenndes  KieiMbatAnitte« 

Grundlinie  k  in  Vergleich  ceeen  seine  HAhe  p  hinreichend  Ktoss 
ist,  waf  in  dem  erw&hntcn  Falle  der  Anwendui^  immer  statt  widel. 


'endui^ 


II.     Ucbcr   .die    HiSglichkeit ,    e'mtr    Pyrunidenaüidlpfe .  eis 
Prisma  ein-  oder  umzuschreiben. 

Um  den  Ausdrucfc  des  Rtrperinhaltes  einer  Pyramide  abzu- 
li-iten  oder  die  Gleichheit  zweier  Pyramiden  von  gleichen  Grund- 
ebenen  und  Höhen  nach  zun- eisen,  mnss  man  seUtfl  darcbEbenflo 
parallel  zur  Gi:.undel>ene  in  PYramidenstumpfe  ( abs^kflrzt^  Pyra- 
miden) zer8cbneiden ,  und  jeciem  dHifclbein  ein  Prisma  sowohl 
ein-  als   umscbreil)en.      Dass   tetztereci   nicht    immer   thunlich 


Mi,  luü>«  ich  nneh  in  kfioem  Lehrbuclie  der  .Stereometrie  bemerkt 
(•fanden;  iressn-egen  ich  hier  mir  dieses  Ueberseheti  aufmerksam 
bncbuH  will. 

I.  Das  Ein-  und  Umschreiheii  von  Prismen  liei  Py- 
ramidcuntumpfen  ist  sicher,  nher  uueh  nur  dann  mlig- 
llch,  »venu  die  Cniiiilülienc  der  Pyramide  ein  so  gesfalletes 
Viekrk  ist,  dass  sich  in  seinem  Innern  oder  Umfange  ncnlgNten» 
Eid  Punkt  so  unnehnien  lüsst,  dass  sämmtliche  bur  ihm  im  den 
Viel«cbwi]>tlEcn  gehenden  Radien vecturen  weder  ganz,  noch  auch 
blas  »im  Theit  uusser  das  Vieleck  lallen.  Da  wird  jedesmal  difi 
Ibrch  einen  finlrhen    l'iinkt   und  dnrch    die  Spitze    der   Pyramide 

Kbendfl  Gerade  die  Kiehllinie  der  ein-  und  iimxnBi'hreihandeu 
isineii,  d.  i.  diejenlsc  gerade  Linie  sein,  /n  der  die  Seiten  der 
Priemen  parullet  iverden  müssen;  und  der  Pankt  mag  hiiri  kurn 
der  Kichlpunkl   dieser  Kjehtlinie  heisseii. 

Well  alle  zur  Gritndebene  der  Pyt^mide  (mrallelen  fii-hnitle' 
Ihr  Kimlich  sind,  so  muss  auch  der  Einschnittispunkt  der  Hiebt- 
finie  in  jeden  snlcben  Schnitt  der  in  diesem  Schnitte  belinillicbu 
Richtpunkt  und  Stellvertreter  des  in  der  (.rundebeoe  selM  ror- 
ttandeneii  Kicht|miiktes  der  Hicbtlinie  sein.  Dadurch  i»t  uns  der 
Voi'lbuil  ^hutcn,  nn^tatt  der  ganxen  Pyramide  nur  irgend  einen 
Ihrer  Slum[ife  betrachten  su  kliniien. 

Seien  demnach  (Taf.  VMI,  Fig.  G.)  Q  und  Q'  die  Richlputikto 
in  der  unteren  und  nhereii  lirunitebene  eines  Pyrnmideneilumjiff, 
,0  die  SpitsB  der  ganzen  Pyramide,  A  und  A'  einander  eilt- 
qfreehendß,  in  einerlei  Seitenkante  OA'A  gelegene  .S|iitzen  die- 
fn  Gnindehenen ,  OA  und  O'A'  die  Strahlen  ans  Q,  Q'  an 
A,  A' ,  weltbe 

<  1.  nirgends  ausser  die  (iran  dehcnc  falleu  sollen.  Führt 
BUn  nun  »nr  Richtlinie  OQ'Q  [larallef  die  prismatischen  S^teo- 
li^nten  A'n'  und  Aa;  sn  füllt  u'  in  und  n  ausser  die  läruiid- 
ebene.   aUo  A'u'  in  nr'd  An  ausser  den  Pyramideiistuaipf;    iio- 

S'txa  man  jen«^  In  auch  noch  im  Umfiinge  der  Grundehcne  und  iu 
Igt  Uiulli('<:be  des  Stumpfes  gelten  tiisst. 

'  Denn  tvegen  d«s  Parallelisnms  der  tirtiiHl ebenen  de»  Stumpfes 
WmI  auch  ihre  Uurchsehnittslinieu  OA,  O'A'  mit  der  Ebene 
\OA,  0<i)  unter  sich  parallel,  folglich  ist  QA:ii' A'=OQ:  OQ' ;  dälter 
üregeo  Otf^OQ'  auch  QA>Q'A'.  Weit  ferner  Aal[QQ'\\A'a' 
IbI.  mikNS  Q'A'^Qii'  und  QJ  =  Q'a  sein,  daher  ist  QA>0"' 
Unit  Q'a'^ii'A'.  Mithin  liegt  n  jederzeit  ausserbulh,  a'  diigegeii 
BJentlJs  ausserhalb,  sondern  sn  nie  der  Strahl  QA  in,  d.  h,  ent- 
ncdw  ionerlialb  oder  im  Cmfange,  der  Grundebene. 
V  Us  ein  Gleiches  ancb  an  allen  Eckpunkten  der  Gmndebonen 
wA\f  60  muss  das  über  der  ynJ'e^'J,    Gtundebene    des    Pyramiden- 


m^ttm 


turgerlchlete   Pri< 

...„,  Weiner    ..,„ 
griif 


diesem   Stumpfe   ym.ge«*'^'"'''« '»«''■ 


■ 

I 


2.    Liegt    der   Strahl    QA    ga 


uaser   der  Grwnd- 


,  «o  liegt  (In  Taf.  VIU.  Flg.  6.)  n'  gevriu  aach  aiisser- 


halb  derselben,  unH  ^t  RicM|>»nkt  Q  lie<it  (Tttf.  V]||.  Fig.  7.>ii 
einer  Grundseile  FC  an  deren  einem  Eckpunltte.  F  nothiMMi| 
ein  eingehender  Winkel  sich  lielinili:!.  ile»aen  Innetrc«  «a'wii 
bei  F  in  der  Zdchnimg  (Taf.  VIII.  Fig.  7.)  dunb  i^hrkiriniog  an- 

feileutet  sein  niüge.  Wird  nun  die  (irismntUche  Seilennolt 
Vll  QO  gt^ralirt,  Bu  niuss  (n  enigHttini«  im  Allf^emeiiicn)  der  PtutI 
f  ins  Innere  der  uburcii  Gi       


idebetiu  falli 

Striihl    O.l    Htm    Theit  n.a»»tt 
(in  Tftf.  VIII.  Ftfi.  6.)  der  " 


3.     Belindel  sieb    dei 
der  lirundebene.  «o  lies;! 

ireiiii>8(enH  im  Allßeinrinen  iiuuli  jiis&erbnlb  derselben, 
dieser  .Striihl  t^ebneiüel  (T;if.  VIII.  I  ig.  H.)  eine  (iriii>d>t»itB  f'& 
an  deren  einem  Eek|ruiikte  F  niilhifcndi);  ein  ein  ifeh«Dilet 
^Vttlkd  sich  beltndet.  Ziehl  niiiii  die  |>rt>«tn»liäche  Sril«  r/'\\tiO, 
«n  musa  tvenigatenti  lüir  f;eni>hi>lich  der  Punkt  /  ins  Innere  d« 
oberen  (jrundebene  zu  liegen  konnnen. 

Aus  beiden  letzteren  Unfersuchuiigen  «rhellct  demnucK,  dau, 
fiobuld  auch  nur  ein  einziner  Strahl  aus  eiuem  an^^nnramenBli 
Ricbliiunkte  an  irgend  einen  Eck)iuiikl  der  (irtti)debeit.e  ^ana  mIo 
Kuni  Theil  ausser  dieselbe  £ilit,  weder  djts  über  der  »bercn  (rntwb 
ebene  dett  PyTamidetistuniiife«  errichtete  Prisma  panz  in  ihn.  nodi 
das  über  seiner  unteren  auigestellte  Prisma  ^'un  nuM^r  ihn  Ule. 
l'ol^lieb  auch  nicht  mit  •Sicherheit  anecf;rben.  tvmdun  küBD*;  da*» 
das  crstere  Prisma  kleiner  und  ^ns  lälxicre  erüs^er  al«  d«r 
l'^raniidenstnnipl'  sei;  lind  gerade  .luf  dJCse  Sicherheit  kvnnt 
hier  Alles  au.  .        / 

U.  \Vu8  nun  die  Cestalt  ^er  Gruudehenc  aidieinngt,  tri 
welcher  geeignete  Hii'htpunkle'  mßgllch  sinil,  oder  bei  der  daa 
Ein-  und  tJmschrpihen  von  Prinmen  in  uml  uia  die  Pyraimileo- 
fituin|ife  aiisliibrbar  ist;  rui  hiinxt  selbe  —  »ie  ans  dem  Vorigen 
einleuchtet  —  vod  der  Meiige,  Laire  uiiü  (irüssB  ihrer  eiiieohos- 
den  Winkel  ab.' 

I.  Hat  iui^liesuiidere  die  flnindebene  par  keinen  ciogeh»- 
den,  nUi)  lauter  ausgehenile  Winkel,  wie  vnniehmlirb  daii  T>ret- 
eck,  so  lieet  in  der  Oeffiiuii<r  Jedei«  Cmfan-fswinkcls  eines  soErheo 
Vieleclces  aas  ^aiixe  Vieleck  selltst;  uiltbin  ist  jeder  innere  und 
UnirBn!4S[>unkt  dieses  Vieleckes  zu  «ineiu  llichtpunkle  tansHch. 
neinlich  an  gelegen,  dass  keiner  der  aus  ihm  an  die  VlelMka- 
spitzen  ftlhrenden  Strahlen  den  Ciiiliing  dv»  >'ieleckes  (ib^rscIifBiM. 

'2,  Kommt  in  der  Gruadebene  ein  einziger  eingchpndcr 
Winkel  vor  und  verlänsert  man  die  ihn  biMenden  Seilen  in  du 
Innere  des  Vieleck«»,  Hiis  sie  abermals  dessen  Umliing  Ireleti; 
so  m.-icben  diese  Verlün genin «en  einen  buhlen  Winkel,  in  w-olcheni 
ein  Vieleck  von  lauter  ausgehenden  Winkeln  Hegt,  desitea  jeder 
innere  und  Unifangs^iunkt  zu  einem  Kichtjiuukte  sich  eignet. 

3.  Kommen  in  der  Grumlebene  mehrere  einlochende  Win- 
kel vor,  so  wird  iiian  die  eini^ehenden  Seiten  jede«  sokhen  Win- 
kels in  das  Innere  des  Vieleckes  und  bis  zu  dessen  Umfang  ver 
langern.  Findet  nmn  dan'i  ein  —  w«nn  auch  nnch  st  kleine»  — 
Vieleck,  das  in  dem  hohlen  Winkel  jedes  Paares  von  Verlang» 
der    Schenkel  eines    eingehenden  Winkel   zugleich  lieKt 


HO  wt  jeder  i 


!  lind  Uiufimg^pwikt  desseÜen  ijsu  ( 


.1  llirtif 


{lunkle  geeignet,  liilit  es  alier  kein  solcbes  Vieleck,  so  gibt  es 
uuch  keinen  tuugJiulien  Kichtpunkt,  oder  jenes  Ein- und  Umschrei- 
be» VOR  Prismen  ist  bei  einer  so  gestalteten  Grondebene  der  Pyru- 
tnid«  anniisUihrbur, 

in.  Eine  ürundebene  ohne  einen  geeigneten  Richt- 
punkt \äsHt  sich  dnrL'h  Diagnnuien  aus  ilo»  Scheiteln  der  ein- 
gebenden Winkel  oder  durch  andere  tieruilen  leicht  in  Vielecke 
zertheilen,  deren  jedes  einzeln  einen  tauglichen  Richtpunkt  hat; 
hiflbesfindere  in  Vielecke  mit  tuuter  ausgebenden  Winkeln,  vor- 
nehmlich durchaus  in  Dreiecke.  Dann  >verden  die  durch  diese 
'fh«ilungslinien  und  durch  die  Spitze  der  Pyramide  gelegteu  Ebe- 
nen die  Pyramide  sowohl.  aU  nuch  jeden  Stumpf  derselben  in 
Uuter  solche  zerschneiden,  dass  ihnen  eiuEeln,  zu  eigentbümlichen 
Richtlinien  parallel,  Prismen  ein-  ood  umgeschrieben  werden  kSn- 
netii  und  man  erhall  dann  anstatt  eines  einziKen  ein-  oder  um- 
geschriebenen Prisma'a  ein  System  (oder  einen  Complex)  ein>- 
odei  um  geschrieben  er  Prismen ,  von  denen  das  ei  ngescb  rieben  a 
zusamuien^fitssl  gewiss  kleiner,  das  unigeschriebene  System 
«her  gewiss  grilsser  als  der  betreffende  Pyramiden  stumpf  ist. 
Dwcb  solchen  Vorgang  wird  sofoit  der  allseitige  llestand  der 
Eingangs  erwähnten  Lehren  vollständig  gerecht  fertig  et  werden. 

Zum  Schlusise  möge  noch  bemerkt  werden,  das8  in  jenen 
Lehrbüchern  der  Stereonietrie ,  deren  Zweck  eine  solche  umstiind- 
llche  Erürtening  des  in  Ketle  Miehcndeu  Gegenstandes  verwehrt, 
wenigstens  die  so  eben  nn^efflhrle  vorläufige  Zertheitung,  der 
.  Gnindebcne  und  der  Pyramide  vorgenommen  werden  sollte,  auf 
dasä  der  Allzemeingiltigkcit  der  nufzust eilenden  Lehrsiflze  kein 
Emlrag    gescnebe. 


III.     Uebcr  die  Berechnung  der  MsntelQächc  jeglicbeu 
Cylindera. 

..J I,-  ,|,.  ...1  Bemerkung  zu  dem  Aufsätze 

.-"  !■  .llölÖ-Bde.,  2.  H..  Nr.  XXI..  S.  2-22.  des  Archivs. 

Es  dOrfle  wohl  manchem  (leometer  gleich  mir  befremdlich  vor- 
ktMiimen .  warum  mau  in  iillen  Lehrbüchern  der  Stereometrie  zwar 
dit;  Berechnung  der  Mantel  ■  oder  Umiläche  des  schiefen  Prisma 
naeh  folgendem  Salze  lehrt: 

„Die  Muntelllächc  eines  schiefen  ^eigentlich  eines  jeden) 
Prisma  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Seitenkante  in  den  Um- 
fang des  (auf  dieser  Kante  senkrechten)  Querschnittes;" 
und  gleichwohl  diese  Jterechnungsucise  nicht  auch  auf  den 
Cvlinder  übertiägl,  und  sobin  (wie  ich  dies  idijährlicb  zu  thun 
pliege)  den  Lehrsatz  aufstellt: 

„Die  MantelflSche  jedes  (senkrechten  oder  schiefen)  Cy- 
linders  —  mag  seine  Grundebene  von  einer  krunimeti  oder  ge- 
mischten Linie  begrenzt  sein  —  gleicht  dem  Producte  aus 
seiner  Seite  (oder  Axe)  in  den  Umfang  des  (auf  der  Seite 
oder  Axo  senkrechten)  Quetacbnittes." 


LSs-it  siuh  doch  leicht  licf;reU'eii,  duss  der  ('ylind«  die  (innv 
Ul.  der  siuh  ein  ihm  etii;>«scKri<!l)eneit  Prismu  uhtie  Ende  obkoA 
iveuii  die  Anzahl  der  ihnen  beiden  iieniciiMcbiirtlieh»n  Seite«  n> 
enilli<.'h  nächst  und  der  Ah^Uind  der  heniicltliurlen  solche»  SettM 
uneiidlicli  ahiiininit;  und  doan,  nfthrend  dieSeite  atets  ihr»  Lliwe 
iUel)HlI,  die  tiruiiilekene  und  der  Quer^clinilt  des  PHsnut  «t 
Uninilebenc  und  dem  Querschnitte  dos  Cylinder«  ohite  Ende  skfa 
iiShern,  milliin  in  den  Ht!chutingen  die  vernndtirliclien  Stficlce  du. 
Priäm»  durch  ihre  imerrcirhbaren  Crenxsli'icke  des  Cyliudcni  «^ 
seilt  »erden  dfirfen. 

Diese  Unterlasaniig  diirf  mnn  lieinesne^  damit  rcchtfertien 
wolleu,  duao  mun  den  Umfung  des  Querschnitleit  ein«8  CvVtnatn 
nur  selten  ans  cenissen  Alimessuiigen  deMelbuu  nach  ein/AclMfl 
Reell nungsvorscRrifteii  berechnen  kilnne;  ist  ja  so  etwas  aacb  Tut 
nie  bei  einem  Prisma  miißlicb.  Allein  bei  diesem  meint  man  kOmr« 
des  Querschnittes  Unifiinj;  leiHit  geaeichnet  mid  jede  einzelne 
Seite  desselben  mit  Zirkel  und  Maas« slab  schürt'  {;emeii8en  werden, 
was  sich  jedoch  ni<:hl  auch  um  Cylinder  mit  diesen  Werkzeugen 
vollbriBgcn  llisst.  Aber  selbst  wenn  man  von  dem  Interesse  der 
rein  nissenschaftlichen  Belrntiktung  dieses  Satzes  abschen  und  die 
Wissensefanß  nur  zur  Dienerin  des  praktischen  Nutzens  machen 
wollte,  würde  man  noch  kein  Recht  haben,  ihn  zu  heüoiligeti. 
Detiij  gerade  dem  Prukliker  bliübt  es  noch  mehr  als  dem  neueren 
Theoretiker  freigestellt,  vnn  der  Einschränkung  der  alten  Geome- 
(er.  Alles  nur  mit  Lineal  und  Zirkel  construiren  zu  sollen,  aliau- 
daher  aiir  Me;^tiüiig  des  Umfangs  des  Querschnitt««  eioM 
'ylinders  nach  Maass  «Icr  genünitchten  Genauigkeit  einen  dünpe- 
ren  oder  dickeren  hicgsanien  Faden  odor  Drafh,  einen  Streifen 
Papier  «der  MesNing  u.  dgl..  den  man  rings  um  den  Cylinder  nncb 
dem  Umfange  seines  Querschnittes  atiflegl,  oder  andere  Alitlel 
zu  benutzen.  Man  wende  hiegegen  nicht  ein,  derlei  Messun«  ««i 
wenig  verllisslich ;  denn  (Gleiches  hat  muiL  jn  nicht  ntind««  bei 
einem  Prisma  von  vielen ,  schmalen  und  gegen  einander  sehr  geneig- 
ten Seitenebenen  zu  besorgen. 

Indess  scheint  mir  der  tirund  solcher  Auiilassung  hnuptsSch- 
lich  darin  zu.  liegen,  duss  die  Lehrbflcher  der  Elenientac- Alalhe- 
matik  noch  imrner  za  sehr  am  alten  Herkommen  hangen,  ihren 
Lehrstoff  nicht  den  Bedtlrrnisscn  der  hShereu  and  an^wniidleii 
Mathematik  anpassend  erweitern,  insbesfindere  weder  in  der  in- 
gemeinen  CrflssenwIssenschnO  die  Lehre  von  der  Veri^nderRebkeU 
der  (jrussen  nnd  ihrem  Streben  zu  Eewisnen  Grenzen,  noch  In  der 
Stereometrie  die.  Lehre  von  de»  Flächen,  abgesehen  vi»)  den 
Körpern,  also  schon  vor  diesen,  ohne  Itficksicbt  »b  sl«  Kllr*er 
begrenzen  oder  uichl,  nach  ihren  Eigenschaflen ,  Schnillcn  o.  a|tL 
allbandeln.  In  meinen  Lehrvorträ.cn  habe  ich  diese  Fehler  xm 
vermeiden  gestrebt,  und  namentlich  die  Flächen  von  den  Ki)r|i«m 
gesondert  behandelt,  ungefähr  nach  dem  MusU'r  der  analytUtchen 
und  descriptivcn  Geometrie  (zu  denen  doch  die  elementare  rofbe- 
reiten  eidl),  jedoch  stets  und  streng  in  rein  geoiaetriacher  odef 
synlhetischer  Weise.  Zur  Andeutung  meines  Varg;ings  inri^c 
biet  Folgendes  genügen.  Ich  unterscheide  nebst  den  elieiien  nodi 
gebrochene,  krumme  und  gemischte,  ferner  ofl'enc  nnd  a£»dil«$- 
scne  FlUdien.      Von  den  gebrochenen  FlScbeo  hebe  ich  .teniu 
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1.  die  prtsmatiBctieii  (insbesondere  parall  elepipediechen), 
tiuti  liutter  StreileD  (von  ParullelenpiLareD ,  den  Seiten  zweiseitiit 
begrenzt)  zus.iniiD engesetzt,  also  (gleich  diesen  ins  Unendliche  aus- 
!;eaehnt,  theils  offen,  tlieilä  geschlossen,  tvie  z.  B.  die  ins  Un- 
endliche erireitertc  Ümllücbe  eines  Prisnm;  2.  die  pyramidi- 
8cb«n,  aus  lauter  Scheitel  •  Winlielbltitlern  zusammengeslelU, 
beiderseits  ins  Unendliibe  ausgedehnt,  ebenfalls  entireder  offen 
oder  geschlosiien ;  3.  die  polvedrischen  (eckigen).  Von  den 
krumnien  Flächen  betrachte  ich:  I.  die  KnceMlächen,  "2.  die 
CylinderfUchcn,  3.  die  KegellMichcn,  4.  die  ümdreh- 
nngsflächcn,  S.  die  s.  g.  FISchen  zweifer  Ordnung,  vor- 
nebmlich  das  drelaxijge  lillip^toid. 

la  einer  solchen  Lehre  ersieht   man   leicht  die  GÜtigkeit  der 
folgenden  Erweiterung  obigen  Lehrsatzes ; 

sind  .ufw..  i™„,.,  ,a.  einer  f;i';„7,V.'„t"  ""«'■• 
.  zwei  (gleichviel  oh  ebene  oder  unebene)  jedenfalla  kruipnie 
gebrochene  oder  krumme  Linien  zu  einander  parnllel 
fresogen,  so  rat  der  FISche  ni  nhatt  der  lon  ihnen  und 
den  beiden  Schlussseilen  eingegrenzten  Figur  gleich 
dem  Producle  aus  der  Seite  in  die  Liiniie  des  (darauf 
senkrechten)  Querschnittes  der  Figur,  ivelcher  hier  uatdrlich 
nur  eine  DnrchschnilUlinie,  nicht  aber  eine  geschlossene  Durch- 
BchnitUßgur  ist. 


XliTII. 


Einfacheres  Vcrliiliren,  die  Reihen  der 
Cosinus  und  NInus  der  auf  einander  fol- 
genden Vielfachen  eines  l¥inkels  zu 
summlren. 


Herrn  Schnlralh    J.    H.   T.   Müller, 

JUrocIor  de«  Realgymnauunu  tu  Wienbailon. 


Die  beiden  Reihen 

«  =  1  -|-eo89i~|-co82q}-f  cosSqi  ^....  +  cnsn9f. 
V=«in9-f-sia2q9-f  sin39-l — -fsiiMi^ 
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werden  bduuintlich  jede  eins  ein.  dadurch  snmmirt)  dassnai 
die  Gletcbungen  mit  '2coB€p  moltiplicirt^um  diePk:odiicte  von  des 
beiden  Formen: 

■  ■    ^  • 

2cos^co8f4,  2sinilco8fi 
boBiebungsweise  In  ^ie  zwei  Suromen 

...CQs(il+|A)  +  co8(i— fi),  ain(^-|-f»)-|-ein(i--fi)   .. 


verwandeln  zu  können  und  so  jed^mal  zwei  nur  ih  ihren  AöfaDgs- 
und  Endgliedern  von  einander  verschiedene  Reihen  xa  erhalt^ 
•  die  sich  dann,  nach  Einfi^hrung  von  u  und  v,  dadurch  verein&clieD 
lassen V  dalse  man  l  —  cos  9  nnd  sin  9  duröh  Functienen  der  halbeo 
Winkel  ausdrückt  und  die  Aggregate  von  der  Form  slolJ:  sin  fiele. 
In  Producte  verwandelt. 


Nach  der  hier  au  zeigenden  Methode  dagegen  erscheint  di 
obige  Aufgabe  als  ein  besonderer  Fall  folgender  aUgemeinereft: 

Die.  Summe  der  natärlichea  Potenzen  des  redncirten  Äu^mckf 

cosg>  +  tsing> 

•'■■  ,-.         ^    .     .   .    .     . 

von  der  nullten  an  bis  zur  itten  »d.i. 

£  (cos  9>  -4-  <  s\n  €p)  t 

fdr  a=0  bis  a-=n,  zu  finden« 
Da 

(cos  9+ 1  sin  g))®+(cos  9+ tsin  gp)^-|-....4-(cos9>-f  t  sin  q>Y 

1  —  (cosg)4-isin<p)"+*  ^ 

1  —  cos  9?  —  tsin^) 

und  die  Potenzirung  eines  rodqcirten  Ausdrucks  sich  in  eine  Mol- 
tiplication  des  Winkels  mit*  9^ti  -Exponenten   verwandelt»   so  hat  , 
man,  wegen  1  — cos(p=2sini9>^  unc^  sin 9=2610^ cos i^, 

„  ^  1  —  COS  9 — vtsin.^ 

V.yi     •"  VSl         '     '!^sinUw^:l)^y)^^->j^/stnUn+l)y^ 

•  ••  ■       '  ^sin  i^*— 2isin  lg)  cos  \q> 

sin  i(n4-l)y   sin  \{n  +  l)y — t  cos  fe(n  -f  l)y 

sinifp  sinio) — tcosto 

Multiplicirt  man  jetzt  Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Factors 
mit  sin^g^-f  <cos49,  ^^  erhält  man  nach  gehöriger  Entwickelong 
und  Vereinfachung   im  Zähler  und  nach  Beseitigung  des  Nennen 

I.  2;(cos  ^-f t sin  (pf  =  ^'  Jip  i^p    '  (9<^»  i«9 + »»iiili»^)- 
Es  Ist  aber  auch  = 


«lp-fwiK^)''+(coB5o+'Mnv)'>(co89i+i«in^)»f....+(c(W9i+t8iny)" 


+  *(siny  +  sin-Jy  + ..,.  +sm  titp), 

!■  nun  (Ue  reolleii  uiiil  iniaginiiren  Thcile  Für  sicli  bin  ander  gleich 
iln  mOssen,  su  ist 


IV.     1  +t:fts^p  -(-c<'s29n  +  .,,.4coswg[>=- 


.  Diesr,  gn  viel  ich  weiss,  liUhur  imelt  iiichl  anjtew endete  Her- 
HlliniKaneisei^dieint  mir  nirht  lilorjs  kürzer,  sondern  au  di  direc- 
ir  UB  die  oben  angedeutete  gewöhnliche  xu  sein.  \'i«lleicht 
,jdet  in  dieser  neuen  Gestalt  die  .Sumniirung  jener  sn  wichttjcen 
iMben  Eingan^;  in  die  Kleinentu  der  Ci»)iii)metrie 


xur. 

ErSrtemng  einer  Spielerei  durch  i 
IValirschcinllelikeltsrecliniin^. 

^^  -  Von  dem 

^^         Herrn  Doctor  E.   W.   Grcbo, 

^^^K",  Gjrinnaciullclirec  eu  Ciigai'I. 


it 


E«  Mt  eine  nicht  iinücvvrihnlirhe,  :i>ich  als  Urnltol  ItennlEtc 
1«el,  dass'ronn  eini^  (iruishnime  oder  ühnüchc  G^enstlitide, 
wir  mit  nA.  rrt.  rf  w,  s.  w.  bezeiclrticn  «rttlen.  in  der  Mitte 
reriKT  nachdem  d'tescliien  8'>  verdeckt  sind,  ihiss  man 
Lauf  d  arg  eilten  nicht  yerlolgen  kann,  die  freien  Enden  n.  ti, 
■  f  u.  8.  w.  XU  idi-eien  verkin"iif(,   und  endlich  nnchaleht; 
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olt  durch  ilieae  Operation  eine  prschlossen«  Kctie,  ein  Kxu» 
eiitstauilcn  ist.  Es  bedarf  nobl  kaum  einer  Krinnerurg,  da««  die  . 
Suche  f(anz  diesellie  bleibt,  wenn  man  die  tirashalnie  in  doppel- 
ler Anzahl  nimmt,  und  dieselben  dünn  auf  beiden  Seitivn  verltnfipd- 
Die  Wuhrsehcintichlccit  der  Eutstehung  eines  KranTies  bei  dieser 
Spielerei  kann  durch  eiue  »o  einfache  Formel  au^f^edrückt  werden. 
A116K  dieser  Umstand  es  enlschnldigen  ivird,  nenn  ivir  die  Sache 
hier  tiurx  erürtem. 

[Nehmen  wir  nur  einen  Mulm,  bo  entsteht  jedenfalls  ein  Kram, 
da  nur  die  eine  Verknüpfung  ab  miiglich  ist;  die  Wahrscheinlich- 
keit ist  :=|-  Bei  zwei  llnlnien  liefert!  die  Verknilpfungen  ac,  bd 
ict)  Kratiz,  während  die  Verkoüpfung  ob,  cd  keinen 


und  od.  In-  < 


1.2 


'■gibt;  die  Wührscheinllrbkeit  des  Kranzes  i«t  =1,;  — pS.  Betdrei 
Halmen  belehrt  nna  eine  Aiifiähleng  der  hier  mfiglichen  fonfiehD 
Verknüpfungen    bald,    dnss    »cht   derselben    einen    Krane    j^faen. 

das»  aUo  die  Wahrbeheinliclikeit  e' '■' —  — 


Wir  werden  hierdurch  zu  der  Vcrra 
mun  die  Wahrscheinlichkeit  desKra 


solchen  =^g  =  j^3-^  «ei. 
uthuiii;  geleitet,  daes  bei  n  Ual- 
I.J.4.a...(2B-4].(ai— '2) 
"  l.3.5.7....(i«— a).(5(«^l) 
«ein  werde,  und  die. allgemeine  Betrachtung  besttitigt  die«*  V«r 
muthung.  vcdlkommon. 

Wir  wenden  unn  zuerst  zu  dem  Xenner  des  blngexteliten  Aua- 
drucks,  und  beweisen,  da^s  die  Zahl  aller  möglichen  Yerknüprunga- 
weisen  zu  Paaren  bei  -2«  Elementen  =  I  .3.5.7-.{2h- 3)  .(2n  — I) 
sei.  Denken  wir  uns  diese  verschiede  neu  müelichcn  Verknfipfann- 
weiticn  shniintlich  hingeschrieben,  und  /war  lu  niphabelischer  an- 
Ordnung,  so  ist  klar,  dass  dieselben  alle  mit  dem  Etemenle  a 
beginnen  und  auf  natürliche  Weise  in  (ilv  —  1)  Gruppen  zerfslleo, 
je  "nachdem  das  Element,  welches  mit  n  das  erste  Haar  bildet. 
ein  anderes  ist,  Üieso  (J»  —  1)  Gruppen  CTitballen  alte  gleich  viele 
Verkutinfnngsweisen .  nÄndiob  «o  vi«le  als  för  die  ausser  dem 
ersten  Paar  noch  übrigen  {^n — 3)  Elemente  miigltch  sind.  Die 
Zahl  von  Verkiiüpfungswei!«en  der  in  Elemente  ist  alsA  da« 
(Sii-'l)fecbe  iler  Zahl  der  Vftrkniipltinüswelsen  Ton  (-2n~3)  Ele- 
menten, diefe  aber^s  ähnlichen  UrUndeu  das  CJn— •!)fMhe  der 
Zahl  der  Verfcniip Rurigen  von  (^w  — 4)  Elementen;  und  so  ergeben 
sieb  durch  wiederbultes  Schlieüses  die  Factoren  des  zu  beweisen- 
den Products,  wenn  auch  in  umgekehrter  Urdmtng. 

Dass  ferner  der  obige  Zähler  1.2.4.ß....(2n— 4)(3ii— 8)  die 
Zahl  der  dem  Kranze  günstigen  Verknffpfungs weisen  richtig  dar- 
stelle, beneisen  wir  auf  folgende  Art.  Es  war  vorhin  die  Rede 
von  {2n  — I)  Crnpprn.  Die  erste  dieser  Gnippen  hat  in  allen 
ihren  Vorknilpfnngs weisen  a&  zum  ersten  Elementenpanr,  die 
zweite  ac.  die  drille  nd  a.  r.  w.  ]>ie  erste  mit  dem  Elemenlen- 
paar  ab  beginnende  Grufnie  vermag  keinen  Kranz  zu  liefern,  well 
durch  die  Verknüpfung  ob  der  erste  Halm  in  «ich  ahgeschkssen 
und  mithin  von  der  Verbindung  der  tibrigen  UaJm*  ausgesc blossen 
"    'Dia  flferi»M  (2)1 — äj-GtMiibaB  «bar  liefarn.  unter  «inaiidei 


vrtgtichen,  minier  eine  glcicli  grosse  Anzahl  vod  KrSnzeii,  iveil 
die  Besiehtiiig  des  Elementes  a  zu  jedem  ausser  A  vorhandenen 
nnderii  Elemente  nffenliar  eine  ganz  glcicharli<!e  ist.  Wir  dilrfen 
daher  nur  die  Zahl  von  Kralizen  in  irgend  einer  dieser  Gruppen 
ausdrtiekeii  und  diese  Zahl  mit  C-i — ^  nmitiplidreti.  Wählen  nir 
die  Gruppe,  in  vreldier  <Ias  erste  Elementen  paar  durch»  eg  ac 
lautet,  und  in  nelcher  mithin  das  zweite  Elenientenpaar  durch- 
weg  mit  b  tteginiit,  ao  ergibt  eich,  dass  dietie  l^ruppe  ebenünviele 
Kränze  liefern  rnuss,  als  wenn  das  erste  Eleinenteni)aur  ai:  gar 
nicht  vorhanden  wSre,  das  iweita  aber  statt  mit  {/  vieliuehr  mit  c 
begänne.  Indem  nämlich  e  nii(  n  verknlipll  ist  und  »  mit  6  zu- 
sammenhiingt ,  ist  cah  nur  ab  eine  Verla ni^ertm;^  ron  c  zu  lic- 
trachlea.  Jede  der  rorhandenen  (3r — 2)  Gruppeii  liefert  tb»  so 
%icle  Kranze,  als  (n~l)  Halin4  für  äich  zu  liefern  vetiii<ige)i. 
An»  Shnliclien  fJrfinden  liefern  aber  diese  wieder  ('In — 4)mar  »o 
yiele  Kränze,  als  (n—S)  Halme  liefern  würden,  ü^hllesfit iBan  s» 
weiter,  s"  erhAli  man  den  zu  heneisendeu  Z.ililer  auf  ilieselbe 
Art,  wie  früher  den  Nenner. 

Bei  Benutzung  des  Wuhrscheinlichkeitsquofient«!  ■-'.."-'-'..""' 
bat  sich  hiernach  die  Zahl  der  aus  Zahler  und  Nenner  anzuwen- 
deadeu  ersten  Factoren  ^enan  nach  der  Znhl  der  Halme  zu  rich- 
teti.  Die  Unreeelmäsaiakeit ,  duss  im  Zahler  1  iils  der  ZugRlhrer 
der  geraden  Z»hten  erscheiitt,  entspricht  genuu  der  Unregelmäs- 
»igkeil  in  der  Hache,  dass  boi  einem  Halm  die  Verkmipmu^  ab 
einen  Kranz  liefert,  hei  jeder  andern  /iihl  von  Mülrnvii  »her  nicht. 
Die  Wahrscheinlichkeit  des  Kranzes  wird,  wenn  die  Zuhl  der 
Halme  wfichst,  fortwährend  geringer,  verschwindet  aher  erst  im 
Cnendliqhen.  WiV  rathen  daher  den  schönen  Leserinnen  dieses 
Archivs,  welche  sich  unseres  Orakels  bedienen  wollen,  die  Zahl 
der  anzuweudenden  Halme  jedesmal  mit  ihren  Lebensjahren  in 
Uebereinstiramung  zu   bringen. 

Zum  Schluss  mag  der  obige  Quotient  noch  mit  der  bekann- 
ten Formel 

^     2. 2. 4. 4. 6-6. 8. S.... 


"I.3.3.5-i 


7.7.9.... 


retglichen  werden.  Nehmen  wir  an ,  es  seien  in  dieser  letzteren 
Fomiei  60  viele  Factoren  benutzt,  dass  die  Gleichung  nahe  rich- 
tig Ist,  und  der  letzte  Factor  des  Nenners  sei  (2n^l),  so  würde 
die  Wahrscheinlichkeit  unseres  Kranzes  bei  n  Halmen  auch  nähe- 
rungsweise durch  Y  577^—^.;  ausgedrilckt  werden  krlnncn,  wodurch 
sich  zugleich  die  obige  Behauptung,  dass  unser  Wahrscheinlich- 
keitsquotient  bei  unzählig  vielen  Hahnen  verschwindend  klein 
werde,  rechtfertigt. 
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Bemerkunfp  zu  dem  Beweise  des  unter 
uro.  XXXIT.  In  Theil  IT.  S.  330.  hin- 
bestellten  geometrischen  liehrsatzes. 

Von 

Herrn  Franz  Knopf  in  Cassel. 


In  dem  Beweise  des  genannten  Lehnsatzea  ist  behauptet,  dftss 
jeder  der  drei  Wertbe ,  welche  fäF^  x  ajis  der  Gleichung  (1)  her- 
vorgehn ,  die  Bedingungen  desselben  erfüllet.  Es  wird  aber  jJ=r 
nnr  für  den  Werlb  ,2t  =  0,  und   die  beiden  Werthe  a:'  = — (rt  +  A) 

und  ar"= 7 '^~  müssen  als  die  Bedingnrrgen  des  Lehr» 

Satzes  nicht  erfüllend  verworfen  werden. 

Substituirt  man  nämlich  in  die  Gleichungen . 

-      ac{a  -h  6  +  c)  (a  -t-  o—b)                  00(0+5+ c)(a—€+b) 
y'= ^a+c)^         '     "»^'^^ ÖHhA)5 ' 

för  c  — 6  den  Ausdruck  — '(a  +  Ä),   oder  fiir  c  den  Ausdruck  —  n, 

80    ergiebt  sich   y^=z—^-  und  p^=: — 7~tA2"~*»   "^^^^   können  für 
e=--a  keine  zwei  Linien  ß  und  y  existiren^  welche  gleich  wlre«. 

Substituirt  man  ferner  für  c  — A  den  Ausdruck  —  ■  T  ^^  *"   i 

o 

oder  für  c  den  Ausdruck  —  ^ v -,  so  ergiebt  pich: 


und 


[«(«+6)2  +  aH] .  (o«  +  2ab)  (a«  +  2a*  +  2Ä«) 

41*  ^^"^^M»     "■"'"■'  ■  '  ■'■  ■     -  I«  ■  ■  I  ■  I   I  I  II»!  » 

t 

^_      «ft(a«  +  2a6)[a6  +  («  +  &)(a-f'26)]. 
also  für  c=-- r werden  y  und  ß  imaginär.    Daher  Ur 


UM)  Mcb  för  c=—  f,  2"«'  3,\c\ii\ia  Liii. 

ciioliren. 

-     Otine    die    i^emiiclitun    Snlistiftilioiieii    «ieKt  niaii    iiuufi  fiilueil,-, 
ilerinasson  ein,  ilass  von  ücd  ilr<?i  Wertlien,  "c^khe  lon  der  Gle^   ' 
ebnui;  (1)  geliefert  werden,  nur  der  Werlb  j— 0  die  Uedincni 
ilea  Lelirsntzcs  erliQUeu  kaiifj,     Für  j,'=:  — (ufd)  kann  ß=y  n 
MÜn,    weil  JtM«   (■— /(=:— (o-f Ä)    bervorgelit   i— f  =  «  +  ft, 
1*0)   keine   drei   Linieu   li,   i-,    a   cxi^Iireu    kijoncn.    (Vir   wel 
Mg,  au.  ,.=_(f+i)i"+-»)  , 


Ingen  j 


=«  4  Ä  vvfire,     Eliens 
(a-f6}(a  +  26) 


-',  das« 


nnd  hierans,  dsss  6'' — Ac=fl'43"ft+26*i»t»' 
Ebenso  »eni;;  kllnnen  drei  Linien  u,  fr,  c  exisfiren,  dnrch  welche  ' 
■iJeHe  Ictxte  oder  die  vorletzte  (jleichuii^  erliiilt  wäre.     AIhu  kunii 

iSr  y^-^-^^i^'i^-il^  die  Gleichung  ^  =  y  mrhtvSfjill  fn.den, 

tmd    es    kiinn    bei    de»    in    dem   Lehrsuface    geinaulticn  Annahmen 
machen   6   und   r  nur    da»   eine    Verh^tniss  Sinti  linden,     '--   ' 
6=(?  Ist.     Ein  makttscher  Vf^rsuch  r.eiel  nneh  snrurt,  dnes  ii 
\BVB,  (siehe  Tale!  IV.  Fig.  fi,)  Zff,  nicht  =CO,  ist. 


Heber  «lie  inilependcnte  Bestimnian;? 
der  Fakultätenkoemzienton- 

Von  dem 
Herrn  Professor  Dr.  O.  S  rljioinilcli 

im  ilrr  Ilnivonilfil  in   Jciiu 


Das  in  der  Ccberschriri  iiusgeäiinichenc  Proiileni  Kelitirt  lic- 
kaDnllicIi  tml<?r  diejenigen  Anfallen,  von  donen  wir  nocb  keine 
«sfDpeixliÜse  LOsune  liesiUen:  der  einzige  mir  bekannte  Versucbp' , 
•ioa  indcpendente  Bestinimnni;  jener  Urüssen  zu  erlangen ,  ist  det  1 
«OD  Herrn  Schläfli  im  lOten  Theüe  des  Archivs  milgetheiltt^  I 
«her  so  gern  icb  auch  den  Scharrsinn  anerkenne,  den  der  geehrt«  1 
Verf.  zur  Hcitnltignng  der  entgngenstehendcn  Schwiertgkdteu  auf-  i 
lt»kntei)   hiit.    so    niiiss   ich   dnifi  offen   gestchen,    dasn    mir  ein«  I 
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\ 

•  echsfache  Sunmiiruug  nicht  eben  als  eine  runde  und  Irone 
Auflösung  des  gedachten  Problemes  erscheint ,  und  ich  Tenradite 
desshalb  auf  einem  anderen  Wege  zum  Ziele  zu  kommen.  Ich 
stellte  mir  nämlich  die  Aufgabe,  irgend  einen  FakultätenkoefGzieQ* 
ten  in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verwandeln,  was'  ebenfalls  zn 
einer  Independenten  Bestimmung  desselben  fuhren,  oder  vielroehr 
seradezu  eine  solche  sein  muss,  da  man  bekanntlich  Mittel  genug 
besitzt,  um  den  Werth  eines  bestimmten  Integrales  mit  jeder  be- 
liebigen Genauigkeit  zu  berechnen.  Zugleich  b5te  eine  solche 
Ausdrucksweise  den  Vortheil,  die  fragliche  GrOsse  in  einer  com- 
pakten  Form  darzustellen. 

Denken  uir  uns  die  Fakultät  ft(ft-|- l)....(fA-|''>'^l)  nach  stei- 
genden Potenzen  von  (i  entwickelt,  und  setzen  ' 

1)    ^(^  +  l)(^+2)....(fi  +  n-l) 

n  '  n  n  n 

SO    besteht  unsere  Aufgabe  bekanntlich  darin, 'irgend  einender  ' 

n 

Koeffizienten  A  etwa  Ak  zu  bestimmen.     Nehmen  wir  a  negativ, 
so  wird 


2)    fi(|^--l)(|x-2)....(fi-n-l) 

und  hier  gehen  wir  nun  zunSi^st' darauf  aus,  die  links  steheude 
Fakultät  in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verwandeln.  Diess  geschieht 
auf  folgende  Weise.    Nach  einem  bekannten   Satie   ist   ftir  jedes 

positive    fjL  und    n^z^  —  n: 

(2  cos  i2)'"cos  ifiz z=^-\-  fi^  cos  2  +  f4  cos  2z  +  ...., 

wobei  ^Q,  u«,  fi2>**.*  vfrie  gewöhnlich  die  BinomialkoefÜzienten  be- 
zeichnen. Multipliziren  wir  beiderseits  mit  2cosm  und  zerlegep 
rechts  jedes  doppelte  Cosinusprodukt  in  eine  Summe  von  Cosinui, 
so  wird  ' 

2  (2  cos  iz)^  cos  \fi2  cos  nz = 2fio  cos  nz 

+  fii  [cos  (« — 1)«  +  cos  (i*  + 1)2] 
+  ii*«[cQs(n— 2);i  +  cos  («  +  2)2] 

-|-  ftn  [cos  (n — n)z  +  cos  (n  -f  n)z] 
+ 

Diese   Gleichung   raultipliziien    wir   mit  dz   und   integrireo  daiiv 
zwischen  den  Gvnnzen  z=0,  2=?r.    Dabei  ist  zu  beröckmchtifst» - 
dass  fdr  jedes  ganze  positive'7»>  Ot 

/'*''              ,       Hin;>ff      sinOin;      .  , 

cos  02^2=::.— / =  0 
0          ^                P              P 
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mnl  umi  mithio  alle  Glieder  verschwinden,  in  welchen  p  von  Null 
fCfsebiedeii  int.    Es  bleibt  daher  nur  übrig 

* ' 
ScbreibeD    wir  den  Werth    von   u»  hin   und   miiltipliziren   darauf 

1.2.3...  fi 
Mderseita  mit    '    '   ""   >    wobei  1.2....]t  kurz   mit  »'  bezeichnet 

ircvden  mOge,  so  wird     y 

2.1»'   /** 

-^ —  /      (2  cos  iz)Mco8«f4Z  cos  HZ  r/i 

Links  setzen  wir  um  mehrerer  Bequemlichkeit  \villen  z-=r^ljc ,  wo- 
durch df^^djc  wird,  und  die  auf  x  bezQglichen  Integrationsgrän- 

0       -  n 

lea  ia  jr  ss^  uod  xr^^s*  übergehen.     Rechts   entwickeln    wir  die 

Fakultät  nach  der  Formel  2)  und  erhalten  so 

4    ,  Pl^ 

—  «'  #        (2  cos  x)t*  cos  jü j:  cos  2ii.r  r/j* 

Um  ttUD  hieraus  Irofend  einen  der  Koeffizienten  A  etwa  Ak  zu 
bestimmen,  differeoziren  wir  beiderseits  kiniA  in  Bezug  auf  ft  und 
nehmen  dann  ^=0.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

3)    (2  cos  aty  cos  ^ = f([L) , 


4   .  y^i'' 

-n  /       f(ik)cos2tia:dur 

^     t/  0 


80  giebt  die  Airoalige  Differenziation  dieser  Gleichung 

4       P*" 

—  nl       /■(*)(!«,)  coK2w.rf/.r 

und  folglich  für  .u^O 

-  w'  /    *''/^*)(0)cos2w<rf/.r 
=  (--l)"»M.2.3....itJifc=(— l)"»*/.'i5ii. 


^ts 


.  t 


bider'  «mdlleb' 


i<* .  •  •  ■  j 


?••  .'■  *  /;•>  »V 


4)    A=(— l)«+*-p  /^'V»)(0)cos2>ur€fcr. 

'S    Ä^    Q 

Um  nun  die  noch  rfickständige  Differenziation  aoszunibreD,  itel' 
len  wir  f((i)  in  die  Form 

/(^)  =  e^(««>»')coTBf*ar 

* 

und  setzen  zar  Abkürzung  /(2co8a:)=^,  aiso 

oder  wenn  man  den  Cosinus  durch  imaginSre  Exponenzialgrossen 
ausdrficlct:' 

Y(l*)=l[^(!r+*<)M+€(ir-'OM],    . 

wotiei  lc=  V^  ist    Hierlgiebt  nun  Mnaiige  Differenziation  in  Be- 
zug auf  fi 

und  daraus  folgt  fiir  fi=0 

/^w(0)=4[(y+^0*+(»-^*J. 

Man  Icann  diesen  Ausdruck  bekannflich  in  einen  anderen  umseUen, 
der  keine  imaginSre  Zahl  enthalt«  nfimlicb 


(y*  +  a?*)i*  cos  (*  Arctan  — ) , 


und  dann  wird 


5)  A=(— 1)»+*^~  /**''(y«  +  ««)i*cos(*Arctan-)cos2euwfaf; 

aber*  dieser  Ausdruck  ist  etwas  unbehülfUch.  Zu  einem  elegaD" 
teren  Resultate  gelangt  man  dadurch ,  dass  man  statt  f^^H^  die 
Keihe 

substituirt>   wodurch 

erhalten  wirdt   'Setzt  man  das  Integral 

4  n*    /•4» 

(_l)i«flf--  -.   #       yPjrfcoB3li.c//a:,  . 

d.  i. 


t 


449 

(— 1)"+*— TT   /        [l(2cosx)]Pj^cos2nx(Lc^=ig>(pfq)p 
Bo  erscheint  die  symmetrischere  Formel 

Nimmt  man   die  Koeffiziepten^^  in  oo^bkehrter  Reihenfolge,   so 
ergeben  sich   diejenigen   Zanien,    welche   Herr   Schläfli  mit  C 

bezeVchmt.  ^Ans    der  Gleichung    1)    folgt  nSmlicb  flir  f^=r  nttv 
durch  Multiplikation  mit  X":  :^ 


(i+0i)(i+U)(i  +  2X)....(i  +  w-n) 

und  wenn  man  diess  mit  der  Formel 


(1  +  OA)  (1  +  U)  (1  +  2i)....(l  +  n  -  U) 

=  4  +  4^  +  4^*  +  ....  +  Gi^i  X»-  * 
vergleicht,  so  wird 

n  n        n  n  »  it 

Co  =  «n  9    t/j  =  Au—'i  f   Cj  =  At 


Überhaupt 

n  n 

wobei  i  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  versteht  sich  öbri- 
gens  von  selbst,   dass  man  noch  andere  und  bessere  Ausdrucks? 

.  n 

weisen  (Ar  Ak  finden  kann,   wenn  es  glflckt,  eine  der  Fakultäten. 

fi(fi-f  l)-..(fA~i;^ — 1)  oder  |Li(tt  — l)....(|bi — n — 1)  in  ein  anderes 
und  geschmeidigeres  Inteeral  als»das  hier  benutzte  zu  verwandeln. 
Es  kam  mir  bei  den  gegeoenen  Entwickeluogen  nur  darauf  an,  su 
zeieen,  dass  die  in  Vorschlag  gebrachte  Methode  nicht  an^deh 
Scbwierigkeiten  leidet,  welche  der  unmittelbaren  Bestimmung  von 

Ak  oder  Ct  entgegenstehen,  wenn  man  von  der  Rekursionsfo^mel 
seinen  Auslauf  nehmen  will,  und  dass  sie  daher  wohl  verdiente, 
weiter  angewendet  zu  werden. 


im 


•  •        !•  •        • 


'  U  ■'     ■■  •   !», 


•  .  •  ■  'jm.''.m'A:w/.mm:-r 


B<»illiiiiiiiiiiflr  der  Arbeitt  die  nüthlg  i8ti 
um  IjuSt  in  einem  BehSlter  2U:  Ter- 

dttnnen^. 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Di^nger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bärger«chalf  xn  Siaeheiin  hei  Heidelberg. 


Man  habe  ein  Gefäss  von  a  Kubikmeter  lohalt,  in  Tvelcbem 
Luft  von  der  Spannung  fiC^l)  Atmosphären ' sei »   -und  man  will 

nun  diese  Luft  vnrmittelst  einer  Luftpumpe ,  die  einen  Stiefel  von  ' 
6  Kubikmeter  Inhalt  h^t,    so  verdünnen,    dass  die  Spannuni^  der- 
selben nur  noch  v  Atmosphären  betrage.     Welches  ist  der  dazu 
nöthige  Aufwand  von  Arbeit  1 

Dabei  setzen  wir  Toraus,  dass  die  Hahnen  der  Loftpvmpe, 
▼ermuge  der  mechanischen  Einriphtung  des  Instrumentes ,  sieb  von 
selbst  öffnen  und  schliessen^  so  dasd,  dazu  nicht  der  Druck  der 
Luft  nothwendig  ist  Die  etwa  zu  diesem  Oeffnen  und  Schliessen 
notbwdndiee  Arbeit  vernachlässigen  wir.  Zugieicb  wolle»  wir  be- 
merken, das9  wenn  ies  im  Folgenden  heisst»  es  seien  in  einem 
Behälter  g  Kubikmeter  Luft  enthalten,' damit  gesagt  sein  soll,  die 
iii  dem  fraglichen  GeßUme  enthaltene  Luft  wfirae  nStei^  dem  Drucke 
von  Eiher  Atmosphäre  g  Kubikmeter  (Kbkmtr).Raun|  eiunditnea. 

Zu  Anfang  befinden  sich  in*  dem  Bebälter  au  Kbkmtr  Luft; 

Il^bt  sich  nt|h   der  Kolben   das   erste  Mal^   so  dehnt  sich  diescf 
|^ft  yon  dem.JKaum .a  in  den  #<-f  6  aus,   ihre  Spanouhg  ist  also 

noch,^.,  ifi  Atm.     Senkt  sich   also  der  Kolben^    so  gehen  fort 

ab       ''•■■'■    ■ 

JTb^  Kbmtr  Luft,  bleiben  folglich: 

aii-i — —.fiz=        .  ^  Kbnitr  von  der  Spannung  ~jrÄf*  Atm. 

Rechnet  man  so  weiter,   so  ergieVt  sich,    dass  wenn  der  Kolbeo 
Vieh  yimal  gehoben  und  gesenkt  hat,  noch  Vorhanden  sind: 

«"  i  ^  .  '  /     «     \ 

^— r-/.-ft  Kbkmtr  von  der  Spannung  l'ZL'hjf'  ^*"'* 


4SI  ' 

< 

Soll  «bio  die  Spannung  v  durch  n  KulbenstuMe  erreicht  sein,  »o 
muiis 


'  I 

sein,  wodurch  n  bestiiiinit  wird. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Bestinimuhg  der  nuthigen  Arbeit. 
Zu  Anfang  des  liten  Kolbenhubs  war  die  Spannung  der  Luft 

,  1      ft  Atni. ;    ist  nun  der  Kolben  bis  zur  Höhe  x  aufgestie- 
gen» /sein  Flächeninhalt  in  Quadratnieter,  so  ist  die  Spannung* 

/    a    \*— *  .       a 
der  Luft  noch  f      .  g  )       /"*• — TT^-    Drückt  nun  die  Luft  mit  einem 

Gewicht  von  c  Kilogramm  auf  lO  Meter  bei  der  Spannung  von 
1  Atm«,  so  findet  man,  wenn  die  Reibung  des  Koloens  an  den 
Stiefelwänden  durch  ein  Gewicht  von  r  Kilogr.  überwunden  wer* 
den  kann,  ßir  die  Kraft,  die  zur  Bewegung  des  Kolbens  nüthig  ist: 

Bewegt  sich  der  Kolben  nun  durch  den  Raum  dx,  so  kann  diescf 
Kraft  als  konstant  angesehen  werden;    ihre  Arbeit  ist  alsdann: 

Heisst  h  die  ganze  Höhe  des  Hubs,  so  ist  die  Arbeit  eines Hiibs: 

Beachtet  mau,  dass  fh=^b,  und  dass  bei  einem  ?iiedergang  die 
Arbeit*  bloss  rh  ist,  so  findet  man  die  zum  itten  Auf-  und  Nieder- 
gang niithige  Arbeit  An  des  Kolbens: 

^„=6tf-|-2rÄ-(^)""V«<Jlog(i+-). 

Demnach  ist  die  gesammte  Arbeit  A   während  n  Kolbenstüssen : 

A  =i4|  -f-  A»^  \- ....  -|-  An » 


d.  i. 


(2) 


worin  71.  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmt  ist. 


'  -432 

Gesetzt,  es  solle  dieses  Ausptnnpen  durch  eiDV  DampfiM- 
sehine  von  m  Pferdekräßen  io  t  Sefcaoden  vollzogen  werden.  Bio« 
Pferdekraft  für  die  Sekunde  werde  zu  p  kilogr.  mtrs  (p=:  58,823) 
gerechnet,  so  ist 

mpi  =  Ay  -  (3) 

-  •  »  II 

wodurch  m  gefunden  wird. 

Der  Ausdruck  von  A  nimmt,  wenn  man  die  Gleichung  (1)  be- 
achtet, auch  die  Form  an: 

>  I 

■  i  ^ 

I 
»  •  ■•  1 

Man  sehe  darüber:  «, Memoire  sur  rappUcation  de  l'air  at- 
roospbärique  conime  force  motricc  sur  les  chemins  de  fer*'  6.  16. 
iD  CreUe's  Journal  Bd.  32.  S.  24  ff.,*  wo  die  Resultate  jedoch  ao- 
ders  sind ,  indem  die  dortigen  Gleichungen  (3)  und  (4)  nicht  genau 

b.     b 


/ 


richtig  sind.     Macht   man  in  unserer  Formel  (2^)  logCl-f  -)=~< 

— T — ^7,  SO  gelangt  man  zu  den  Resultaten  der  angeltlhrten  Ab- 
handlung, was  darauf  hinauskommt,  6  gegen  a  zu  vernachlässigen. 

c  ist  nach  Cr  eile  9418,  nach  Andern  (Archiv  IX.  8.  342. 
naob  Maliers  Physik)  =10330. 

Bis  hierher  haben  wir  eine  Luftpumpe  mit  einem  einzigen 
Stiefel  betrachtet;  wir  wollen  nun  annehmen,  dieselbe  besitia 
deren  zwei,  in  deren  einem  der  Kolben  sich  hebt,  während  der 
andere  niedersteigt.  Derjenige  Kolben,  der  zu  Anfang*  der  Ope- 
ration aufsteigt,  soll  der  erste  genannt  werden.  Durch  Betrack- 
tuneen,  die  den  so  eben  angestellten  ganz  ähnlich  sind,  wird  man 
leicht  das  folgende  Täfelchen  entwerfen  künnen.  Die  beiden  Stie- 
fel werden  vollkommen  gleich*  angenommen  und  es  mögen  von 
jedem  die  Bezeichnungen,  die  oben  von  dem  einen  gebraucht 
wurden,  gelten. 

Nach  dein  Sind  noch  dn  Klikmtr.  Spannang 

derselb.  in  Alm. 

Isten  Aufgang  des  Isten  Kolbens     . '  aft J_ ,. 

Isten  Niedergang  „  ~^h (^)''*- 

2teD  Aufgang  ,.  .  .    j^^  .....    (;^)  V 

2ten  Niederga..g  „  .  ,    ^,.  .....  (^),V, 


« 


^ 


I 
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3teB  Aufgang    .    ...  •  •    (^ X^^^)  <*• 

3t«D  Niedergang  „  ...    (^qrg)» VM^/  '*" 


nte.  Aufgang  „  .       ^^^  .  •  •  (^)       F 


itten  Niedergang  „  (i+Ä)^-1  '  •  -ViT^/    ^' 

Soll  also  wäbrend  n  Auf-  Und  Niedergängen  des  ersten  Kol- 
bens die  verlangte  Verdünnung  hervorgebracht  s^n,  so  muss 

■ 

sein,  welche  Gleichung  aus  (1)  entsteht^  wenn  man  2n  statt  n 
setzt,  was  auch  nicht  anders  zu  erwarten  stand.  Die  Gleichung 
(4)  giebt  nun  n. 

Berechnen  wir    nun  die  nüthige  .Arbeit.      Während  des  itten 
Aufgangs  des  ersten  Kolbens  ist  dieselbe,    wie  man  leicht  sieht: 

a+i)     «^^*ög(i  +  i); 

die  zu  gleicher  Zeit  nüthige  Arbeit  zum  Niedergang  des  zweiten 
Kolbens  ist  rA.  Geht  nun  der  erste  Kolben  wieder  nieder,  so  ist 
die  dazu  nüthige  Artieit  rA,  die  aber  zu  gleicher  Zeit  verwendete 
ffir  den  Aufgang  des  zweiten  Kolbens: 


/    a    \a»-i  b 

Somit  ist   die  gesammte  Arbeit  während  des  nten  Auf-  und 
Niederganges  des  ersten  Kolbens: 

26<»  +  4rA-«a^l«g(H-^.(^)*'"V  +  ^) 

=2Äo  +  4rA (a  ^  6)«n-i     '»8  (*  +  ab- 
setzt man  hierin  n=l,  2,....r  und  snnimirt,  sotindet  sich  fffr 
die  ganze  Arbeit  B  wahrend  der  n  ersten  Auf-  und  Niedergänge 
des  ersten  Kolbens: 


k —    _      —  ^ 


4U 

ivcicder  Aiudruclc  sich  aiifi  (2)  ergiebt,   wenn  man  tluin  2«  slatt 
n  ypUt. 

Ist  eine  Damiirmaschitie  v 
den  llifliig,  am  diese  Arlieit  x 

mpt  =  B .  (fi)_ 

durch  welche  Gleichung  m  liestimnit  itird. 

Seti(  man  nun  die  Werihe,  »h  lindet  ffich,  ditss  um  b»l  inei 


Kolben  die  Verdflnnuiig  tod  der  Spannnng  ^  mif  i 

tiuniieii  lu  bringen,  eine  Uanipfmasihine  \uri 
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'erdekrfiften  oothwendig  ist. 


— '■■•—  'n#< 


1 


43» 


\ 


Seh  um  eiD  Beispiel  zu  wählen,  r=iO,  ft=:l»  y^l»  aslOOO^ 
b=2,  /=40009  90  niidet  man,  dass  die  Maschine  haben  man: 

(18836.^  ^wwww>^  — 47(fJ00Q.  0,IiB(I8d77  .  -— ^ »oio;,»o ) 

:23Ö292, 
gleich  19  Pferdekrftften  ungefähr. 


Mise  eilen. 


Drei  neue  Theoreme  von  Canchy  aber  die  regal&reiPt- 
Ijeder,  auagecogen  ans  den  Comptes  rendaa  hebdomadai- 
res  des   aöances  de  l'Acad^mle   de«   aeiencee.      TomeJllYL 

No.  20,     (15.  Mai  1848.)     p.  518.  •  '      ' 

■ 

ler^Th^ordme.  Les  centres  dec  diyersea  facet  d*an  polyMre  r^gt- 
lier  qoelconqiie  «ont  les  sommets  d*an  autre  poljddre  regulier.  D^ailleBt 
deox  poljddres  r^guliers,  dont  rod^a  poorson^ioets  les  centre«  des  bcM 
de  Tautre,  sont  nöcessairement  ira  deux  Ütra^dres,  oq  an  he^aMR  il 
an  octa^dre ,  oo  an  dod^ca6dre  et  nn  icoaaedre. 

.2«  Th^ordme,    Dans  tont  polj^drQ  r^gnlier,    la  droite  nente  di 
centre  k  nn  sommet  est  perpendicalaire  auz  plans  de  diyere   pelygensi 
r^goliers  anxqoels   appartiennent  tnns  les  sommets  sita^  hors  de  ceCli    ' 
droite. 

Si  le  poljedre  donn^  est  nn  tetra^dre ,  nn  senl  sommet  tera  -silBl 
sar  la  droite  dont  il  s'agit,  les  tfpis  antros  appartieadront  k  an  triaagl* 
^qnilatöral  dont  lo  plan  sera  "periitendiculairc  4  la  droite. 

Si  le  poly^dre  donnö  est  nn  .hexaedre  ^  on  nn  octa^dre,  oa  aa  dads- 
ca^dre ,  oa  on  icosaödre ,  denx  sommet»  seront  les  extremit^  d*an  mimn 
dlam^tre  menö  par  le  oentre  da-  polj^dre.  Les  antres  sommets  apaar* 
tiendront  4  denx  triangics  ^qnilat^ranx ,'  oa  k  an  senl  carr6,  oa  k  deai 
triangles  ^quilatöraax  et  4  fleax  hexagones  r^gnliers,  oa  enfia  k  den 
pentagones  r^gnliers,  dont  les  plans  seront  perpendicalaires  aa  diaaMre 
dont  il  s'agit. 

En  partant  de  ces  remarques ,  on  it^montrera  sans  peine  nne  rriatJsa 
curieufie  qu'ont  entre  enx  les  trois  polyMres  dans  lesqnels  trais  tuHm 
aboutissent  a  chaqne  sommet,  «ayoir^  le  tötraödre,  rhexaMre,eC  k 
dodöcat'dre  r^guliers.    Cette  relation  est  exprim^e  par  le  th^or^me  sniTaBts 

3«  Th^ordme.  Les  sommets  de  rhexa^dre  on  du  dodScaMre  rte- 
lier  sont  en  mdme  telhps  les  sommets  de  denx  ou  de  cinq.  tdtraiMM 
r^guliers. 

Canclij  fägt  noch  hinzu: 

Un  döplacement  dötermin^  d'qn  poly^dre  regulier  tonmant  antanr-dl 
son  centre  peut  toujoors  dtre  considör^  comme  le  rösultat  de  trola  dd|la^.  . 
cemcnts  successifs  dont   chacnn  sentit  produit  par  un  moayeanenl  da  ^^ 
tation  du  puljddre  autoor  de  Tun  des  rajons   yectenrs  nenda  da   al 
aux  sommets,*  "  .|      t*.     'ig^ 


^rarlsclier   Bericlit. 


chlchte  der  Matbematik  und 
Physik. 


»Pf- 


MBco  Woepcke.     Ben 


,  1848.    4.    I  Rtlilr. 


Eine  «ehr  fleisstRe  archiiolngisrli-nia(hcmntis<-he  AbhntiHlung 
tt  dlv  (inuiii')!!!!«  der  Alleit,  die  aus  fnlgoiiden  Hitiipl:ibecbnit- 
I  bextelil:  I.  De  bornrum  H  solarioniiii  apud  veteres  usii. 
Pe  swuvtirtim  et  forniU  anti(|ui>Tun)  dotarloruiu  ileiii  de  analem- 
ito.  In.  Mniiumeiiti  in  Musro  Heroliriensi  Regio  aKHervnti  ex|iU- 
'iD.  IV-  Ex|iiiiiitin  cniiitiutationinii  et  melbuill  in  caicuto  inäütuendo 
lUMtne,  (]uibus  lirmaiiir  explicotio  nionutnenti  jaiu  {irnpusita. 
IJenda.  —  Der  Preis  dieser  Schrift  ist  freilitb  einus  hovti,  und 
itJta  iTfitorcT  Verbreitung  nicht  eben   filrdcrlich  sein. 


ne.  Ijehr-  und  Ü^SrterbiicIier. 


^nch    der    Mnthematik    füi 

lifliritnstaltea  von  Joli.  A 

.    K«|tvUchnitlc.     Mit  drei  F 


i-Tafeln.    Dritte 
deni)urg. 


8.     Auch  unter  dem  Titel:    Lehrbuch  d«r  Kegelschnitt« 


Klassen    büh« 


Lehranstnlle 


nert.     Mit    drei    Figuren-Tareln. 
BrmebrVc    und     verbesserte    Ausgabe.     Brandenburg. 
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Mit  diesem  Theile  ist  nun  die  dritte  Ausgabe  meiner  beidiai, 
im  Ganzen  aas  sechs,  die  gemeine  Arithmetilc,  die  ebene  Geoaie* 
trie,  die  alicemeine  Arithmetik,    die  Stereometrie,    die  ebene  mmI 
sphärische  Trigonometrie  und  die  Kei^elschnitte  enthaltenden  Thci- 
len  bestehenden  Lehrl»iicher  der  Mathematik  für  die  mittleren  önd 
für  die  oberen  Klass<^n  höherer  Lehranstalten   vollständig  ervchie' 
nen.    Wie   hei   den   früheren  Theilen   habe  ich  auch  bei   diesen, 
die  Lehre  von  den  Kesj;el8rhnitten  nach  einer  gemischten  analytiMfc- 
geometrischen  Methode  behandelnden  Theile  zu  wesentlichen  Ver 
änderungen  und  Umgestaltungen  mich  nicht  veranlasst  gesehen.  Je- 
doch ist  die  Anzahl  der  ()ie  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  dorch 
die. Algebra  liberhaunt  erläuternden  Probleme  vermehrt  und  dabei 
vorzüglich   auf  die   lierleitung    {iceoroetriscbcr   C-onstruetioneo  aw 
den  algebraischen  Auflöi^ungen  Hücksicht  giMiommen  worden,  wes- 
halb diese    dritte  Ausi^abe '  auch   eine  Fipirentafel   mehr  als  die 
fniheren  Ausgaben  erhalten  hat  und  boffenthch  mit  Recht  den  Nanen 
einer  neuen  vermehrten  und  verbesserten  Ausgabe  verdienen  «rird. 

6. 


Arithmetik. 


Die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  dei 
fünften  und  des  sechsten  Grades.  Von  Dr.  Anton  Mfil- 
1er,  ordentlichem  Professor  der  Mathematik  und  Astro- 
nomie an  der  Universität  in  Zürich.  Stuttgart  Utt.  i 
1  Rtblr.  18  Ssr. 


o 


Der  Herr  Vf.  sagt  in  der  Vorrede :  „Seit  längerer  Zeit  bio 
ich  mit  Untersuchungen  beschäftigt,  in  deren  Bereich  die  alge- 
braische Auflösung  der  Gleichungen  als  Fall  der  AnvrendoDg 
gehört,  und  habe  dabei  Resultate  gewonnen,  welche  fär  dieWia- 
senschaft  sowohl  Nutzen  als  auch  nicht  unbedeutende  Förderung 
zu  versprechen  scheinen.  Diese  Ergebnisse  einer  langen  luihe- 
vollen  Arbeit  dem  mathematischen  Publikum  vorzulegen  und  m 
zum  Gemeingut  zu  machen,  gestatten  aber  Verhältnisse  und  Um- 
stände für  jetzt  nicht;  ich  gebe  daher  einstweilen  diese  BiSttff 
als  Vorläufer,  begleitet  von  einigen  nöthig  scheinenden  Benle^ 
kungen.''  —  „Will  man  das  Problem  der  Gleichui^en    In   seiier 

fanzen  Ausdehnung  anfassen,  so  ist  vor  allen  Dingen  autliig^ 
ass  man  alles  dasjenige,  was  einer  abgesonderten  fietracbtaiK 
unterworfen  werden  kaim,  von  einander  scheide  und  trenne»  vm 
Bo,  wie  es  die  Witüsenschail  verlangt,  durch  Vorarbeiten  sidi  in 
den  Besitz  der  nothwendigcn  Subsidien  zu  setzen  suche.  Nu 
bietet  sich  sogleich  dar,  dass,  in  Absiciit  auf  die  Elemente,  tirfi- 
erlel  Ausdriicke  unterscheid  bar  sind:  solche,  Welche  aas  dbi 
Coeflicienten  der  Gleichungen  gebildet  werden,  ■  und  solcbcy  h 
welchen  letliglieh  die  Wurzeln  als  Elemente  auftreten.  Albli 
der  Mathematik  vorkommenden  Ausdrucke,  woraus  faniBer  A 
auch  entstehen  oder  folgen  mögen,  sind  aber  nach  Cre8etMV||l" 
bildet,  deren  Natur  zunächst  durch  die  auftretenden  Elemenlt  fc- 


„.  ttinl,  und  [toselzn>iU«)g  ^biUete  AitsdrücLe  pllepl  man 
Wactloneii  ku  iieiirien.  Somit  »teilen  sirh  zwei  Aul'j^abun  bvrnun: 
M  Fnnctlonon  nus  ileii  Cncrik'ietitiüi  ilitr  (>leiclmtit;en  uiiil  jene 
Hfl  dva  Wurzdll  «u  utilersutliou.  Sodani)  iitt  es  im  VornuB  ae- 
lün,  ilnf«  iK;i  ilen  t'iirictiiiiipn  aus  den  Wurzeln  uucli  ilen-ii  Zu- 
tekRibmiig  auf  Hie  (^uullicienten  zur  8|>racLe  kommt.  Dcmnueh 
rt  di«  Th<-'>rie  der  iius  dcti  ('neriiüciaeii  der  Gleichungeu  ftebil- 
eteu  Fuitcliüncit  der  tarnte  (^e:;eribtand,  der  crledif^t  weiden 
IHM«."—  .Mit  solchen  nothneiidiueii  Vciriinlersuc)iunf;en  zur 
|]f;#uteiiH-ii  Aiiili'iKuui;  dt^r  (■lt!li.'hui)4;en    über    die  Functionen  au« 

i<-r>  r.i.'ii: ti-ii  und  aus  den  Wurzeln  der  Gleichungen,    mit  be- 

»  I       .     ■  -ii  bt  auf  d'iB  Gleicbungen  doa  fünrien  und  sechsten 

|i;    <  I      '  !<:iriigt    fiich    nun  die  vorliegend»  Schrift,    und  ist  in 

|di.^>'i    l>>  ,  i<  Jiunc;  jcdeuralls  eebr  verdienallich  und  der  Bench- 

;  der  l.iKcr  dea  Archive  an Kelcgeti (!■<.' hsl  xu  cni|tfeblen.     Auch 

SU    »üiiBchei) ,    diiits    der    Herr    \f.    bald    Oeleecnbcit    ßnden 

p,  seine  ullgenieiuereu    (.'[ileriiiichiiii^en  übet  die  Glelcbuneen 

I  iiuith«matiHcheij    l'iibbkum    niitzuthi'ilen,    denn  die  suhr  Iciir- 

Itcbei)  alluetnpineii  Geeichf>]>unkte.    »elcbe   et  in  der  vi>rlici;cn> 

~i  Schriri   iibi  leitende  Prineipieo  bei  seinen  Arbeiten  Über  die- 

M'irbtitfeti  und  acbwicnKeii  GeKensland  nanihaft    macht,    sind 

der    Art,    duaa  man    allerdin?»    seht    b«»ieTip  werden  imiss, 

B  dcutliibe   Anseliauunff    von  der  AuHiTlhrnn^  dieser  alt^mei- 

Arbeiten  lu   erhalteu,    D.imeiitlicb   auch  riicksichtlich  der  An- 

iduntr  der  cll!ti(i«>ehcn  Piinctiunen  und  der  I lälfs mittel ,    welche 

Bi  ZabTenlebre  darbietet.    Sullleti  die  boldeo  letzteren  Theorien, 
»  «t  nu<di   dem  Herrn  Vf.   nicht  ganz  niiwofarEcheinlicb  zu  sein 
"lli  dereinst  noch  zur  all^femeliien  Auftöttung  der  Gleichuneen 
iBUpt    od»    tv eiligsten 8    der    Gleiehimjcen    dex    fännon    oder 
•ebbten  Grades  filbren,    «u    würde  die»    der  schünale  Triumph 
den  dieiielben  feiern  könnten. 


Oeomctrfe. 


bnclrie  der  Luge  von  Dr.   Geor^   K;irl  t'bristisn 
|l,    nrdeptliebem  ProfcsBor   an    der  Uni  v  ersiläl 
Nürnberg.  1847,     Ü.     I  Utblr.  10  Sgr. 

..  Werk,    welches  wnht   als  dos  er»te  eigentliche  syste- 
und   dabei    /.ugleich    elementare   Lehrbuch   der    freilicb 
und  zum  Theil  ziemlich  Vtirdcbiedenurtiireiii  umfosseo- 
tc'hafl.  »eiche  man  wohl  ndt  dem  ettvitN  unbestimmten 
1  der  neuerrn  Gcomeltie  zu   belegen   pflegt,  wenigsten»   in- 
lern ab<  in  derM^lben  der  Gebrauch  de«  MnaHiea  «um z'i'ie blassen 
weijinlb    imeh    der  Vf.  «ich  der  bostiinmteren  Reieicfaiwng 
»oracirie  der  Loge  bedient  hat,  zu  betrachten  ixt,  vsrdienl  jeden - 
lefar .  allgemein  braehtet  und  den  Liebhabern  der  »ogenanDlen 
letrie  npgele^ntlichBt  empfohlen  r.<i   werden.     In  der 
der  Herr  Verl'aMer:    „Man  hat  in  den  neu «ren  Zeiten 
tdicG«onietrioder  Liii^e  von  detGenmefrie  HeHMaaMKc« 


unterschieden,  iniles^en  gUicIiwolil  Slilxe,  in  nvldien  «an  Matt 
(trGsse  difi  Rede  ist,  pewi-bnüch  durch  Itclrachiiinj  i.m  Vwlillr 
Diesen  bewiesen.     Icli  nube  in  rliesnr  Stlnili  i        ,       i,       , 

(rie  der  Lage   zu  einer  seltiststiindii^eu  ^^  i 
welciie  des  Maasses  nicht  bedarf.      I'm    j< 
Bchaften  der  Curven  und  Flachen  II.  OnlFnm 
pnnkle,    Axen,    llronn|innkte  u.  s.   n.    sich    lic/idi 
unheriihrt  ku  Inssen,    habe    ich  dnn   Wos«ritlichc  Ih' 
Anhnng  niirgenomnien."     Viu  den  Leitern  de*  An  In 
zeigen,  was  sie  in  diesem  Werbe  au  erwarten  hiil"  i'      I    :     . 
eil  mr  zivecltniässig,  dessen  vnllätiindi^e»  Inhnll  hin  ii>iliiifii<-'^ri 
EinleilunS;     Ver  Strahle nhtindel.    AVinkelrfliinie  und  \Vi 


:   F.tH« 


-..Iil..>».-Wli 
»nktie  tnn 

d  dl!«  ihui-a 
den    tlinen 


iäächen.  6.  2.  Die  Ebene.  Der  Slr»hlenl<ii»cl>el 
Mscbel.  §.  i.  Von  den  Parallelen.  %.  4.  V<...  .1 
nKunten  und  Polyedern.  6.5.  Unendlidi  Ternn  Eleni<  r 
set?:  der  Keciiirncität  (aui^  welches  der  Herr  Vf.  iw  l 
lieben  Werlh  le^t,  und  dessen  Antvetnlnnz  erbesiT 
§.  7.  Vnii  den  nEcken.  »Kanten  u-  s.  w,  in  ei>i>  > 
tun^c-  V  H.  ilaminnischetiebilde.  %.%  ProjekCiM 
Schaft  zwischen  einlortnigen  <jlebilden.  j.  KU  Pi"/ 
waiidlsnliurt  /wischen  (iTundaebilden  der  itw  eilen  8t  u  I 
räumlichen  Systemen.  §.  II.  Von  den  Lini<-n,  H  ■  j 
ihnen  verwandten  Cebildcn.  §.  12.  Eintheilung  der  si' 
Linien,  Fiäiheu  u.  s.  w,  in  solche  von  paarer  ußil  in 
unpaarer  Ordnune.  $.  13.  Von  den  ebenen  Fipircn  nti 
verivandten  Gebilden.  $.  li.  Von  den  Kürpern  uml 
verwandten  Gebilden.  ^.  15.  RiicLlcebrelenienle.  (.  Ili.  Iiivnlu- 
tidoen.  §.  17.  Involutorische  Systeme.  6,  18.  P»l:irKy»irmr  io 
der  Ebene  und  im  Strablenbflndef.  §.  19.  Cmreit  nnd  krt(elllJ>eli«n 
II.  Ordnung.  6.  20.  Projektivisehe  Beziehuncseii  iiii.iclicn  Cnntn 
II.  Ordnung,  g.  21.  Von  der  AnKuhl  der  gemeiiisrhAftli''ben  Puikt» 
und  Tanfjenten  zweier  Turven  IL  Ordnung,  fj.  2i  Vtin  deu  LlntM 
II.  Ordnung  überhaupt.  §.  23.  Aufgaben  vimi  /.weiten  Gra^ 
§.24.  Polarsysteme  im  Räume.  §.25.  Flächen  II.  Ordnung,  Anhaiis. 
Man  sieht  blerauai  dass  der  Herr  VM-rasscr  soivohl  nscb  cökt 
mCglichst  strengen  Hysteni atiseben  Diirstellung,  als  auch  «atek 
möglichst  grosser  Allgemeinheit  gestrebt  bat,  was  nur  ku  billiCBn 
iüit,  und  dem  Znccke  einet*  solchen  Werkes,  was  »ohi  vorafigRcIi 
die  wichtigsten  Grundiehren  enthalten  soll,  um  aol  detiselhen  du 
GebSude  weiter  auflubreii  zu  klinnen.  vollknnüiien  L>iil«[iricbl. 
Mfige  das  verdienstliche  Werk  recht  viele  Leser  finden) 


che  Aufgaben    mit    besonderer   Rflclcstchl 
sehe  Constructionen  von  ('.  Aiiama.    EritcT 
iit-  und  umbexchriebene  Figuren.  Mit  rlv 
Winterthur.  1847.    8. 


Geometrii 
auf  geometri 
Abschnitt.  £ 
Kupfer  tafeln. 

Das  Erscheinen  dieser  Sammlung  geomeUbcher  AvfualMMm 
besonderer  Riieksicht  auf  geometrische  TrinKtnirtinnr     -  -      * 
Nr.  XXXVI.  8.52«  des  Liter.  Her.  vorl.'iMti:    i    .      ■; 
Gelegenheit  des  von  dem  Herrn  Verfasser  ^ 
Gewerbscbulc  ku  Winterthur  für  1847,  m  '<< 
Aufgaben  vorlii  11  lig  railtbeilte.     In  dem  iii»  j' r 
Abschnitte  der  ganzen  Sumndiii't;.    welcher    -.kIi    mi 


a^^RfKel,  di«  ftndcni  Pieren  ein-  oder  unibpsi^hrieberi  ninA,  sind 
47  Anffjatieti  dieser  Art  enthalten,  welchei  mit  besnnderer  Rilc:k- 
richt  auf  don  aitf  dein  Titel  itnfrpEelienf ii  Hauptzweck  dieser 
Buumliing  eiimniiliili  sehr  vnllstündi^  und  mit  crossor  Umeicht 
kobandflt  hIikI,  ro  da^i  wir  dieses  Bii<-h  jedenriltH  nllcn  Lehrern 
KD  i«ir(;OittiBcr  ßenchtunc  nun  L'elicrxeußun^  rmpfeblen  können 
md  der  Knrtselxtin';  mit  Verhingen  erit^eiieM  selten.  Wenn  auch 
der  Itniim  nleht  crliiubt,  alte  47  in  dieser  Sehr! n  liehamlellen  Auf- 
|nilt#n  hier  einzeln  nrniihnn  zn  machen,  so  wollen  trir  doch,  um 
den  Levern  des  Arehlvn  eine  möglichst  deutliche  Anschanung  von 
dmi  li>hnlle  dieser  Schrift  tm  verschuffen ,  einige  derselben  hier 
iwninsheben .  ohne  iiliri^nH  dadurch  dieselben  gerade  uU  die 
vriehlijrRten    und     intereBnantesten    bexeiehnen    zn    tvnllen.     Auf- 

Kahc  1,,  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Quadrat  ku  beschreiben, 
ufgabc  ;).  In  ein  u'eftebenea  Dreieck  ein  Rechleck  von  gege- 
fcenrra  Inhalle  y.ii  beschreiben.  Aulgabe  7.  In  ein  (fuadmt  ein 
frleie)iMeiti[>es  Dreieck  so  za  beschreilicn,  dnas  eine  Ecke  dieses 
IhviiN'ks  mit  einer  Ecke  des  Quadrats  zusammenfalle.  Aufgabe  U. 
Ein  Quadrat  xu  beschreiben,  dessen  Seiten  durch  vier  )(<'gebcne 
nmlite  gehen.  Aufg:ibe'24.  Um  ein  gegebenes  Par.ilielogramm 
Hn  «weites  xa  besehreiben,  welches  einem  dritten  ähnlich  ist. 
Aufiralte  39.  In  ein  gesehenes  Dreieck  ein  lilinliehes  zu  zetch- 
Hn,  deKsen  Seiten  mit  ilen  Immnlngen  des  ersteren  einen  gege- 
^■«n  Winkel  bilden  (bei  dieser  Aufi^abe  nimmt  der  Herr  Verfasser 
ntf  die  schiine  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  Hoffmnnn  in  Dan- 
Dg  in  dem  neunten  Tbeüe  des  Arcblvs.Nr.  X\VII.S.2SÜ. 
besonders  itneksicbl).  Aufgabe  43.  Um  ein  gegebenes  Paralle- 
Ingtramni  ein  Keehteek  von  gegebenem  Inhalte  zu  be.schreiben. 
ANf^nbe  47.  L'm  ein  gepebenes  Viereck  einen  Rhombus  zu  be- 
"-llweiben,  von  welchem  ein  Winkel  gegeben  ist.  —  Schon  aus 
wenigen  IVIitthdlungcu  werden  die  Leser  des  Archivs 
dass  ihnen  in  dieser  Sammlung  viel  Lehrreiches  geboten 
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Dlesß  13   Bn|ren  starke   Dissertation    Aber  die   auf  dem  Titel 

ranntrn  i'orven  imlhült  alles  auf  diesen  Gegenstund  Bexfiglichc 

1  <*rosser  Vullständt^kell  und  sehr  denllieher ,   das  Geometrische 

[1  Analytische  (dicrnll  auf  sehr  ziveckmässige  W'-ise  mit  einan- 

r  vcrbindiiider  Dafslelbing ,  so  da»s  die»e  Schrift  jedenfalls  der 


1  Verf^Msi-r  nml  d»r  l.«branstalt.    auf  welcher   • 


itiglich 


Ibemallsche  Blldnnit  erhallen  hat.    alle   Ehre  macht,     li 
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der  That  verdient  aach  dieselbe  alleo  denen,  welche  den  nf 
ihrem  Titel  genannten  interessanten  Gegenstand  genaner  und  nr 
gleich  historisch  und  literarisch  kennen  lernen  wollen,  sehr  nr 
Ueachtung  empfohlen  zu  werden.  Um  dieses  Urtheil  mehr  zu  be- 
gründen/ wollen  wir  den  Inhalt  der  Schrift  im  Folgenden  etwas 
genauer  angeben.  lutroductio.  Pars  prior*  2>e  diversit 
principiis  et  methodis,  quibus  usi  suut  maikemaiici 
ad  inceniendas  aequationes  curvarum  funieulariarum, 
Caput  I.  De  iis  quae  circa  catenariain  inventa  sunt  sine  analysi 
infinitesimali  (Galilaei,  Pardics,  de  Lanis»  Huj^enius).  Caput  IL 
Problematis  funicularii  solutio  ope  analysi  intinitesimalis  (Jon.  Ber- 
nouHi,  Leibnitz,  Hugenius,  Jac.  Bernoulli»  Gregoiy,  UennanDy 
Krafft»  Bezout,  Hcnnert).  Caput  III.  Problematis  iericularii  so* 
lutio  ope  niethodi  de  muxiniis  et  minimls  (Job.  Bernonlli,  Jac. 
Bernoulli,  Euler).  Caput  IV.  Problematis  funicularii  solutio  es 
universalibus  principiis  mechanicis  ope  perfectioris  hnjus  saecuH 
analysis  (Lagrange).  —  Pars  altera.  De  pra^cipuis  cuT" 
varum  funieulariarum  proprietatibus.  Argtiroenti  distri- 
butio.  —  De  catenaria  vulgari.  —  De  funicularia  parabolica.  — >  De 
funicularia  ae^ualiter  resistente.  —  De  curvis»  quas  induit  filum 
aequaliter  resistens  potentiis  centralibus.  —  De  curvis,  ouas  induit 
filum   aequaliter  crassuni«    in  quod  agunt  potentiae  qualescunque. 

Man  wird  hieraus  sehen^  dsiss  die  Torliegende  SchrifY  die 
obige  Empfehlung  und  eine  weitere  Verbreitung ,  als  solch«i 
Schriften  gewohnlich  zu  Theil  zu  werden  pflegt,  gewiss  vollkom* 
men  verdient. 


Praktische  Oeometrie. 


Theoretische  und  praktische  Anleitung  zum  Nivel- 
liren  und  zu  andern  damit  verwandten^  heim  Eisen- 
bahnbau vorkommenden  geometrischen  Arbeiten^  mit- 
telst der  vorzüglichsten  neuem  Nivellir- Instrumente: 
mit  besonderer  Rücksicht  jfuf  die  verbesserten  Nivel- 
lir-Instrumente  aus  der  Werkstätte  des  k.  k.  polytech- 
nischen Instituts  zu  Wien.  Von  S.  Stampfer,  Prof.  der 
f iraktischen  Geometrie  am  k.  k.  polytechnischen  Insti- 
ute  zu  Wien.  Zweite  Auflage.  Mit  drei  Kupfer  tafeln. 
Wien.  1847.    ]  Rthlr.  10  Sgr. 

Diese  treffliche  Schrift  verdient  allen  Praktikern  dringend 
empfohlen  zu  werden,  nicht  bloss  wegen  ihrer  deutlichen,  immer 
aui  das  wahrhaft  Praktische  gerichteten  Darstellung,  tsondern  auch 
wegen  der  neuen  Nivellirungsmethoden ,  die  darin  gelehrt  wesdeB, 
mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  die  in  mehrfacher  BeziehiM 
von  den  gebräuchlichen  Werkzeugen /sich  unterscheidenden  tre£ 
liehen  neueren  Nivellirinstnimente,  welche  aus  dem  k.  k.  polytt^h* 
nischen  Institute  in  Wien  hervorgehen.  Dass  diese  InstmnieBto 
und  die  Methoden»  mit  denselben  zu  arbeiten,  immer  mehr  balount 
werden  und  Anwendung  finden »  ist  sehr  bu  wünschen,  und  dteM 


MethndfiN  kennen  zu  lernen,  gieht  es  jederifiilU  keinen  besscTii 
WeoH eiser  als  die  voriiegendp  Schrift,  die  "ir  daher  nochmals 
allen  Praktikern  aogelesL-ntlicIi^t  enii>rrlil€n. 


Astronomie. 


Uissertutin  inaoguralis  de  aberra[ione  lucirt,  iiiiam 
pro  ftradu  Uoctoratus  >>umn)isque  in  Alathesi  et  l'liilo- 
»(i)ihiu  natiiruli  honoribus  ac  pri vilegiis  in  Academia 
Luf^duno-batava  rite  et  leeiliuie  conse<|ueu(li8  publieo 
Rc  Hnlemni  examini  «ubniitict  Volcardus  Simon  Mar- 
tlnus  Tan  der  Willigen,  Uuckaneiensii«.  LuKiluni'Bu- 
Inturum.  MDCCCXLVII.    8. 

Es  ist  bekannt,  dasa  die  ErklÜriiti>!  der  Aberrnlion  des  Licht« 
aus  der  Utidutatinnstheorie,  iinsvacblet  der  Bvnidhunecn  tou 
Fre»nel,  Catiehy,  UofMiler  und  undoreii  uiu  diesen  KichÜ&en 
Gei^enstnnd,  bisher  eigeDlhüinlicheii  und  srhvver  zu  beseitigenden 
Schw ierij^keiten  uulerlag,  welchti  Ktigleich  iifters  als  ein  Argument 
Regelt  die  Uichtißbeit  der  Undnlationtttheoriu  überhiiupt  benutzt 
worden  sind.  In  neuester  Zeit  i^clieiut  es  indcss  dem  englischen 
Mathematiker  Stokett  gelungen  zu  sein,  das  AberrnlinnsjihSnomen 
auf  analytischem  Wege  aus  der  UndulutiiinHtbeorie  genügend  zu 
crklAreD,  indem  ausserdoni  fast  zu  derselben  Zeit,  tvu  atokes 
Keine  analytischen  Untereuehungen  über  diesen  nichtigen  Gegen- 
aland  vcriiffcntlichte,  auch  Challis  eine  nll^rmrineErltlßrnng  des 
AlierratinnsiihüTioniens  »its  der  Uiidnlatiadsllttorie  bekannt  niaihle. 
(M.  s.  Phil  Magill.  S.;ries  i.  Vol.  XXVI.  XXVII.  XXVIll. 
XXI.X.}  Alle  älteren  und  neueren  Untersiiehnngen  über  diesen 
wichtigen  und  interesMintcn  (ie^^eDsland  nicltt  bWs  zusammenzu- 
stellen, sondern  aueh  kritisch  xn  beleuchten,  ist  der  Ziveck  der 
vorliegenden  zienilioh  luisl'nbriichen  Uissert.'ilion  des  Herrn  van 
4ec  Willigen,  die  wir  daher  den  geehrten  Lesern  des  Archivs 
agelcgentli<.-h  Znr  lleachtung  Rnijil'eblen,  d.i  nun  schiverücb  alles 
den  iit  Hede  stehenden  (legensland  Betreffende  iu  gleicher 
VolUtündigkeit  und  glcicber  (iborsicbllicher  Uarstcllung  an  einen 
anderen  Urle  beisammen   linden  »ird. 

ümnns  oder  tHglirhe,  für  Jedermann  faswlirhc  U  eh  ersieht  aller 
Hlmmelscrsdieinun^en  im  Juhr  1848.  Kür  Zneefce  der  beobaeb* 
tenden  Astronomen,  hesondiri)  aber  aneh  llir  die  Itidflrfnisse  aller 
Freunde  des  gestirnten  Himmels  liearbeitet  mid  xnsanunenctestollt 
von  Ernst  Schubert  und  Hugo  von  Uothkirrli.  und  herau»- 
gegeben  von  l>r.  P.  H.  L.  von  BoL'UNla>rslii.  Clogau,  1847.  8. 
I  filWr.  25  Sgr. 
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Physik. 


Temperaturtafelu  nebst  Bemerkungen  Aber  die 
Verbreitung  der  Wärme  auf  der  Oberfräche  der  Erde 
und  ihre  jlinrlicben  periodischen  Veränderungeo.  Eine 
in  der  Akademie  der  Wissenschaften  gelesene  Abhand- 
lung von  H.  W.  Dove.    Berlin.  1848.    4.    1  Rthlr.  15  Sgr. 

Diese  fiir  die  Meteorologie  jedenfalls  höchst  %vichtige  Sdirift, 
bei  welcher  man  den  Fleiss,  die  Ausdauer  und  die  Sorgfalt  de» 
Herrn  Verfassers  beT^iindern  nmss,  enthält  eine  höchst  reichhal- 
tige Sammlung  der  mittleren  Temperaturen  verschiedener  Orte  in 
Räaumur*schen  Graden.  Die  Tafel  erstreckt  sich  liber  alle  Erdtheile 
und  beschränkt  sich  nicht  etwa  bloss  auf  die  jährlichen  Mittel» 
sondern  beriicksiclit  dabei  alle  meteorologischen  Verhältnisse  in 
^osster  Vollständigkeit,  worfiber  man  das  Weitere  in  der  Schrift, 
welche  für  einen  Jeden,  wer  sich  nur  einiger niassen  angelegentlich 
mit  Meteorologie  beschäftigt,  ganz  unentbehrlich  ist  und  das  voll- 
ständigste Repertorium  in  der  angegebenen  Beziehung  darbietet» 
was  wir  bis  jetzt  besitzen,  selbst  nachsehen  muss. 


Vermischte  Schriften. 


_jphy  in   the  university 
Ber.  Nr.  XXXIX.    S.  570. 

Nos.  XIII.  &  XIV.  On  a  Principle  in  the  theory  of  Surfaees 
of  the  Sec(md  Order,  and  Its  application  to  M.  Jacobi's  Method 
of  Generating  the  Ellipsoid.  By  R.  Townsend.  —  On  As3rnip- 
totic  Planeä  and  Asymptotic  Surfaees.  By  William  Walton.  — 
On  sonie  Theorems  of  use  in  the  Integration  of  Linear  DIffereDtial 
Equations.  By  the  Rev.  Brice  Bronwin.  —  Oh  the  conditioi 
that  a  Plane  sliould  touch  a  Surface  along  a  Curve  Line.  By  the 
Rev.  George  Salmon.  —  On  the  nuniber  of  Normals  whteh 
can  be  drawn  from  a  given  Point  to  a  given  Surface.  By  the 
Rev.  George  Salmon.  —  Demonstration  of  a  Geometrical  Theo- 
rem of  Jacobis.  By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Theory  of 
Elliptic  Functions.  By  Arthur  Cayley.  —  Notes  on  the  Abe- 
lian  Integrals.  Jacobi^s  System  of  Differential  Equations.  Bj 
Arthur  Cayley.  *—  Note  sur  la  Theorie  des  Fonctioos  EUipti- 
qnes.  Par  M.  C.  Hermite.  —  On  Fa,  especially  when  a  is  ne- 
gative. By  Francis  W.  Newman.  —  To  develop  (cobx)'  in  a 
series  of  Cosines  for  all  values  of  a.  By  Francis  W.  New- 
man. «-^  On  the  determination  of  the  Modiolus  of  Elasticity  of  a 
Rod  of  any  Material,  by  means  of  its  Musical  Note.   By  Andrew 
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,   K«ll.  -  On  Symholical  GcometiT.     ßy  Sir    WilMam   Kaw«» 

,    Uamillon.  —  Theoreme  nith  reierence  to  the  Solution  of  certain 

^Partial  Differential  Eijiiations.     By  William  Thomaon.  —  Note 

nn  Ihe  integriillnn  ot'  (he  Kqiiatinns  of  Eqaililfriam    oT  an  tiaslic 

HnViA.     By    Wllliiim   ThoniHon.    —    Notes  on   Hvdtodyiiamics. 

By  William  ThoniRün.  —  Mafhematicaf  Notes:    Oti  the  Attrac- 

tiiM  ofn  Ntraight  Line.    By  Ferdinand  JoachiniHthal.  ~  Ele- 

I   nient.try  Investigaduiis    of   thc  metltnds  of   draivinii  Tangeiits  to 

I  (hfl  Contc  SectioRS.    By  A.  K.  Grant. 

fc.  \V.  Hill  be  published  on  thc  57lli    -.f  Mnrtli  1818.) 


4i  n  z  e  i  gr  e. 


__. *lf  Wolf,  SecrclahderBerner'sefaen  Naiurlorscbcii' 

den  GetiellHchan  hat  mir  den  Tolgcnden  Aursati  zum  Einrffctcen  in 
das  Archiv  giltiltst  xu^esandl;  indem  iuh  dfimelben  »ehr  getite 
zur  Kenntnis«  iles  l'iililikuuiH  Uriiifie,  s|irccbe  ich  wegen  der 
Wichlickeit  des  von  Herrn  Wolf  beabsichtigten  Untemehmene 
xiittlelcn  den  Wnnsch  aus,  da«  jeder  Leser  des  Archive,  so  viel 
irgend  in  seinen  Krallen  steht,  sich  beim'lhen  iniige,  die  to« 
Herrn  Wolf  am  End»  seines  Aid'satz«»  ausgftspmqhone  Bitte  za 
erlüilen.  Sollte  dazu  in  irgend  einer  Art  Ui«  MitHickung  datf 
Archivs  erfordetUcb.  "der  ivenigsteDS  erwünscht  sein ,  so  uage  ich 
diMelbe  sehr  gern  üu  Voraus  zu.  ti. 

Bf  H^olf,  über  den  gpelebrten  Briefwechsel 
,,,  ,,  der  Bernonlll. 

iSeU  längerer  Zeit  mich  neben  andeitt  mathefnatisch-bislorischeD 
Arbeiten  besonders  mit  der  (^e.tehichte  unserer  berüllinteb  Bcr- 
aeplli'i  besebkfligend,  mnsste  ich  vor  Alltjhi  ans  wänsL-hen,  ouch 
ttrte  «elebrte  CnrreHpondenz  studiren  xu  kunnen.  Denn  eeniss 
sagt  fuM  lini  Itecbt  in  der  Elnleitunft  zu  der  von  ihm  1843  her- 
ttUBEegtibenen  Corrcs/iontlaace  tinif/iematioue  et  phyai^ue  de  4juel- 
fttti  eiitttre»  j/rometret  du  XVllI"  tiecle:  ..Alois,  la  vi«  du 
savast  se  retfetait,  pour  ainsi  dire,  tout  entiäre  dans  celle  cor- 
reapoD^anc^e,  On  y  vvit  les  gruniles  d^couvertes ,  tic  preparer  et 
ee  <]eveln}i}ier  gradiiellenieHt ;  pas  un  chainon,  pi(s,  une  transition 
n'y  mansuci  ""  suit  [>as  n  pas  la  niarcbe  qut  a  cooduit  a  ces 
d^Gotivertes ,  et  l'on  pi^se  de  l'inslruclion  jiisque  d^ns  )cs  erreurs 
des  graiids  genies  qui  'en  furent  leti  aulours. "  Wie  Jetzt  die 
Journale,  so  dienten.  n»cb  im  vorigen  Jahrhundert  die  .Brie fwe di- 
stal als  Magazine,  IQ  denen  vereinzelte  Gedunken,  Heobachtungen 
lind  Leistungen  überhaupt  vorläufig  niedergelegt  wurden ,  sie  spä- 
turer  Benutzung  zu  sichern. 

Von  dem  Briefwechsel  der  Bernoulli  ist   nun  meines  Wissen« 
Im  VerliKltniss  zu    seinem  tJmfttnge    nur   sehr  tvenig  bebannt  ge- 
orden.    Noch  bei  Lebzeiten  Johann  i  Bernuulli,  nlimlicb  A.  1745, 


wurde  sein   Briefwccbeel   mit  Leibnits   in  aw«i   ' _ 

Genf  HDter   rlem    Titel:     Virorum  ceUU.    Oat.    Gul.    Lrihnila  rt 

Joh.  BemouUU  commerrAiini  phihiopkicitm  et  miil/«-- 

gedmckt;   er  nntCisst  die  Jahre  Ififl*— -ITIrt,  iimlcTitli 

die,    mit  AuEmalime  eines  einzelnen  Briefes  mn  *■>' 

noulli,  xiemücli  zu  t;leichea  Tfaeiicn  von  Joh.  Bt-rn    > 

nitx  settchrielieii  sind.     Ferner  finden  sich  in  >lcr  iili< 

durch  Fuss  heriius gegebenen  CorresnnnileriK:     IJ    i: 

I  Bermmir.  an  Euler  aus  den  Jahreu  I7i»— ITJti;     I 

Nicol.  II  nr.  (JiJdhaHi  aus  den  Jahren  l*il  — I'ii:  ; 

Daniel  t  an  Goldbach  au»  den  Jahren  17Ü3— 17:»;    :>^  IW- 

Uaniel  I  an  Euler  aus  den  Jahren  17äi~i;5.>;    S  Briefe 

diel  I  an  Mc.  Fuss  aus  den  Jahren  177:i-  ITTUi    frndiich  4  Brief« 

von  Nicol.  I  an  Euler  ans  den  Jahren    iJ^—VU.     VteJtMW» 

treffende  Uckann tniachuneen  kenne  ich  nictit.  allenfülU  e 

ebiselte,    etna    einer   Abhandlung  aU   Belege    helgefttgt 

suegenommcn. 

Meine    Nachforschungen    nach    weitern    ('nrres|iatideiu 
Dernoulli  führteu  mich  dagegen  auf  ciniga  {lositivR  niid   DüfpuH  1 
Resultate,  die  Ich  der  Reibe  nach,  wie  ich  «ie  erhielt,  hier  mit-   | 
theileu  wUJ. 

1)  In  Basel  scheint  iiaeh  eingezogenen  Nachrichten  am 
Bedeutung  vorhanden  zu  sein. 

9)  Joh.  III  Bernoulli  sagt  in  dem   vnn    Ihm    heransf,. 
Deutschen  Briefwechsel  La mherta  (El,  17^):    „LamöerU  i 
Brieftccthel  mit  mrinem   Onch,    Herr»  D.   ßmtotdU, 
dem    enh'tt    Baude,    dei    Froutöiiichen    gelrhrtm    BritQ 
vorkommen."     Hiedurch  ist  also  bctiiesen,  das»  Daniel  r" 
und  Lauiherl  wbktich  corrMpaiidirtan ,    was    nuoh    uol 
der  ersten  lebenden  ftlntheniatiker ,   der  naeb  seinem  t>' 
Spruche   f(ir    Daniel    Bernoulli   trkwKrmt,    unbedingt 
Dagegen  ist  leider  dieser  FranzOsiache  Briefwechsel  LbdiIm 
in  Druck  gekommen. 

3)  Auf  dem  Umschlage  lum  .'iten  Hefte  (ITl«)  des  Illito-  1 
burg'scheu  Archivs  der  reinen  und  angeiviuidten  Malhciaatik.  4a  | 
mir  zufrillig  in  die  Hände  fiel,  fand  Ich  folgendes  Inserat: 

„Nachricht  wegen  eines  BriefneehseU  Jiihtuine4Bertioiilir«itlt: 
1)  Bilßnger, 
3)  Buraet, 

3)  Crainer, 

4)  De  Crnnsaz, 
6)  L.  Etder, 

6)  De  FunteiieUe, 

7)  Her  mann, 

8)  De  rUotpital. 

9)  De  Mairan, 

10)  Michelolli. 

11)  De  Montmort. 
\'i)  Moirre, 
13)  Maupertvit, 
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I7li—U  8  Briefe, 

(xum  Theil  »choa  gedruckt.) 
)  J.  11.  J.  J.  Sdi.iuchaer,  UWi-»')      Fk.,  Int.  480      „ 
'  (sind  weniuer  »iHseiiHChartlich  ale  die  andern.) 
1  Varimon,  llÜÜ-172-2  Fmoa.       '246      ,. 

I  Wolf,  1700—43  97      „ 

)  Awsserdem  noch  Ober  130  Hripfe  von  otlcr  an  50  andere 
l^ässtentheils   herdlimte  Celehrle ,    nebst  dem  mit  Bous- 
quet aller  die  Ausgabe  von  Jnh.  Bernoulli'B  opera  oninia 
gefiihrten   RriefweHipel.    auch  (^ersphiedenen  noch  urRC- 
(irncklDa   Teiurlii-hen   Itcden  von  Jac.  und  Job.  Bernoulli, 
die    viel    LcRCnsiverlheB    eiiihrdten.     Bei    den    mehrsteii 
Brieren  sind  auch  Bernoulli's  Antworten,  und  von  diesen 
die  mehrijten  lang  nnd  j^rCindlich. 
„Die«e    ko»tbare>   sehr   iiitereisaaiile  Sammlung   von  Briefen 
eines  der  »rohsten   Maniicr  in   seinem  Fache    würde    man,    wenn 
«ich  ein  Verlecnr  dazu  linden  sollte ,  um  billige  Bedingungen  Gber- 
Iwsen.     Der  Titel  könnte  sein :    JBriefe  iur  Getchich'te  der  matke' 
matttchen   IVisievschaftfii." 

Das  Inserat  war  nicht  unterzeichnet,  nber  ich  verraulbetc  so- 
gleich, Job.  III  Bernoulli  möchte  Einsender  desselben  genesen  sein. 

4)  Im  vorigen  SpStsommci  Buchte  ich  in  Berlin  Herrn  geh. 
Rei-tstralor  Bernoulli,  Solin  Job.  III,  ouf.  Er  erzShIte  mir,  früher 
«iiMge  Puptere  seines  Vaters  besessen  xu  haben,  sie  seien  ihm 
Absr  bei  einem  in  seiner  Wohnung  auBgcbrocheiien  Brande  zn 
Grande  gegangen.  Eine  zusammenhängende  l.'orrespondenz,  wie 
•eh  sie  suche,  sei  jedoch  tie.stinimt  nicht  dabei  gewesen.  Einen 
Theil  seiner  Bibliothek  habe  Job.  III  noch  bei  Leben  verkauft,  ~~ 
der  Rest  sei    nach  Keinem  Tode  versteigert  worden. 

9)  Job.  III  Bernoulli  ss^t  in  der  tjnleitun^  zum  ersten  Bande 
rou  Lamberts  Üeutschem  Bncftveebsel :  „In  einet  hinlänglich  be- 
kannt gewordenen  gedruckten  Nachricht  von  Lamberts  hinterlos- 
senen  ScbrÜien  hatte  ich  bereits  anaezeigt,  auf  wekhe  Weise  das 
Loos  mich  »ctrofTen,  dieselben  an  das  Licht  zu  stellen,  nachdem 
sie  zuerst  von  der  bictlgeTi  Academie  der  Wissen sehaften  den 
Erben  de.s  Verstorbenen  waren  abgekauft  worden."  Ich  kannte 
Jedoch  trot«  der  (fTite  des  Herrn  Bibtiothecar  FriedlSnder  und 
de»  Herrn  Hofrath  Ulrlci  in  Berlin  nicht  einmal  diese  hinlänglich 
heltamit  griioulene  gedruckte  Schrift  linden,  geschweige  die 
Lambertschen  Manuscripte ,  bei  denen  ich  nach  dem  Frühern  Dan. 
Bern.  Briefe  vermuthcn  konnte.  Die  Acten  der  Acudemie  enthal- 
ten nach  Herrn  TJIrici's  Versicherung  kein  Wort  von  einem  solchen 
Ankaufe.  Einige  Handschriften  Lamberts,  die  ich  durch  die  Guts 
des  Herrn  Director  Encke  auf  der  Berliner  Sternivarte  einzasehen 
Gelegenheit  hatte,  sind  durchaus  von  untergeordnetem  Wertha 
und  geben  nicht  den  geringsten  Aufschluss. 

6)  In  der  mir  auf  die  freundlichste  Weise  von  Herrn  Fried- 
lSnder ,  Vater ,  in  Berlin  zur  Benutzung  anvertrauten  KäsUter'schen 
CorrespondeuE  fand  ich  folgende  zwei  für  mich  nehr  werthvnlla 
und  meine  frühem  Vermulbiingen  gan?;  bestätigenden  Briefe; 
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Bemoulli  au  Käslurr.  Berlin  ^  30.  April  1790:  „Pour  ni'oc- 
cuper  ä  fir^sent  de  quelque  autre  travail  utile,  je  souhaiterais  de 
tirer  parti  du  recueii  ininortant  des  coirespondances  de  feu  mon 
grand  uere,  que  je  possede  a  Texceptinn  de  Celle  avec  Leibniti, 
la  scule  qui  ait  ete  inmrimee.   Je  trouverais  peut-dtre  k  la  vendre 

Sour  uoe  ccntuiiic  de  cfucata  ä  quelque  grande  bibUothique  et  jVi 
eiä  quelques  ouvertures  pour  oet  cffct;  uiais  ce  «erait  un  tresor 
enfoui  pour  toujour»;  et  j'aiuierais  niitfux  faire  joulr  tout  le  pu- 
blique niatbeniatiqu^  de  ce  qu*elle  contient  de  plu«  interessant,  st 
quelque  libraire  voulait  en  payer  equitablenient  et  faire  iniprimer 
uu  eztrait  en  quelques  voluines.  On  pourrait  se  dispenser  de 
nniprinier  au  largc  et  nias^nifuiuement  coninie  le  Comniercium  epis- 
tolicuniy  et  i*\\  le  fallait  je  donncrais  cet  extralt  en  alleniand:  les 
originaux  sont  en  fran<;ais  et  en  latin.  J'ecris  sur  le  nienie  sujet 
k  notre  ami  Mr.  Hindenburg,  mais  je  me  Hatte  que  vous  daigne- 
reas  parcillemeDt  y  donner  un  nionient  d'attention  et  me  dire  ce 
que  vtMifi  en  pensez.*' 

Schcibel  an  Käsinfr,  Breslau,  1.  Nor,  179G.  „hu  Augast 
besuchte  mich  unverhofft  Herr  Dir.  Bornoulli  aus  BerUD,  ein  aus- 
nehmend gutnn'ithiger  Mann,  bei  dem  nur  sehr  zu  bedauern  ist, 
dass  er  in  jungem  Jahren  bei  fleissigeni  Obseri'iren  in  einem 
strengen  Winter  sein  Gehdr  so  sehr  geschwlicbt  hat,  das«  er  sich 
immer  eines  Hurrohres  bedienen  muss.  Er  besitzt  Daniel  Ber* 
noullis  Briefn^eehseL  Ich  bat  ihn,  solchen  in  Gestalt  des  Com- 
merc.  epifiit.  Leibn.  Bern,  mit  erläuternden  Anmerkungen^  aber  bd 
einem  auswärtigen  Verleger ,  zu  Lausanne ,  Genf  etc. ,  herausso- 
geben,  nur  nicht' auf  Subscription.  Er  reiste  von  hier  nach  Oeb 
snm  H^xogc«  mit  dem  er  von  Berlin  her  sehr  bekannt  ist.^' 

7)  Die  Bibliotheken  in  Leipzig  und  Manchen  scheinen  unter 
ihren  Handschriften  nichts  Betreffendes  zu  enthalten. 

8)  Die  Stadtbibliothek  in  Zürich  besitzt  nach  der  gfltigeD 
Mittheilung  Herrn  Bibliothc(*ar  Horncrs  einen  Theil  der  Briefe 
Joh.  1  Bernoulli  nn  die  Gebriider  Sobeuchzer ;  doch  hat  ihr  Inbtif, 
vrie  schon  in  dem  oben  angeführten  Inserate  gesagt  ivurde»  ffir 
nnsere  Zeit  nur  noch  ein  sehr  untergeordnetes  Interesse. 

Aus  dem  Angeführten  geht  hervor,  dass  wenigstens  die  Briet 
Wechsel  von  Jobannes  und  Daniel  Bernoulli  noch  am  Ende  des 
verflossenen  Jahrhunderts  als  Ganzes  in  Berlin  existirten,  und 
ich  glaube  hoffen  zu  dürfen ,  durch  gegenwärtige  Mittheilung  je4ei 
Freund  der  Culturgeschicbte  und  den  Mathematiker  insbesondcro 
soweit  dafür  zu  interessiren ,  dass  eine  endliche  WiederentdeckyM 
dieser  kostbaren  Sammlungen  dadurch  in  Aussicht  gestellt  wir£ 
Jede  betreffende  Mittheilung  würde  ich  mit  grusstem  Danke  ent- 
gegennehmen. 


xiiH. 
Iterarisclier   Rerlclit. 


■iftcn  über  ITnterricbts-M ctliode. 


Systeme,  Ijebr-  und  'Wörterbücher. 


Magera  Pädagogischer  Kuvu< 
man  einen  lenenijwerlhen  Aufsatz : 
sr  Hatlirmulili  von  Herrn  ür.  Lud 
ar  in  Tlittiogen. 


Ueber  il 
vig    Kell! 


^  El«menta  der  tiieilern  AüiLly^iH  vna  Professor  Rogg 
n  cbBrn  (>y  moatiiuni  in  Ehingsu.  ■  Zweit«,  neu  bear- 
■It»|e  Aufluve.  Erste  Ahlheiliina:  Cteniente  der  all- 
neinvn  (>ri>saeiilehre,  der  euklidischen  Geometrie 
id  der  gcoiuetriKchcn  Annlysi».     Ulm.  1847.    8. 

.  D«r  InbuH  (Iie«cM  sclion  aua  seiner  er«tvii  Aaffago  bekannten 
jA»  Ist  folgeniler-  Ktemtnie  dtr  allijtmeiufn  Grütien- 
tkrt.  ErKteti  Duch.  Prin('i|iien  der  allgemMnen  (iroaseolehre. 
«Ile»  Bncti.  I'riiiclitien  ilcr  Arithmetik.  Drittes  ßucb- 
iDttiiie  K^ometrischc  Pr<)|inTtitfnslelire.  Eiemtnie  der  tbr- 
GromclTif.  Viertes  Huth.  Von  den  Dreiecken.  FSnf- 
!•  Buch.  V»n  den  Parallelogrammen.  Sechstes  liuch.  Von 
Kreisen.  Siebentes  Buch.  Vom  VerbSItnisse  der  Fipuren. 
dllas  Buch.  Aul^alwn  mi  ilen  vtrr  Torh  ergeh  enden  Dilchero, 
\Umente  der  gromelritchen  Anai^iit.  Einleitung, 
ennles  Buch.  Anf^abcu  ohne  Verhiilliiisse.  Zehnlee  Buch. 
■feäb»u  mit  VerhällDisseii.  Eilften  Bu<:b.  Kreisuulgaheu  mit 
rKbrnngen.  — -  Dasm  liei  den  Aiif[;nhcii  immer  Anulysis  und  Syn- 
mia  altVDg  von  eimindet  uater«chi«d«n  ainti,  ist  zu  loben,    uad 
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ein  Schüler  wird  daher  in  diesem  Büchlein  eine  recht  gate  Aa- 
leitune  zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  nach  dei  Methode 
der  Alten  finden. 


Arithmetik. 


Lehrbuch    der   Differential-    und    IntesralrechnnBg 
von  Navier,  Mitglied  der  Akademfe,   Professor  an  der 
olytechnische.n  Schule  zu  Paris  etc.    Mit  Zusätzen  vnn 
iouville.    Deutsch  herausgegeben   und  mit  einer  Ab< 


£ 


handlunff  der  Methode  der  Icleinsten  Quadrate  beglei* 
tet  von  Dr.  Theodor  Wittstein.  Erster  Band.^  Hanno- 
ver. 1848.    8.    1  Rttlr.  15  Sgr.  ^ 

Die  vorliegende  Uebersetzung  des  bekannten.  In  dem  strei^ea 
Geiste  Cauchy's  verfassten»  zugleich  in  ziemlicher  Ansföhrlichkeit 
diö  ÄntvcnduneeVi  der  Differential-  und  Integralrechnahg  mif  die 
Geometrie  umfassenden  Uesunie  des  le^ons  d 'Analyse  doB- 
n^es  a  Tecole  poiytechnique  pai;M.  Navier.  Paris.'*1840L 
.1841.  verdankt  ihre  Entstehung  zunächst  dem  Umstände ,  dass 
dieselbe  dazu  ausersehen  ist,  den  mathematischen  Vorträgen,  -so 
wie  den  darauf  gestützten  Vorlesungen  über  Baukunst  und  Ma- 
schinenlehre an  der  polytechnischen  Schule  zu  Qamiovec  noi 
Grunde  gelegt  zu  werden.  Dieselbe  genügt  unliedingt  alloi 
Anforderungen,  welche  man  an  eine  Arbeit  dieser  Art  zu  ma^ea 
berechtigt  ist,  und  liefert  den  Beweis  ihrer  Güte  am  besten  da- 
durch, Jass  sie.  sich  ganz  wie  ein  Originalwerk  liest  Der  Dmck 
und  die  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitte  sind  vonffiriM, 
so  dass  diese  Uebersetzung  allen  denen,  ^^Iche  mangelhaAD 
Kenntniss  der  französischen  Sprache  verhindert,  Navier *6  aiuge- 
zeichnetes  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  geoaaer 
kennen  zu  lernen,  Tuit  Recht  eftipfohlen  zu  werden  verdient  Ajh 
'merkungen  und  kleine  Abänderungen  hat  sich  der  Herr  Uebtf- 
setzer  nur  wenige  gestattet,  und  die  auf  dem  Titel  angeklnd^ 
Abhandlung  desselben  über  die  Methode  der  kleinsten  Qnadralib 
welcher  wir  mit  besonderem  Verlangen  en^egen  sehen »  und  dem 
Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  durch  die  Bestimmung  dessaDwB 
f&r  den  Unterricht  auf  einer  technischen  Lehranstalt  jedeoflli 
vollkommen  gerechtfertigt  erscheint,  wird  erst  der  zweite' TM 
des  Werks  enthalten,  nach  dessen  Erscheinen  wir  diese  AAtai*, 
lung  ausfiihrlicher  zu  besprechen  nicht  unterlassen  werden. 


Oeometrie. 


Die  Geometrie  der  Alten  in  einer  Sammlunff  ,.-^ 
824  Aufgaben  mit  einer  neuen,  die  Selbstthätigkeirllili 
Schülers  sowohl,  als  die  Erinnerung  an  das  frOherfli* 
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[erste  alets  tn  Anspruch  iiclimsndeD  A 
iDd  mit  Bcweixen.     Zum    fiehrniicli    in, 
lechntscben  Lehruntttulten,  so  nie  lioi 
ierGeoni«triG.    Von  tfr.  Lorenz  Wr.ikel,  P 
tak.  Ovmnaxium  iind   Lvlirr-r   Mor  PI 
lelagencrbsdiulc  zu  Nürriliorg.     ZVe 
'erbeaserle  AnTlage.     Ntiruberg,  ISA', 

iletnorkiia^eri  zu  ilnni  « 
Strici;!»  .'SamniluDi;  ccometr 
rkUr^n^  iler-lii^rxu  gehnr! 
«  Sior  l.olirprn  zu  eniiil (.'blende 
;ton]«tr).Ki'Iicri  rebuTi-jsiiiiTguiieii,  i 
tg  der  Aiillüfiungcn  und  Beweise. 

Geamvlrisclie-  U^firaätze 
lertn  FrolesHufC.  F.  A.  Jat-ob 

«a'e^louonUii  der  acomutri«.  Mit  Dewoi^cn,  Auf- 
ErßüNEuiiiteii  burauriL-egebei)  von  Ür. 
tetUfll  Wica;aiMl,  Obcrk-brer  nii  der  Rculschulc  iu  <lun 
rküle'acben  ätiftuiiu»-u  mHuUt!.  ./weiter  Bund  (eitile 
lllbrUlln^).     Halle.  llM7.    H.     IHtblr. 

ßiest!  AMhcWune;  enlliiilU  Eratc-r  AbNrhnltt.  Voh 
1*  AfhvÜrhlicH  der  Figuren  nnti  iten  Vi-rhiitfniiir.n 
irrr  Seilen  und  FlärAenrllniiiv.  I.  LebrsStze  (S.  l.  bl^ 
i.81.).  II  Aufsaben  (S.  1.  bis  M.  !)4.).  —  Zweiter  .%»- 
lliBltt.  Der  Krfh  ht  Vtrlilndu,,,,  mit  atraden  Li- 
JWh  und  andern  Kre!»tn.     Lebrsat):e  (S.  öS.  S.  141). 


AiiTfrabf  D 


*  Etnlndungs-Scbrirt  Ai-m  Kiloigli 
^  Sl«lti>arl  lu  der  FeiArHchkeit  am 
r  Mn)P*tH(  des  klinigt  Wilbelni 
»ftti^'S.  SeuUnilier  1H47.  iVlit  einer  : 
atffllanp  vom  Professor  Ucusehh 


tse  un 


.Pl«&e 


nkte 


i  der  'fhftori 


lien  Gymiiasiittns 
•  eburtsfestc  8ei-> 
^on  WfirtBmbo-rg. 
^iinielriecben  Ab- 
iitbaltend:     Nr 


Stuttgart, 
ieje  neu»Silt/c  «tilbalt^nde  Programm  < 


r  Raum 


■dient  jedeii- 
tteiturfii  IkreiNe,  als  bei  solchen  lieleg^nhett»- 
niei»«teiid  der  l'all  ist,  bekannt  zu  werden,  und  erlauben 
4lUi9  daber,  die  Le»<cr  dcii  Arcbivs  beeonaere  auf  dasselbe 
JeeiluMim  IU  iiinchen.  Die  CebersubrIITen  der  eiiizelueti  Ab>. 
ittlltc  sind  die  t'ol^'cnden:  T.  Gerade  und  Ebenen  im  Itaiime. 
Rauntkurven  liberhaiiiil.  III.  BeNondpre  Kurven  und  ibr''  Schiuie- 
;eii.  IV.  StabllSchen  fibcrhnü^t,  V,  WickeMäcben  (Halb^riilb- 
iigi)  lind  Ibfe  Bezlebunjien  tn  den  Raumkurven.  VI.  Wind- 
ikfo  Flachen.  —  HGoksiLlttllck  der  Terroinolocie  huMiift  d«r 
(Tvf.  don  .inslcbien  Paii.:ker=.  M.  vergl.  Archiv.  TH.  IX; 
■^.  Bericht.  IV.  XXXV.  .S.  515.        '  '  ^^ 

Bern.  Hi'in  (Ciimoltiactien  InliDlt*  i«l  uui:h  itugl«fo1i  dl«  luf  d«r 
lAn  ScKii  (S.  iiU-2.)  inReiL-igle  Sdiriri  tibar  dis  nildorii  Ualfwnitug 
ZiKtt  Toii  cinsm  Fanlila- 


Praktische  Oeometrie. 


Ueber  die  mittlere  E«(rvrnun'i>  einer  Figur  vunelBfam 
Punkte  Oller  Über  die  so&«naiirite  inittlrn-  EnlfDrORVl 
des  Acker«  vom  Hi^fe.  VolUtaiidi^o  Alirir>»uiic  «ioir 
fiir  die  Land»irt)i8chnrt  wichltecii  Au^alx'  durch  4ie 
Inteeralrfchniing,  und  zugleich  ein  Beilra^  zur  (!eunt- 
trie.  Mit  Itesonderar  KQcksu'iit  auf:  iJer  Unlirli  Staat, 
Von  Dr.  Joliann  Heinricli  von  TtitiiJflii  üuS  TellMtt  tu 
Meoklenliurg.  Erster  Theil.  Z»  eile  .Vuflup»..  lt«*(oct 
1842.  8.  0.  Von  Joliann  Angusl  Urtfuerl.  UreifswaU. 
18«.    8.    22S  Sgr. 

Bei  der  Taxation  der  Ackergtffcke  hat  man  lii-  >    : 
Grosse  und  die  Gfitc  des  Budena,    oder  da^r  At-mI 
ttt,  hfnlcksichtiat.     Ein    selir   guschütxler  sta»t- 
sehaftliclier  NchriiHsteUer,  Herr  v.  Tbüteil  auf  Tt-N  . 
barg,    hat  aber    in   seinem  oben    )>Kiiiinntirii   Kmli' 
ftufmerkeam  gemacht  und  mir  n^hr  anerlinuliclie  \^  • 
»en,  dass  iiiiaser  den  beiden  vorher  trernnnlcn  Ein  , 
Entferiiimg  der  Aetker  von  dem  PuukI»,  *oii  ""-li  ii 
ben  betvirthSchntHet  werden,  dieKogeiiiinnleEnireni 
vom  Hof«,  für  die  Beurthcilimg  ihrVs'Wertlis  «un  '  < 
fang   ist,    indem  ja  die  ftrBssere  oder   gfriiigere  |. 
V  ortheil  ha  ftigkeit  der  l!eHirtli8diiirtuiig  hau]>tsü'*lilt<  i'  •'■ 
Entfernang  bedingt  wird  und  von  ilcrKeltien  nblifin^t       Nur  rciillc 
es  bisher  au  einem  bestmiinleii  Ites^riffe  dieser  Kriircrtmac.   und 
Herr  v.  Thiinen    hnt  sich  Hnb«i   dudurch ,    dnss  cf  znet-t  den  Be- 
griff der  sogenannten  mittleren  Eiilfaniung  det    Xrlfmium 

Ho'fe  ftulgestelft  bat,  ein  sehr  wesentliches,  wie  >'.       

nicht  fiemig  erlianiite«,  Verdreiisl  erworben,     Ohm 
eine  streng  malbcmatiisGbe  Entirickeluijg  dieses  l><  _ 

dieeelbe  in  meiner  vorliegenden  Schrill  nndet.  eiiil.i.-.-.L  ..  . :.  L.m 

bemerke  ich  nur  im  Allgemeinen,  daes  man  unter  lict  uiiltluea 
Eniremiiiig  elucr  Figiir  von  einem  gegebenen  Punkte  diejnlp 
Etitrerni^ng  rerstcht,  welche  man  crh&K,  ivetyi  man  sich  voq  MB 
in  Rede  stehenden  Punkte  nach  allöi  Punkten  der  Figur  phit 
Linien  gebogen  denkt,  und  zwischen  allen  diesen  Linien  dna  irilli- 
mctische  Mittel  nimmt.  Dase  die  Bestimmung  d<!T  »littliTCii  Hft 
fermiQ^  einer  Figtir  t-«ii  einem  Punkte  nach  die>^em  ücgrifle  nn 
mit  Utilfe  der  Integralrechnung  nWighch  ist,  uiid  duKw  ks  dobH 
auf  die  Ermittelung  gewiseier  G ranzen  nnkommt,  nird  eiu  JaIs 
sogleich  libersehen.  Bisher  ivnr  man  nur  im  Stunde,  dir  mltüen 
Entfernuag  eines  rechlivinkligen  l>reiecks  vön  dem  .Srheitel  AbiM 
seiner  beiden  spitzen  Winkel  nach  einer  von  Hemi  v.  TbODCH 
a.  a.  O.  S.  90.  ohne  Bewois  gegebenen  Fntmcl  tu  Ur^ttMuiK- 
Da  aber  dieser  ganz  6l>ecielle  Fall,  wem  die  inlltli-re  KntT^UBf 
des  Ackers  vom  Hofe  bei  Taxationen  wirklich  %  der  Praxi«  iwlwo 
dem  Areal  und  der  Bonität  kfinflig  mit  in  Rechnung  getinHit 
werden  soll,  ntcbt  genügt,  so  habe '  idi  in  der  voHivgnrfta 
Schrift  diesen  In  mehrfacher  Beziehung  interesMinten  und  wiohfr 
gen  Gegenstand  in  möglichster  Allgemeinheit  nufzarassco  gf^dlb 
und  xuersl  einen  auch  durch  seine  Form  bemerken»»  crtb tu  allgt- 


ff» 

mtinen  Auedrack  für  die  mittlere  E^ntTernDD^  eines  jeden  Dfeieeka 
vou  einem  jeden  gnnx  iielielii^eii,  in  semer  Ebene  liegeodaD 
Punkte  eiitwicLelt,  dann  aiter  uuult  auf  doupelte  Welse  gezeiB^ 
wie  sich  mitlelet  (ti«tfeä  Ainsdruck»   die  mittlere  Entrernun^  jeden 

feradliiilgen  Figur  von  einem  jeilen  in  ihrer  Ebene  liegenden 
unltte  Itestimmen  \its»t.  Unwisu  mit  vollem  Reclite  eagt  Heri- 
T.  Thünen,  dessen  (>GlebritSt  in  der  liuidn irthscbaftllchea  Litera; 
tur  wohl  bebatiat  ^etiu»  Inl,  in  einem  aii  mich  eerii^hteten,  in  viet- 
fachen  Bt^ziehun^en  uücbist  interet^s unten  und  tiehr  lehrreichen 
Briefe:  „Da  hd  einer  seiiiääcii  Eutternunt^  vom  Hufe  Auch  der 
fruchlhartute  B«de»  Herlnloa  irird,  «o  i«!  bei  einer  Abutbätzung 
dl»  Entfernung  des  Ackers  rnni  Hofe  ein  niHht  minder  wichtigeH 
Moment  &U  ilie  (ihvisUi-lie  Beschaffenheit  des  Boden»,  und  in 
(tein  Manatie,  als  ana  bedürlnifis  uiicb  richtigen  Tiizprin«i|iieB 
fühlbarer  »ird,  inuti'«  auch  die  Entfernung  de^  Ackers  vom  Haft 
eine  immer  eingreifendere  B  e  rück  «ich  ligung  ünden."   Ja  ich  selint 

!:laui>e  bei  den  grossen  Weltereignicien ,  welche  uiw  seit  den 
etzten  vier  Ms  fi1nt'  Wochen  umgeuen  "),  jetzt  mehr  ubne,  das« 
t  der  Wetth  de^i  tirunileigenthnnts  dereinst,  wenn  die  Well  erst 
wieder  mhig  sein  und  die  Frucht  der  jetzigen  groNsen  Ereignisee 
erst  V'dlkoninien  geuieäsen  tvird,  mi  hftcb  «teigeii  uinl,  lUies  bü 
den  Taxationen  der  lirundxtiicke  alle  Elemente,  von  dea«n  deren 
Werlb  ahhiingl,  auf  das  üenaueste  und  Sorglaltigate  berücksich- 
tigt werdet)  müssen.  Daiin  wird  man  bei  diesen  Gej^chäl^cn  aus- 
ser auf  das  Areal  und  die  ßuniiät  gewiss  vorztigUck  und  zunädist 
auch  auf  die  mittlere  Entfernung  vom  Hofe  die  beslimmtei^te  Rüok- 
ncbt  jcu  nehmen  hüben,  ^nd  die  in  der  vorliegenden  Schrift  ent- 
wickelten Formeln  und  Methoden  wifrden  dann  erst  ihre  eigent- 
liche iiraktir^cbe  Bedeutung  ^eivimien.  Uann  wird  neben  der 
Bestimmung  de«  AreaU  der  eitizelTieo   (irundstiiclie  auf  dem  auf- 

genommenen  Plune  die  Bestunninng  der  natürlich  aueh  in  eine 
esmidcre  Itelihb  d(4  \^riMssung(>reuUt«r  einzutragenden  ^ittle- 
Vn    Entfernungen    derseUicn    vmn    W irthschallihofe    einen    ganz 

teuQfi  Ziveii;  der  Ge^fchiiflsth.'itigkeit  der  praktischen  Geofneter 
ildon.-und  hcihi  niiin  bisher,  indem /J,  £,  E,  W  und  A\,  Bi, 
£i,  \\\  resneclive  das  Aresl,  die  Utinitht,  die  mittlere  Entfer- 
nung und  ilon  Tju^crth  iweier  Ackerstücke  bezeichnen,  bis- 
faer  bloss 
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ren  mdssen,   oder  es  wird,   wenn    IF:=1  fSr  ^=1,    B=\, 
=1  gesetzt  wird,  der  Werth    W  mittelst  der  Formel 


*)  Ich  «clireibr  diese  Zeüon  am  3l]t«n   März  1848. 


• 
besthnint  werden  mdsseDy  wo  das  wichtige  Element  E  mittelst  der 
iii*  In  einer  Schrifl  entwickelten  Formeln  und  Methoden  bestimmt 
,i«erden  nuiss^  wenn  es  nicht  vielleicht  —  was  im  Interesse  der 
j!tache  Niemand  mehr  als  ich  seihst  wünschen  kann  *—  mr»glich 
ist.  diese  Formeln  und  Methoden  noch  mehr,  als  es  mir  selbst 
liäch  vielfachen  Versuchen  bis  jetzt  gelungen  ist,  zu  vereinfachen, 
'^ber  ausser  dieser  praktischen  Bedeutung  ffir  das  sociale  Leben 
glaube  ich  mir  zum  Schluss  dieser  Anzeige  noch  erlauben  zu  dSr- 
fen,  anch  das  theoretische  oder  rein  geometrische  Interesse  des 
tn  der  vorliegenden  Schrifl  mit  einer  gewissen  Vorliebe  von  mir 
behandelten  Gegenstandes  hervorheben  und  die  geehrten  Leser 
des  Archivs  bitten  'tn  diirfen,  derselben  auch  von  dieser  Seite 
ihre  Aufmerksamkeit  nicht  zu  versagen.  IVlathematifcer  von  Fach 
|[6rdtn  freilich  namentlich  in  dem  ersten  Theile  der  Schrift  eini- 
ges ihnen  tüngst  Bekannte  und  Gelautige  finden;  eine  grossere 
Ansfflhrlichkeit  war  aber  In  dieser  Schrifl  deshalb  erforderllcfa, 
Veil  ich  dieselbe  auch  mit  den  neueren  Fortschritten  der  Analysis 
nicht  -hinreichend  bekannten  Praktikern  so  leicht  zugfinglich  als 
mügüch  zu*  machen  und  dieselben  zum  Studium  derselben  einzu- 
laden wGnschte.  Miige  diese  Schrifl  daher  die  von  mir  gewflnschto 
Beachtung  finden!  Von  aihderen  Mathematikern  vielleicht  gefm- 
dene  Vereinfachungen  der  in  derselben  entwickelten  Formeln  werde 
ich,  wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Gute  haben  sollte,  gen 
zuerst  sogleich  im  Archive  und  dann  in  einem  besonders  gedrock- 
ten  Anbringe  zu  der  vorliegenden  Schrift  bekannt  machen. 

G»  i 


Mechanik/ 


Versuch  einer  neuen  Entwickelung  der  Grundgesetie 
diar  Dynamik  aus  der  Theorie  der  Functionen  und  Ab- 
leitung des  Parallelepipedons  det  Kräfte  und  der  ud- 
mitteluaren  Folgen  -desselben  aus  dem  der  Geschwii- 
digkeiten  nebst  einigen  besondern  Betrachtungen  and 
Bemerkungen.  Eine  Abhandlung  z.um  Schlasse^deif 
Studienjahres  13^/^7  von  Ludwig  Christoph  Schntr- 
lein,  Prof.  der  Math,  am  k.  Gymnasium  zu  Hof.  Hof. 
1847.    4. 

Da  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  huheren  Analyia 
die  Functionentheorie,  in  dem  Sinne  von  Lafcrange,  aJs  eine  afr*' 
tiquirte  und  abgethane  Sache  zu  betrachten  ist,  so  können  irtr 
auch  den  in  diesem  Programm  gegebenen  Entwickeklngen.  unsem 
Beifall  nicht  schenken ,  empfehlen  es  aber  dessenungeachtet  allci 
denen,  welche  die  Anwendung  der  Methoden  der  Functionenthet- 
rie  auf  die  Mechanik  kennen  lernen  wollen,  zur  Beachtung. 
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des   GalvanitimuN    v 
llus.  DoctoC    Stuttg 


Geschichtliche   Darstcllunc 

Otto  Frust  .ruiias   Sevffer,    P7i 

,  und  Tabingeii.  1848.    »'.    »  Üthlr 

Diese»  Werk  ist  eine  "  eitere  Ausführung  eine»  Schrift ,  nelcbe 
durch  ilie  im  Jahre  1843  von  der  [)hii(iKn|ihit«:beii  Facultitt  der 
Uwirer«ität  Heidelhere  oder  viehnchr  von  dem  seit  Kurzem  \er* 
storbeoen  Lehrer  des  V^,  (ieheiniruth  6.  W.  Muiicke,*  den 
Stildirenden  drr  genannten  Univerjsilüt  tur  Beiinh^ortung  vorge- 
teele  Preisl'rage;  „Hlsloria  inventionis  et  eiuendatio)uii|i 
unae  elcctrlcne,  (jnae  a  crleherriino  AI.  >'ölta  nomen 
»ortlia  i'sf  veranliisst,,  uud  Fon  der  |)hil')isr)|)hi«.hon  Famltät 
jnit  dem  IV<'i«r  liplnhnl  A-Hrde.  Ua  ein  Mnicliee  Wurk  jedenrnll« ' 
als  ehi  »ahre»  »ediirl'nisM  für  die  Wi^xeiiRchaft  Utid  Itir  den  For- 
scher anf  dem  Felde  des  tiali'unisraiit*  ungeschai  tvMden  nms«i. 
lind  es  hei  deiiiselben  ztingchFit  auf  eine  !;eivisee  Volktfindiiiitek 
tinkoRinil.  so  iv"llen  "ir.  um  den  Leiüerti  des  Arrjti»^  eine  mofe- 
ticAst  deutlii'be  Anschnuung  vrni  dem,  was  diisselt)e  leielet,  4«> 
VCTKchalTen ,  im  Folcemlen  %t  eiiif^stens  den  HiMiptinhatl  der  ein- 
itelnen  Paragraphen  anheben ,  indem  der  umh  hiep  gebotene  Kutnn 
ew«  grössere  Ausführlidikeit  nicht  gestuttuL  ■ 

I.  Einleitung.  S.  1  —  8.  11.  «exchlchtc  der* 
EnlderkiinK  dea  ClnlvnTil"ii><iB  und  der  EJrfln- 
d ans  der  SKnIe  durch  A lex «nder  Volt n.  S.  9— SS.  , 
$.  I.  S|mreii  einer  besonderen  Kraftausserung  hei  Berührune  ' 
»wcier  hcleroi;ener  Kürtier  vor  der  Kntdeekung  Galvanl's.  S.  !*— lü 
§.  'J.  Enldectuni;  und  itekanntiiiachuns  dieser  Kraft  von  AtovHius 
L   GnlvHiii  179U  iina  17«.ll.  S.  11—12.     §.  i    Wiederholung  der  diese 

Kraft  begrrindenden  Verwurhe  nnd  neue  Entdeckungen  bis  ta  \Til-  - 
■  taV  Cnnlaktlehre  ITOI-imt.  S.  13-  18.  §.  4.  Die  Leiii*  Alexan- 
•  ä«t  Voita's  über  die  Geselle  der  Eleklrlcilät,  wetehe  durch  Ba- 
I  rllhrung  entsteht.  S.  18~1<J.  $.  5.  Weitere  Versnche  und  EnC- 
'  d«ckungMi- der  Anhänger  Gulvani's  im  engeren  und  neiteren  Sinne 
Utid  Streit  derselben  mit  Alexander  Volta  bis  zu  dessen  Erlindung' 
der  Sfiule  17i):J— IT'.H).  S.  I'.l-Jli.  §,  ß.  Erfindung  der  Säule  durch 
Alexander  Volta  17!«  und  1800.  S.  ■27~'i^.K  III.  Oescbicbte 
der  Voltft'arheii  MAnle  and  drr  dnmlt  gemach- 
ten srosonrtieenBntdechunffcnvon  Ihrer  Knt- 
deckuuc  bl«  Kur  Jetzigen  Zelt.  S.  30—838*). 
'A.  Die  vertehiedenetk  Volt»~tchen  Apparate  vnd  Mesf 
inttrtimetite  nehit  ileti  auf  diesi-lhe»  qettüttten  Theo- 
rte».  S.  30—267.  n.  Aiipurate  und  Messinstrumente. 
8.30—152.  Die  einfachen  Votta'schen  Ketten  nnd  Er- 
scheinungen derselben.  S.  30-115.  .,§.  7.  Die  Volta'schen 
FnndaraentaU-ersucKa  un4  Versuche  über  die  Leiter  der  Etektrlci; 


*)  Riebe!  bcinc^Vfn  wir,  inan  der  Herr  Vf.  die  nesrliiclilc  uitt  IH45 
kvnr  alr^ach Ionen,  nber' ieiinoch .  irii  c«  niilliif;  war,  F»rirhungi;n  nnd 
"     '     *    "te  in  dem  WiiAm  der  Jahre   ld4ö   und    ItHT,    weklie   von  U«. 


tat,  80  weit  sie  mit  den  ^Klnuiischtn  Ertichtfiniitigcii  zusamniffn- 
fallen.  S.  30 — 64.  §.*8.  ä]>iiiinungKverhliltni8Ac  imi]  Spauuuiig»- 
rethen.  8.^4—99.  ^.  !).  Eiiil'udie  Voltii'sclie  A|>i>drul<.>.  8.  MU— 115. 
Die  zusamineugüsetzte»  Volta'»cl>eii  Ketten,  ä.  115—135. 
6.  10.  AllgtMii«iim  BetriKihtuitft  (luriitier.  S.  IIA-Ilfl.  jL  11.  Dn 
SäulenaiJ|iariite.  S.  llli-ljJ4.  J.  12.  Becher-,  Zellen-,  Tros-  tmd 
onderü  A|i|mrale  um)  die  Eu^ainincn^i'setxleii  cupKlunlrn  Kcllrn. 
S.-l'J4~r}5.      hio   li<>ck«ne    und    zu  eisliedriße   Shai 

5.  135  —  läU.  6.  13.  i>ie  trockene  udcr  Zdmbotii'Bcfae  £>2ala. 
^.  133— J45.  g.  14.  Die  xueigliedcige.  Säule.  8.  140—150.  U 
.8tru«ieiite  /.um  Aletisen    der   diirjofa    ilies«    Aunnralc   cf 

zeueten  ElektricitÜts-lntensltliT  und  Quantität  8.150 
—  m-  $•  15-  AlUeineiiie  Bctriiilitiiiig  durälier.  8.  löO  — 13-i- 
ft.  Theorien  dieser  Apparate.  S.  l.'vl-^07.  Theorie  dei 
eiDfacheii  «nd  susammensesctx  I  en  Kelle.  8.  liVt— %*. 
-§.  Itt.  Einleitiiii«.  8.  15;)-ir>4.  b.  17.  Dicl'hcorie  V<'lla'ii.  8.  Ul-lIM 

6.  18.  BeetiitigunK  dieuer  Theorie  und  ucitt^re  .^ux-UildiinK  der- 
selben. 8.  13MVf8-2,  %.  19.  Die  ersten  i-heniisrheit  The»r»i), 
S.  183-lUl.     §■  tiU.    Die  VerlheiLingsÜieorien.  8.  lUl-liOO.    t-  '-^1- 

*Varrot'8  Oxydation stheorie  und  die  zwi»ichen  der  Dxydatiooa-  und 
j^rlheilungBtheotie  vermittelnd«  Theorie  Uetuiierera.  .'S. 'ilM— 30Ql 
^.  ii.    Die  dvnaniiitcbeii  Theorien.  8.  *J03 — 207.    %.  'iü.    Die  neuen 

clienüsclien  Th^nen,  begründet  dnrdi  Aug.  de  b  Rite.    8.  ISR 

T-'213.  §.  24.  Ilei-iiiierel's  neire  chemische  Theorie  und  iüistcu'ft 
^AnsiLbteii.    3.  215  — 21D.     §.  25.  Michael  Kuiaday   der  Uautilver- 

treter  der  chemischen  Theorie.    S.  21«— 'i.lS.     J.  3ti.    Die  chtjoii- 

scben  Theorien  you  Scbünbein  und  Leopold  Gnieün.  .S.  -i38^24di 
'  %.    27.      ITaff    beätrei'et    die    chemit^cbeu    Theorien    »on    Neuent 

S.  243—257.     S-  '^»-    Theorie  der  lr..ckeneti  Sfiiile.    S.  237—267. 

j?.     Die    an    dicteti  Apparaten    tcith 

icAeiwMHöe«.  5.  2ÖS-632.    o.  DieiJ 
.   nnngen.    S,  268— 3U3.     Die  eletlrischen    Lrs' 

5.  2il.  Die  elektriischen  Krcebeiuuogen  und  die  ili^ 
fdentiiätserkiiining  des  (lalvamemuH  mit  der  Elekliiiifjn 
J.  30.  Die  ftlessnerkj-.euRe  der  eleklriKcheii  Ersch'  '-.i 
wandt  ztiui  Messen  und  zum  Bestimmen  der  aalvan; 
■€ität.    S.  273— AS2.    Die  Licht-  und  Warmeer.. 

.  J.  31.  Elektrische  Funken  utid  Wärme  versuche.  S.  js.  i:.  ;■ 
luagn etlichen  ErscheiunngeQ  (Elektroma^nci  i.Miiu*}. 
8.  SU^—SOS.  6.  32.  Allgemeine  Einlttituog  u»d  Eiit'WkuDE  dw 
magneflscben  Wirkungen  der  Elektricilät.  8.  'Jlfi — .'IlJ.  f.  S. 
Die  Wirkung  des  ScbliesBui^silrahtes  aul  die  [Vingnciri.icli'l.  lS.3U 
— 317.     S-  "*■    (iialvanometer ,    lUultiplicalorcn  und  .n  <i'  .i 

elektramagnetischen  Ereclieiiiungen  gegr(lndeleJVli'«i-'< 
Klektricität,    8.  317-3:13,     §.  '^.    Wirluniren  de»  V. 
telluriaohen  Alognetisnius    und  des    «inen    S<'hUpi»Lir 
■    einen  beweglichen  Scijjieseuagadraht,  ttebst  .i   n 
'  DUOgc nüegi findeten  Kolalionsapparaten,    pS 
kung    des    elektrischen    Leiter»    auf    mD-n' 

8.346—337.  5-37.  Anwendung  der  eleklrLu  ,,.,  ...  ,,  ir!  ; 
uungen  als   Telegraphen    und   als  bewegende  Krult.    8.  3J7-37:I. 

6,  3H.    Die  Theuiien  des  ElektromagnvtisqiiM.   S.  372-387.    §.  39. 
Anhang  zu  den  e|eklrr>roagueti»-cheo  Ersehrijiuiigeft.    Di^i 
und  CommutatoreD.   Verwendung  der  eleklroniagDetisclien 


v.italisti 


nanüFii  im  «iigvreii  und  ilcr  Ek-IctrirttSt  fll)erhui]]il  im  Heiteren 
SUiUR  xum  (>«s<?fin-iTi(lii;kcit8nir>s8vii  in  lik'iiioii  Zcilintervallen. 
S.  387~3!J5.  h.  IMivsioloKUche  tlrscheiniingen.  Ersthei- 
Dongen  ii>  dem  to'dlen  iTiieTiechcn  K  r>riier.  S.  »yä  — 401. 
§.  4u.  ruiitracllonen  an  verechieüenen  ThIcr«!U  und  nn  MtnucAen 
Bod  einii-Incn  Theilcri  <)erHcll)«n.  ücniiUun"  dicHpr  Er«cheimiu- 
e«i  itl»  F.lektr««c<>;i.  S.  31?Q— 401.  Die  Er<«i;ti«iiiu  ngrn  nn 
r«lfciidcn  4>r^ntii'?nien.  §.  41.  Einwirkunc^n  uur  du»  GefÜM 
um!  die  Sifinv  ül)«rlmuiit  im  gKsunüen  Zusliinde,  me  anch  snf 
TBriwliieduie  i*lla(i/en.  a.  401—40(1.  $.  43,  Amr^nditn);  der  gal-' 
TiniM-be»  Elekiricilitt  in  der  Heilbunile.  S.  407  —  411.  r  Che-  - 
mtschc  ErHi-hrinun^cTi  (Rlektr'>rhpmi «0.  S.  411— ai2.  Di« 
clektrocIiemiAcben  Zersetzungen  im  AI  ■••emeinon.  .^.411 
-4Sa.  &  43.  Einl«il»iie.  (.'hemi^mu«  in  der  Kette  Aellist.  S.  411 
—  4"Ä).  }.  44.  Acussere  KinilßF-se  auf  die  rlicinidelic  WirktmA 
der  Elekirirltlil.  (i.  4:10— '441.  6.  45.  Diu  Ge«>e(ze  der  elektro-  * 
cheniiBi'fie»  ZersetKungen  ueb^t  den  lirundlagtn  der  dektrocheiui- 
Mhrh  Thrnrie.  S.  441— 458.  Dip  elektrocf.einischi-n  Z«r- 
8«liiun!;et>  im  Einzelnen.  S.458~tl0!>.  f  4a  Die  Zersetzung  . 
Am  Wanfier«  imd  dw  mit  demselben  verwandten  PlilKfii'>l<eiten. 
S.  «»-4f«.  §,  47.  Da»  Voltaeleklr-iraeler.  S.  4M-41II.  J.  4«>  1 
Vorttrblirhe    Siiurrn-   njid    Atkaliliilifnng  liei    der  Zerselznitg  deff 


Wuiaeni    dureli    Unh 


nel)ftl   Jüßers  Versuche 


übe 


die 


BinMirkantt    den     letirteren    aul'  PHnnzenpigmeiite,     lS.    4V1~4^. 

K)ie  (■eriiehMcfNcVinuiieen  \m  der  WaMHerxerselzunt!.  S.  4!f7  • 
«-  SO.  Die  Zersetzung  der  Alknlien  und  Erden.  S.  503 
§.  SI.  ZerHel/niig  der  MctAllsalze  und  die  sogenannten  , 
gelfttinncn.  S.  518 — 537.  §,  B'2.  Zcrsetxun^  verscliiedene^ 
eiten  mit  den  elektroeheinWlien  Ueberfitlirwpiaeij,  S.  5.^ 
§.53.  Die  Noliilischcn  Hinge,  S.  550-535,  jS.  B4.  Die 
lenitKehen  Retregunecn.  S.  535  —  868.  f  35.  Die  Pidnri- 
HtioH  mit  der  LaduneäMofe.  8.  569— r>Hß.  g.  66,  Die  Paseivi- 
litoersefieiimncen,  .S.  380— «03-  Die  prabtietlie  Anwendung 
dar  (:lektr'M.-bemi«chen  ErxeheinniiRen.  S.  HOS— «32,  $.  5X 
SchnlxuiiL;  de»  Kuiirer»  und  Eiaeii  vor  Oiydolion.  .S.  ß(ß  -  (109. 
i.  S8.  Di«  fJalvanoplaslil.  S-  CO<l— »."J.  S.  ffil.  Die  oiilranlRche 
VerKölduM".  VerptatinirunG.  u.  s.  w.  S,  mi~(fii.  Namenre. 
St.ler.    rf!  tÜ». 

Piee  i><t  in  iillsemt/inen  Umrissen  der  Inliall  des  vorliegenden 

teicIlitaKiseu,  Ivir  jeden  Physiker  unenlbehrlicbeii  Werks.  Wiruedaa- 

eip  pur,  dnaii  der  Herr  VI'.  ni<:bt  noch  hüutizer,  uIh  es  gescliebea  ist, 

rigeiH!  Kriliic  ijeiihl  hat,  ivodurch  er  nein  Werk  noch  Teil  r  reif  her  (;e- 

nadll  und  demselben  weniger  den  Cbaraklor  eines  blut^sen  hialori- 

arlMn  Rpperlimuma  ferliefien  liaiKn  vrflrde:    Wieb  fielieint  uns  eine 

^u,-n,;-  Kritik  In  keinem  Tiieile   der    PbvMk  uütliif;er  zn   sein  ida 

''  r    Lehre    vom  Galvnnisraus    und   den    mit    deri^elbeD 

'  ictiemi    Jeducb  muH  duruh  diese  tlenierkung  keliies- 

irillenst  des  Werke«    ge^chmfitert    iverden,    ivelcbes 

■ini"-l*"-n(tieh"t    KU    recht    ullKemeiner    Beaebtun» 
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V^ermiscbte  Schriften. 


Verhandlungen  der  schweizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft  zu  Winterthur  den  31.  Au^ust^  1.  und 
2.  September  1846.    31ste  Versamnilung.    )84/.    8. 

Ausser  den  8itzungsprotokollen  u.  s.  w.  entllBlten  diese  Ver- 
handlungen mehrere  ausffihrlichere  Abhandlungen,  die  wir  ihn« 
interessanten  Inhalts  iregen  hier  namentlich  aulitihren  wollen: 

Das  Wesentlichste  über  die  Gletscherfrage  von  Dr.  F.  J.  Hogi 
(S.  90-^  S.  158.) 

Physiognomie  des  fossilen  Oeningen.  Von  Professor  Oswald 
Herr.    (S.  159 -S.  180.) 

Der  Bterconscrvator.  Ein  Apparat,  welcher  die  Verderbnbs 
des  Bieres  hindert,  von  Apotheker  Hflbschmann  in  Stäfa  am  Zu- 
richsee.     (8.  181—8.  183.) 

Ueber  die  Anwendung  der  Galvanoplastik  in  den  bildeodeo 
Künsten.  Von  O.  Mullinger,  Professor  in  Solofbum.  (8.  IM— 
S.   190.) 

Uel»er  die  Witterung,  nach  einfacher  Naturbeobachtung,  und 
die  Vorherbestinimung  ihrer  Beschaffenheit.  Von  Uerm  Dr.  J- 
R.  Kochlin  aus  Zürich.    (8.  191  —  8.  200.) 

Beitrag  zur  Geschichte  der  Seidenraupe  (Bombyz  mori)  und 
ihres  Nutzens.  Von  Herrn  Oberstlieutcuaut  Geugel  von  Chor* 
(8.  201-8.  225.) 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  94.  bis  Nr.  104.  (Vom  6ten  April  1847  bis 
22sten  November  1847.) 

(Man  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XXXVII;  8.  542.) 

Nachträglich  zu  8.  542.  bemerken  wir  zuvorderst,  unserm  dort 
^egebenen  Versprechen  gemäss,  dass  Nr.  72.  dieser  sehr  verdieost- 
ichen  Mittheilungen  einen  Aufsatz  von  Herrn  B.  8tuder,  Ober 
die  Kliniatologie  von  Bern,  enthält,  ausserdem  zu  Bernau- 
gestellte  Meteorologische  Beobachtungen,  die  in  diener 
Geseilschaftsschrifl  auch  fortlaufend  mitgethedt  werden. 

Der  Inhalt  der  übrigen  oben  angegebenen  Nummern  ift  fol- 
gender: 

R.  Wolf,  zur  Geschichte  der  schweizerischen  naturforsehen- 
den  Gesellschaft.     Erster  Artikel.     (Nr.  94.) 

R.  Wolf,  über  die  in  Bern  sichtbare  ringförmige  Sonnenio' 
sterniss  vom  9.  October  1847.    (Nr.  95.  und  96.) 

R.  8tuder,  Erdbeben  in  der  8chweiz  ond  ihrer  UmgebiDtg  i* 
Jahre  1846.    (Nr.  95.  und  96.) 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phf 
sik  in  der  8chiveiz.  (Nr.  95.  und  96.)  —  Dieser  Aufsats  enttV 
Notizen  zur  Lebensbeschreibung  des  verdienstvollen  Weltumsegki' 


F. 


Utterti 


am 

and  Mitherausgebers  Ans  aeum  Uehlpr'ifthw  Wr>rterbuchB  Johann 
Kaspar  Homer  aus  Zürich  0"i— fKU).  dessen  Wahlspruch 
war:  „die  AJathenialik  (ihnEj  Amveiidurie  {  '  '-  ' 
Messer  zu  vergleichen,  mit  ilem  man  uicfits 

3.  S.  Fr   Pagciistecher.  äiicr  Xyloidin.    (Nr.  '.B.  «nd  9(5.) 

R.  Wolf,  ^szi'ige  aus  Briefen  an  Allirecht  vou  Haller.   mit 
I  Nolisien.    (Xr.  95.  und  96.) 

C,  Briintier,  .Sohn.  Über  den '  Eiiiflusü  des  Magneten  auf 
thierische  Kürper.    (Nr.  '.)".  und  ',18.) 

J.  S.  Fr.  PaKenstet'her,  über  dos  Verhalten  der  Blaus üure 
znm  Calomel.     (iNr.  97.  und  US.) 

R.  Vü>lf,  Ktir  (feschidite  der  schivetzerischen  nalurforschen- 
d«0  Gesellfichart.     ZHeiter  Artikel.     (Nr.  «r?.  und  98.) 

C.  Brunner,  Chemische  Alittlieilungen.  (Nr.  »7.  und  98.) 
1.  Eimvirkung  des  Zuckers  auf  chrnmsaures  Kali.  II.  Zur  Bcrei- 
lungdes  künstlichen  liltruninrins.  III.  Nachtrag  tu  der  Methode: 
di«  iKohlensaure  aiitt  ihren  Verbindungen  zu  entwickeln  und  ijuan- 
tiUtiv  ui  hestinimeii. 

^  centrische  Vielflach.  (Nr.  97.  und  Ö8.) 
3rkuni;en  tiher  confocale  Flächen  zweiten 
he  Linie  auf  dem  Ellipsoid.  (Nr.  m.  n.  VM) 
;ur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik 
hl  d«r  SehweiK.  (Nr.  «7.  uud  IUI).)  Hier  Noti/.en  (iher  Johann 
Heinrich  Rahn  >us  Zürich,  welcher  den  Liebhittiem  dar  Ge- 
schichte der  Mathematik  wcdil  durch  seine  Teutsche  Algebra. 
ZQrich  lfki9.  4.  bekunnt  sdn  wird,  die  so  viel  Ruf  erlangte,  dnss 
sie  viiü  den  verdienten  englischen  Mutheniatikern  Th.  Brankcr 
und  [t.  Pell  ins  EngliHctie  iiherselüt  wurde,  unter  dem  Titel: 
An  intrnduction  to  Algebra  bv  Rahn,  translated  by 
Tb.  «ranker.-  Much  augm.  hy  D.'Pell.    London.  IfiSW.    4«. 

R.  AVoir,  Auszüge  aus  Bderen  an  Alhrecbt  von  HalJer,  mit 
litterarisch  -  historiHchen  Noiixen.    (Nr.  90.  und  100-) 

Müller,  Untersuchung  einiger  Po taschens orten.    (Nr.  101.) 

R.  Brunner,  Beitrag  eur  Euiüumetrie.     (Nr.  Itß.) 

R.  Woir,  Auszüge  aus  Brieten  an  Albrecht  von  Haller,  mit 
litterarisch -historischen  Niitlien.    (Nr.  102.) 

R.  Wolf,  zur  Geschichte  der  schweizerischen  naturforschea- 
den  Gesellschaft-    Dritter  und  letzter  Artikel.    (Nr.  IÜ3.  und  104.) 

K.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Hallcr,  mit 
litterarisch -historischen  Notizen.    (Nr.  103.  und  104.) 


R.  Wolf,  über  da» 

L.  Schlnfli,    Bein 

Grades  nnd  die  geodälis 

R.  Wolf,  Notizen  ü 
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A  11  B  e  t  s  e. 

Weil  die  Umschlige  zu  den  eiosefnen  Heften  des  Archivs  bd 
dem  Einbinden  der  TottstAndigen  Theile  wohl  grOsstentheils  wee- 
sewoiioa  werden,  die,  Kvhler's  Logarithniisches  Handbuco 
bett'effende^  auf  dem  Umschlage  dieses  Hefts  (Thi.  XI.  H.  2.)  ab- 
gedmekte  Anzeige  des  Herrn  Buchhändlers  BeMb.  Tauchnitz 
jun.  in  Leipsig  aber  jedenfalls  in  dem  Archfre  anft>ewahrt  sn 
werden  verdient»   so  lasse  ich  dieselbe  hier  nochmals  abdrucken. 

Röhler's   Logarithmisches   Handbuch. 

In  Bezug  auf  die  beim  Erscheinen  von  ^»Kohler's  LogariUi- 
misch- Trigonometrischem  Handbucbe"  von  mir  verMTeonichte 
Preisaussetzune  ffir  Auffindung  von  Fehlern  in  den  Lo- 
garithnischen  Tafeln  dieses  Werkes  zeige  ich  hiermit  ergebenst 
an,  dass  Herr  &  Maynard  in  London  folgende  drei: 

Pag.  I92>  Num.  102467,  Log.  =-01058492,  soll  stehn  O1068402. 
Pag.  194,  Num.  103000,  Log.  =  01283723,  soll  stehn  01283722. 
Pag.  201 ,  Num.  106888,  Log.  =  02892995,  soll  stehn  02892895. 

angezeigt  und,   nachdem  die  Richtigkeit  dieser  Ang^e  sich  her 
ausgestellt.  Drei  Louisd'or  Prämie  von  mir  erhalten  hat 

Diese  Fehler  befinden  sich  ilbri^ens  in  allen  gebränchlichei 
Logarithmiscben  HaodbQcbern  und  namentlidi  auch  in  denen  fos 
Cailet,   Vega  und  Babbage. 

Leipzig»  am  6.  März  1848. 

Beruh.  Tauchnitz  jun. 

Uebrigens  bemerke  ich,  dass  der  erste  der  drei  angezeigten 
Fehler  bei  Cailet  (TIrage  1829)  sich  nicht  findet. 

G. 


Druckfehler  in  Tbl.  XI.  Heft  2. 
S.  142.  Z.  6.  V.  u.  muss  es  Fig.  5.  statt  Fig.  3.  heissca. 


lerarisclaer   Sericlit. 

Aritlimetik. 


i»roTde 


alylische  Slu.llen 
"■  '  "    ofes 


I  Ur.  0»kurSclilömUch,  kub- 


<le 


;rate  Atitheiluiig,  enthaltend   The 


iid   Tafel  der 


Gnminiiriinklinnen  nelist   doren  vvichligHten  Aittvcndu 

KtJu  Zweite  Abtheilung,  enthaltend  die  Fauri«rGchfin 
ciben  und  Intei'rale  nebst  deren  »ichtl^Bten  Anwen- 
diingen-  Leipzig  IKtö.  8.  ^  Abtheilungcn.  2  Thir.  l^OSgr. 
Die  Anzeige  dieses  Werks,  welches  durch  seinen  Titel,  noch 
_jr  aber  dnr<-li  die  Gedtegcuheit  meines  Inhalts,  lelihnll  an  die 
.jExercice«  de  enlciil  inttigrul"  vun  Lcgendre  oTinncrt,  ist 
iÄmehtItcli  bis  xii  dem  jetzt  crttd^len  Erscheinen  der  zweiten  Ali- 
ftc^nnc  vnn  ans  verschoben  worden.  Dasselbe  tKt  mit  der  nnn 
■Ann  hinreichend  bekannten  Eleganz  und  Gründlichkeit  des  Herrn 
rb.  Terfofist,  und  cnthiilt  viel«  neue,  demselben  ganz  cigenlhüm- 
Entwickclungen  und  analytisdiü  Ausdrücke,  durch  welche  die 
adelten  Gegenstände  in  mehreren  Punkten  «eitcr  als  bisher 
g^Mirt  werden,  weshalb  dasselbe  von  keinem  Analytiker  entbehrt 
werden  kann. 

Der  erste  Theil,  welcher  der  Thenrie  der  Ganimaruiictionen 
Mwidmet  ist.  entbtillzwariveuixer  neue  itesiiltate  als  deisweite;  die 
Dsnstelluiig  kann  aber  grüssletitheils  nts  das  Eigentbum  des  Herrn 
Tb.  bctrnchfet  werden,  und  man  wird  schwerlieh  in  einem  ande- 
len  Werke  die  so  wichtige  Theorie  der  Gamnafunctionen  mit 
gleicher  Vidlstlindigkelt  und  Eleganz  behandelt  linden.  Jedni-h 
•ind  auch  in  diesem  Tkeile  verschiedene  neue  Uesultat«  liervor- 
nbcben,  w<diin  namentlich  g.  lli.  und  §.  17.  gehüren,  in  denen 
der  Herr  Vf.  mittelst  einer  sehr  allgemeinen  Traiist'orniation,  welche 
«<äi  auf  eine  ganxe  Kia&se  von  Integralen  anwenden  läset,  meh- 
tcTA  durch  (iammiirunctiuneii  ausdrückbar«;  Integrale  enlwickell. 
Sehr  verdicnsütch  ist  iedonl'alls  aucJi  die  dieser  ersten  Abthnilung 
«Sehangte  Tafel  runl»g2'(a),  fäia^l,OOU:  1.001;  1,00a;  IjUeä; 
Band  \l 
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u.  s.  w.  bis  =29000.  Bei  der  BerechoQng  dieser  Tafel  ist  den 
Herrn  Vf. ,  wie  er  uns  mitzuth eilen  die  Gfite  gehabt  hat»  ein  Feh- 
ler in  der  Legendre'schen  Tafel  aufgestossen ^  in  welcher  es-statt 

log  r(l,5Ö4)= 9,949  375  308  (3)46 
h  eisseil  muss 

log  r(l,564) =9,949  375  308  (4)46. 

Der  Inhalt  der  ersten  Abtheilung  ist  fiberhanpt  folgender: 

Theorie  der  GaBnafuifctiönen.  Cap.  I.  Die  Fondt- 
mentaleigenschaften  ^  der  Ganmnifiinkflotien.  ^  Cap.  II.  Die  Addi- 
tion uBd  Mti4tiplikati(Hi  der  Ganimafnnktionen.  —  Cap.  UL  Hoihen 
uad  PradobCe  aür  Etitf^ickelnng  der  Ganmafunktionen.  -r  Ott;  IV. 
Die  wichtigsten  unter  den  durch  Ganimafunktionen  ausdrflcKbarin 
Intearalen.  —  Cap.  V.  Reihen,  welche  mit  UOlfe  der  Gamma- 
fuoktionen  summirt  werden  können.  —  Berechnung  der  Gamnia- 
funktionentafel.  —  Tafel  der  LogarithmeB  der  Gammafunktiooefli 
von  1.000  bis  2.000. 

Die  zweite  Abtheilun^,  welche  den  Fourier*schen  Reihen  and 
Integralen  nebst  deren  wichtigsten  Anwendungen  gewidmet  i«t, 
und  daher  einen  der  wichtigsten  Gegenstände  der  neueren  Analy- 
sis  ausffihrlich  behandelt,  ist  bei  Weitem  reicher  an  etoenlftn 
neuen  Resultaten  als  die  erste  Abtheilung.  Diesefbe  entnilt  a- 
erst  die  Theorie  der  Sinus-  und  Cosinusreihen,  welche  der  Harr 
Vfr  auf  höchst  einfache  nnd  elementare  Betrachtungen  gegrAidet 
hat,  welche  letztere  eigentlich  gar  nichts  weiter  voraussetzen,  ab 
dass  man  die  ganz  einfachen  allerersten  Eigenschalten  eines  be- 
stimmten Integrales  kenne,  und  weder  eine  Reihensumminint  nodi 
sonst  etwas  postuliren.  Neu  ist  ferner  der  ganz  einfache  &veM 
Air  die  Fourier'schen  Sätze  auf  8.  82 — S.  86.,  welcher  oi»r  die 
Kenntniss  von 


i 


•sino:^        n 


Sa:  =  zr 


verlangt,  und  eigentlich  auch  diese  nicht  einmal,  weil  naa  aocb 

**  sin  j: 


/ 


dx-K 
o       ^ 


setzen  kSnnte,  wo  K  noch  unbekannt  ist,  und  dann 

/ .     cos  yudu  I     f(ü)  cos  tc(d^=:  Kf{y) 

ftiden  wCrde,  woraus  sich  K  dnrch  die  Substitution  /^)=r~Tkf- 
stimmt,  wenn  man  am  Ende  y=zO  nimmt  Ferner  machen  t^r 
die  Leser  besonders  auf  die  Entwickelungen  In  {.  HL  ürf* 
merksam,  die  zu  den  eleganten  Formeln  (^  tnid  (6)  MMk 
Neu  sind  auch  In  §.  20.  die  Formeln  (7)  und  (S),  ans  deaea'*.!!' 
Herr  Verfasser  mit  grosser  Leichtigkdt  die  Uesukate  ilf^ 
leHet  bat,   welche  Herr  Docter  Arndt  hi   Stralsund  hl  4P 


\ 


Archiv  Tbl.  X.  Nr.  XXII.  uud  Kr.  XXIV.  entwicLeH  Uul,  wobei 
zu  bemerkeu  Ut,  dann  der  Ucrr  Vf.  da ,  wu  Sie  Iiitegrule  wefcon 
der  Disco II tinui tat  der  durin  vurkommenden  Function  ni«brd«iitig 
werden,  imniei  nur  den  Uauptwertli  der  heBtimintcn  ln1e^a\e 
entwickelt  hat.  Neu  ittl  ferner  nieder  dau  Thüorein  (S)  oder  (d). 
in  J.  22.  Beüonders  sufnierksani  machen  ivir  aber  die  Le.ser  auf 
die  in  diesem  aus|;e2eichneteii  Werke  eiithnllene  ModiflcatioH  der 
Dir! chlet's eben  Dlethnile  aUf  Rednctioo  vielfacher  Integrale,  indem 
man  Altes,  »as  Dirichlct  tcegeheti  hnt,  im  ersten  Theile,  und  die 
von  dem  Herrn  Vf.  geeeltenen  Erweilerungen  im  zivciten  Theile, 
§.  '23.  IT.,  IJndet,  woltei  wir  inshes')ndere  auch  aiif  die  sehr  all^e- 
iremeineu,  elt-'^fuiiten  un<l  dubei,  wenn  ninu  sich  der  von  dem 
Uerrn  Vf.  niodilicirlen  Diricbletecben  Methode  betlienl.  fiuxserst 
Ic-ichl  XU  heneisetiden  Formeln  Nr.  (4)  und  ^)  in  S-  ^  ■  Kr-  (-1). 
(5)  und  (8)  in  g,  m.,  Nr.  (3)  in  §.  26.,  Nr.  (14)  In  fi.  '»7.  ii.  s.  w. 
aufmerksam  machen.  Wir  schli&ssen  die  Anzeige  dieses  vortrefl- 
li^en  Werkes,  Aaa,  wie  gesagt,  kein  Anaivliker  wird  enlltehreii 
kiiniten,  mit  der  Angabe  des  allgemeinen  Inhalts  der  /iveiten  Ab- 
theil u  Dg. 

Die  Füurier'schen  Heihen  und  Integrale  iietisl  deren 
wichtigDlen  Anwenduneen.  Cap.  1.  Die  fourierschen  Reiben. 
—  f'ait.  IL  Die  Fouricr'scbcn  Integrale.  —  Anliitiig  (tvelchei  eiK 
von  Herrn  Prnfussor  Hretschn  eider  in  Gotha  berechnete  kleine 
T«fel  von  £<(jr) ,  t'<(j-)  und  Si{j-)  enthält). 

Möge  der  Herr  Vf.  bald  Krart  und  Hussc  nur  Fortsetzung 
dieser  hiichst  verdienstlichen   analytischen   Untersuchungen   finden. 


Praktisclie  Oeometrie. 
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(Angezeigt  vom  Prof.  W.  Mntzka  zu  Tarnon.) 

Von  der  ersten  AufTage  dieser  zwar  kleinen  aber  höchst  lesens- 
werihen  Schrift  brachte  des  Archivs  liternr.  Bericht  (iS46)  im 
7.  Tbl.  3.-H.  Nr,  XXVll.  S.  400.  nichts  weiter  oU  den  Titel; 
wat(  mich  um  so  mehr  befremdet,  aU  ißneat  (IS47)  im  10.  TU. 
3.  H.  Nr.  XXXVIII.  S.  54ti.  desselben  Herrn  Verfassers  Logwith- 
roen-Tiifeln  mit  verdientem  Lobe  angekündtget  wurden,  während 
doch  die  erntere  Schrift  noch  für  ungleich  verdienstlicher  anerkannt 


werden  muss  *).    Ich  sliiubo,  der  »sterreichiscIieD  Nationi 
Bchuldiij  zu  sein,  die  Verdienst«   imsetes  bescbeideuen  (  .^ 
eebCihrlich  tiekiinntcr   zu    machen;    xiimnl    der   (icgenRlnnd    ..„^ 
nurcb  die  EUenbahnhunteti  in  neuester  Zeit  einer  der  wichtigsten 
in  der  prukt.  Gnompirie  gcivnrdcn  ist. 

Der  durcti  vielerliand  i^elir  uenchätzle  physilmliiiclic  und  [irsk- 
lisch ■genmetrläcbe  VcrsuclR-,  Messungen,  Erflndiintr«n  u.  d)^., 
von  denen  ein  erosecr  Theil  in  de»  „Johrbdi-hern  de«  Wien« 
poij-tecbniscbenlnstiilcs"  nicder^ielv^tiHt.  ^e«ls8  mich  ansaer  iln 
Österreichischen  Monarchie  rühmlichst  belcaniitc  Ihn  \KtT.  hsUe 
diis  von  J.  L.  Hogreve  erfundene  utid  in  meiner  ,,Anuein4iq{ 
xuin  Nivelliren"  (gr.  8.  Hannover.  IMOO)  Ijcschricbenc  iNivclUr- hi- 
strument  scbon  tiiiigst  in  seinen  VurteKnngen  der  verdicnlen  An- 
preisung getvilrdigl.  Dnvon  gibt  der  unter  dem  Titel  „Anianay 
gründe  Her  priikt.  Gcnniclrie  u.  e.  f.,  vom  Kusp.  BauL'r,  mil  einet 
Abhandl.  v.  Joh.  B-  Bartak.  8.  Wien.  ISO,  »;pr..ld"  »idpm-ihl- 
lich  ausgeführt«  Altdruck  von  Herrn  Stampfer'H  damaligen  Vni- 
trugsheften  auf  S.  I7fl.  den  deutlichsten  Be»els.  tn  Vt-rlnndung 
mit  Herrn  Starke,  dem  ausge/.eiehtieten  Werkmeisttr  der  malh. 
physikal.  WerksthHe  des  p«lyt.  Institutes,  hiilte  der  Herr  Pmfe«- 
sor  nochmnls  dieses  Instrument  tvesendich  verbessen  und  do*- 
selbe  un  J.  1H3U  durch  c^int;  im  ^0,  Bde.  der  erw.'ihnleii  Xibrbücbcr 
veröffentlicbte  und  daraus  auch  besonder»  abijedruckle  „Anleitwig 
zum  Gebrauche  der  .verbesserten  Nivellir'Inätrttmeute  u.  s.  f."  dm 

Srakt.  Geomcteni  mit  vollem  Itecbte  anemplobicu.  VurnehniUeh 
ie  weitere  empfehlende  Bekiinntniachuiig  (lieKCs  hlich«t  ZTtfi- 
ni]issii;en  und  vutlkonimenen  Instrumentes  und  der  vorlhellUafWo 
Nivellirweise  mit  ihm  ist  der  Hiiuptxvveck  der  üben  iiii^zeigt«o 
ScbriA;  doch  reiben  sich  durun  noch  vielerlei  sehr  dankeiuweMt 
Miltheilungeti  über  Piiveltir-Inslrumcnte. 

Zuvörderst  betrachtet    der   Herr    Verf.,    nach  Aufetellune  der 
nSthigsten  aligemeinen  Bei;riffe,    soweit  m'ilhig.    das    l.iitnnail 
die  Libelle,    bei  dieser  ins  besondere  ihre  Fjuplindii' likeii,  hlfr 
auf  die  Dioptern  mit  An^nhe  der  ihterebsanteii  I'i      ' 
ner  sorgfältigen  Versuche  über  die  Genauigkeit  dii'^i- 
nnd  danach  die  Fernrilhre.     Sofort  lieschreiht  i-i   ■ 
Uauplbestandtbeile  der  mit  Fernrohren  ver^i'li<      : 
rutn  vorzflgtie beten  Nivellir-inatrnmentc.  tdn:    die  .Stiirm-.  .iic  t-in- 
richhingen  zur   Horizontnisteltung    des    Fernrohrs,    die  Hor)lontl^ 
Scheibe  mit  eini^elheiltem  LimbuB,  die  in ikro metrische  F)cv4thinf 
schraube  zum  Fernrohr,  und  die  Verbindungsarten  des  FeriinibiW 

')  Wenn   Buch   von   der  Srhrift  de*  llrrrn  Prof.  Sl«in|irf>r.  imt 
Verdicnadirhkeit  Niemand  mehr  all  der  tlsraiiagülitr  d.  \.  iuiiii«t1iIMM 
bereit  lein  kann,   bereit«  im  Lilerar.  Bcrii-Iil  Nr.  \LI.  S.  ^'.>-J.  rliiv  oir 
barxo,  aber  für  den  Zwork  den  Archiv*  vraM   Kt^nüc'nil^ 
fcr[  norden  iit.    wns  dem  llorrn  \  f>  der  varlivg«ad«n   \:i 
AbfaMUng  wahrsclieinlicli  niirh  nirlil  belannt  «nr.  aa  ti.i,.' 

bei  doch  diirchuni   kHn  Beiknben.    im    InlercMO   dti   > 

dieic  autfilhrlichitrp  AniriKe  iilidrnctien  xii  lamrn ,  nrn  il.jilunli  iiii;if:<.< 
dem  Wuimchc  dnx  horhgefhrlrn  Herrn  \t*.  dcrnellira  au  unta^nirlKu  fi 
die  alliTdiiifr«  diu  weiltaie  Vüihrcilnng-  verdtoncuile  Schrift  do«  Hnm  Vf 
fmior  Stauipfsr  in  bultanat  ala  muglich  xa   mscben. 
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iittt  (teni  InstTunientf^.  Nach  dem  tetBlereii  riebt«!  er  sidi  liei  Zer- 
gti^^derun^  Her  lierklitigungen  der  Nivellir-Instrumente;  iiiiü  zuia 
Sctiiusite  gedenk!  er  noch  eiries  vtin  ihm  angegebenen  derartigen 
Tsscheti-Nivetlir-lnHlnimentes  von  nii  Hallen  der  Lcislungsriibigkeit, 
so  H-le  nuch  d<-r  Nivcllirlatien  und  Zieltafein.  Kurz  beschreibt  er 
dann  nocb  ilie  Nivelür-Instniinente  von  geringerer  Leistungsfahig- 
keit,  aU;  die  Kanal-  und  Qnecksilberwa^e,  die  Ntvellir-ßinplcrn 
und  d)i8  von  ihm  angeiiebeue  Tasche n -Nive  11  ir- Diopter.  Hiemacti 
wendet  et  eicfa  zum  Nivcilireii  selbst  and  zam  Zeichnen  der  Pro- 
Urüfie,  das  er,  nenn  gleicb  kurz,  dennoch  mit  einer,  für  ^enfl- 
ftead  theoretisch  vorgebildete  Praktiker  ztil ün )f liehen  Deutlichkeit 
«rürtert.  Höchst  verdionellich  ist  btebei  seine  Untersuchung  über 
die  mit  verschiedenen  Nivellir-lnstrunieiiteii  erreichbare  Genauig- 
keit, wobei  die  seiuei  wiiizigeu  Taschen-Instrumente  ilberritscht. 
Nun  erst  trendel  er  sich  zu  dem  von  ihm  verbesHerten  Nive!- 
lir- Instrumente.  Als  nichligster  ßeslandlbeil  demselben  ist  eine 
sehr  lleisüic  gearbeitete  Mikronieter^cbruube,  zur  Vertikalbewe- 
ning  des  Fernrohrs  innerhalb  8  Graden,  anzusehen,  deren  gunxe 
ScfaTaubensSnge  ao  einer  Pertilcalen  Skale  abgelesen  werden,  iviih- 
rend  ibreXnterabtbeilungeii  an  der   in   lÜÜ  Tltelle   eingetheilteii 

Slindriscben  IJmflüche  Sek  SchraubetilfbiiTs  sich  ablesen  lassen, 
■zn  gehilrt  jedoch  noch  eine  NiFejIirlattc  mit  zivei  Zieltareln, 
deren  uutere  um  eine  bestimmte  Länge  l  (gewöhnlich  \  Klalter) 
vom  Boden,  die  obere  aber  um  eine  genisse  Liinge  d  (am  besten 
I  Klafter)  weiter  absteht.  —  Das  Nivelliren  mit  diesem  Inslru- 
meiite  besteht  dann  dem  Wesentlichsten  itnch  darin,  dass  man 
bei  horizontui  geistelllcr  Visur  den  Stand  h  der  MiUronieterscb raube, 
und  danach  die  Stünde  o  und  u  derselben  bei  der  Anvisirung  der 
uberen  und  unteren  Zielscheibe  abliest.  I^t  sonach  IJ  die  Tiefe 
der  unleren  Scheibe  unter  der  Horizo ntal visur ,  so  ist  hinreichend 

genau  //=  ^Z|.'''  "''"'  '*■*""  ''=^  Klafter  ist  und  Hin  Klaftern 
berechnet  wird,  tf=-— — .  Wenn  dann  noch  die lostrumentshChe 
J  gemessen  worden,  so  ist  das  Gcliille  vom  Aufstellungsorte  des 
Instrumentes  zu  dem  (tieleren)  der  Lutte  =1+  /l  —  J.  — Die 
hatqitsüchlicbste»  Vortheile  eines  solchen  Nivellirens  be- 
steneit  nun  durin ,  diiäs  der  Gei>uieter  von  ^nem  LattenhSlIer 
weder  das  zeilruubendc  Verschieben  der  Zieltafel  noch  das  un- 
sichere Ablesen  ihres  Standei^  zu  fordern  braucht,  und  mit  einem 
Sfale  sehr  bedeutende  HObenunterscbtede,  sogor  auf  10—13  Klaf- 
ter, erhalten  kann.  Dadurch  empliehlt  blch  dasselbe  vornehmlich 
bei  Jossen  Terrainsteij^ungen  zu  Generul-  und  ControIIe-Nivolle- 
tneots;  wenn  auch  bei  der  Detail -Nivellirung  dem  ^ewübnlichen 
Verfahren  der  Vorrang  gegeben  iverdeu  muss.  Einen  anderen 
Vortheil  gewährt  das  Iiistrunieut  als  Distiinzmesser  mit  der  Daeis 
am  Objecte,  daher  es,  wenn  noch  die  Messung  der  Horizontal- 
winkel damit  verbunden  wird,  den  Messtisch  vertreten  bann.  End> 
lieh  gestattet  es  nuch  die  Hühenwinkel  selbst  sehr  genau  zu  mes- 
sen, die  sieh  dann  zu  schärferen  trigonometrischen  Rechnungen 
benutzen  la&seu. 

An  dieses  Nirelliien  mit  der  Libelle  schliesst  der  Herr  Verf. 
noch  jenes  mit  dem  Barometer  an,    und  fügt  noch  als  schStzens- 


tverth«    Zii)^l)eu    bei:    üiut  Ausstnuken  von  Kreis-    nn«! - 
stetig  gekrfimut teil  Bo);en,    din   l^simg  mehrerer    boi   Em.., 
buuteii  vurLomiiienili^ii    Aulgubeii.    iliß  IlefiiilinuiiK    der    Kfir^ 
liulle  von  Uanimcn  und  EinscIinitleD  u.  dgl..  H  liilrsbiMn  nnil* 
l*rei8courant  der   Nivellir-Iii8trunicn(e  aus   der  unitcluhrtcD  Werk- 
statte. 

Diese  gedrSmtle  Itihultsatixeiee  dlfrfti-  x< 
wichtif^  tiir   die  Er?.ieliing   schnellen  nnd  s 
a-HaezCißtc.  Sehrirt  «ei.     Einer  «eiteren  Aniireiximt;  (I<-r.-..-lbf  n  ülie 
hewt  mich  der  zuerkannte  echt  nraklisehe  Sinn   d<-  " 
süra.     Mnchte  derselbe  nur  nnrit  den,  gewiss  von  " 
der  jirukf.  <jei)melrie  mit  mir  pet heilten  Wunsch  hri 

seine  Vinlra.eshcfte.    in  denen",    bei  Benutiiiog  alUr  r.  > 

hüheren  iDathemnli sehen  Hiirstehrcn.  ein  reicher  S'li.il/  cinj-if 
scheu  ^^Issens  niedergelegt  ist,  reebl  bttld  der  Oeffentlichkeil  i 
nheriielien. 


Mechanik. 

A  n  i  i  ■  P  o  l  e  m  i  ,  rh  e  t. 

VlIMI 

Professor  Ur.  Kühlmaari  In  Hannover. 


In  dem  -i.  Hefte  des  X.  Bandes  (1847)  des  Archivs  ffir  Uattw- 
matik  nnd  Physik  erulTnet  Herr  Fsltrihen-CommissioDfi-Ratb  Urit 
in  lietlin  eine  ausführlidie  Poleuiik  in  Betreff  der  Behnndtunjt  iei 
Bicf^ungs widerstanden  fester  jtrismatischeT  Krirner  der  2,  ,*  " 
meiner  Geoslatik,  nachdem  dieser  Ge|;enstinid  tiereits  in  ■ 
Noten  in  andern  von  nns  resp.  heksnot  gemachten  ArbeÜ 
anloseung  gegeben   hatte. 

Ich  gestehe,  dat^s  ich  den  Ranzen  Streit  recht  innig  ' 
um  so  mehr  lieMiige,  als  er  »ffenbiir  durch  IVfiseverstflnifn 
vorgemren  ist,  die  mir  erst  durch  die  gedachte  aufifahrlt« 
mik  klar  eeivorden    sind   imd    die  sich   sofort  aiugnslichfl 
wflrden,    hätte  Herr  Brix.    nach   der  ihm  in  aller  itobefi 
gemachten  Sendung  meiner  (it^oslatib,   meine  ErklSrna* 
vermeintliches  Eigeothnmsreclit  so  offen  gefordert,  al«  liE 
n'ohl  nach   den    herzlichen  und   freund  seh nftlicben  V<>n(H 
erwartet  hatte,  welche  wir  nns,    wenige  Monate  vorher, 
gemeinsamen  technischen  Reise  nach  Steyerrnnrk  (nenig 
meiner  Seite)  mit  aller  Aulrichtigkeit  mac'hteii. 

Statt  einer  einzigen  Zeile  Antwort  auf  das  hrifticJit  ( j 

Brix  seihst  sagt)  Begleitschreiben  meines  Bueheo,  findi)  ic , 

einiger  Zeit  in  4«fl  Berliner  Verhandlungen  jene ,    mich  rüirit;  n 
schuldig  Ireffcndtt Noie .  n elclie  Herr  Brix  S.fM.  Uü. .i.  TliL  Xdc«  J 
Archive  Toti  Neuem  anzuführen  (Ur  aiigemesscu  bildet; 
dues  nach  diesem  Vorgänge  und  bei  meinem  Bc>vi 
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mir  unrecht  geschehen,  auch  meine  Replik  (^'o^T«<!e  znr  2.  AuRag«; 
mcint^r  Geodynamik)  Herrn  Drix  nicht  angmehm  sein  bonitte. 

So  *iel  als  Einleitung  folgender  Cntsegnun^en,  zu  »'eichen 
mich  HeiTn  Uriz  poleniisvlier  Aufsatz  ini  Archire  notbtvendig 
»uiToitleiii  muBS- 

Bei  m«itieni  Besuche  der  Berliner  (!en  erbe -Ausstellung  von 
1S44  Iheille  mir  idlerdin^s  Herr  Brij  mit,  dnss  er  uüchutens  Ober 
iltin  Widerstand  prismatischer  Kiirper  gegen  Biegutii;  eine  Arbeit 
TCTÖffentlichen  werde,  auf  deren  Inhalt  ich  natürlich  um  so  gc- 
ttpannter  hinbliclcen  musste,  als  ich  denselben  Gegenstand  bereits 
nach  Poncelet.  Persy,  Kntipler,  Mosely  u.  A.  fflr  meine 
Vorträge  vollständig  bearbeitet  halte  und  dabei  zugleich  auf  eine, 
v«n  geuMchlett  Mfinnem  vüllig  aliw eichende,  also  neue  Uarstel- 
luugetvebe  tlerselbeii  Sache  gekommen  war.  AU  daher  Herr 
Brix  ilie  Güte  hatte,  mir  seine  Arbeit  als  eineu  besoaderu  Ab- 
druck au«  den  Berliner  Vcrliandlungen  zu  iibereemlen,  eckiuiiitc 
ich  sogleich: 

I)  dafis  dieselbe  weder  neue  Gnindantiicbten,  gegenüber  ge- 
nannten ISchriAstellera ,  enthielt,  noch 

'i)  auf  eine  burstelhmgsM eise  Anspruch  machen  konnte, 
tvelche  Klarheit,  Allgemeinheit  nnd  Einfachheit,  wie  die 
von  mir  gewählte,  in  sich  vereinigte. 

ÜämuÜiche  von  Herrn  Bris  in  Bezug  auf  diese  letzten  zwei 
Punkte  gegeu  mich  erhobenen  Änsiirüche  und  Vorwürfe  müssen 
daher  von  selbst  wegrallen ,  so  bald  ich  im  Stande  bio  (um  zu- 
^cicb  mit  Herrn  Brix  Worten  zu  reden)  nachzuneisen,  duss  die 
Werke  der  nbeu  gedachten  Mänuer  früher  erschienen  sind  oIk  die 
frugliche  Arbeit  ^s  Herrn  Brix,  so  wie  darzuthun,  das»  icb 
m>-ine  Üarstellungsweise  ivirklich  als  neu  bezeichnen  konnte. 

Da  Herr  Drix  letztem  Punkt  zuerst  und  vorzüglich  bespricht, 
so  beginne  ich  auch  mit  diesem  meine  Erwiderungen. 

Offenbnr  kann  eine  vollständige  Aufklärung  bien'Iber  nur  aus 
dt^r  itiimittelbaren  Vergleichung  meines  Buches  mit  der  Arbeit 
des  Herrn  Brix  hervorgehen,  n'as  den  verehrten  Lesern  des 
Archivs  nur  dann  geeignet  möglich  werden  würde ,  wenn  ich  meine 
Arbeit  theilweis,  die  des  Herrn  Brix,  zufolge  der  Behandlungs- 
art, aber  ganz  hier  abdrucken  Besä ,  was  jedenfalls  unzulässig  ist. 
Es  schien  mir  daher  der  einzige  Ausweg  darin  zu  bestehen,  einen 
vüllig  unparthenschen,  den  Lesern  des  Archivs  zugleich  nicht  un- 
bekannten Sachverständigen  zu  bitten,  meine  IJarstelluugsiveise 
mit  der  des  Herrn  Bris  gewissenhaft  zu  vergleichen, 

Als  mir  gleichzeitig  am  nächsten  stehend  ernäbtte  ich  hiezu 
itm  kieMgen,  durch  mehrer«  Aufsatze  im  Archive  und  andere  ver- 
dieniitliche  sckriftslejlerische  Arbeiten  im  mathematischen  Fache 
bereits  bekannten  AI a( heni.il Iker  Herrn  Dr.  Wittstein,  der  sich 
zugleich  in  einer  gegen  mich  vüllig  rücksichtslosen  Stellung  befin- 
det und  sich  überdies  in  Hannover  sowohl  tiir  sei»  Fach  den 
Namen  eines  tüchtigen  und  talentvollen,  als  auch  son^t  eines 
wahrbeittd lebenden  offenen  Mannes  erworben  hat.  Herr  Dr.  Witt- 
HteJo  hatte    die   Güte,    meine  Bitte  zu    erfüllen,  und  zugleich  zu 
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gestatten  9  sein  desfaHig  mir  schriftlich  zugesandtes  Urth^  eu  ver- 
uffeatUchen»  was  hiermit  geschiebt.  *) 

Hannover  9  den  10.  Februar  1848. 

„Die  Vergleichung  Ihrer  Geostatik  mit  der  Abbandiang  ▼« 
Brix  hat  nur  meine  anföngliche  Vermutbung  bestätigt  Brlz  hit 
sich  dadurch  verletzt  gefünlty  dass  Sie  ihn  (wie  billig!)  nicht  als 
den  Erfinder  der  in  Itede  stehenden  Sache  citireo;  in  seiner  Ge- 
reiztheit legt  er  Ihren  Worten  „In  Bezug  auf  Darstellungsweise*' 
einen  falschen  Sinn  bei  und  glaubt »  Sie  wollten  sein  voneblidiM 
Eigenthum  für  das  Ihrige  ausgeben!  Eine  einfache  NacEweisaig 
ans  Poncelet  etc.  niQsste  ihn  zur  richtigen  Auflfassong  der  Sach- 
lage bringen. 

In  dem  Grundgedanken,  so  wie  in  den  Resultaten  der  Eot- 
Wickelung  finde  ich  allerdings  bei  Ihnen  und  Brix  völlige  Debe^ 
eintftimmang.  Was  dagegen  den  Gang  der  Entwickelang  oder  die 
9»Dar6tellungsweise''  £dtrifft,  so  mflsste  Jeder,  der  QbefhauDt 
sehen  will,  den  Unterschied  sofort  bemerken.  Nehmen  Sie  s.  B. 
die  so  weit  aus  einander  gerissenen  Betrachtungen  der  Figuren  2. 
und  27.  bei  Brix^  die  doch  zusammeti(;ehoren  und  sich  bei  Ihnen 
zusammenfinden;  nehmen  Sic  ferner  die  seltsame  Figur  2.  (bd 
Brix),  in  der  man  gar  nicht  erfahrt,  was  denn  eigentlicn  iiinerhtib 
des  Körpers  vorgeht,  während  Ihre  Figur  81.  die  r^atur  der  Sache 
zu  ihrem  Rechte  gelangen  lasst  Ihre  Losung  des  Problems 
ist  eine  elegante  Anwendung  der  allgemeinen  Gleich* 
gewichts-Bedingungen;  dagegen  bei  Brix  kommen  die 
beiden  Grundgleichungen  Seite  3.  etc.  auf  eine  so  nnbe* 
fabifene  Weise  zum  Vorscheine,  dass  man  gar  nicht  er- 
f&hrt,  in  wie  fern  in.  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Sache  nun  wirklich  erledigt  sei.  Mich  dünkt,  aies  sei 
genug,  unt  einen  Unterschied  in  der  „Darsteilungswelse" 
zu  begründen. 

Die  Beschuldiping  wegen  der  Benutzung  der  Brix  sehen  Auf- 
gaben erscheint  mir  geradezu  absurd.  Es  lag  so  nahe,  den  Satz 
auf  alle  Figuren  anzuwenden ,  die  man  in  Bezug  auf  Schwerpunkt 
und  Trägheitsmoment  sonst  schon  zu  betrachten  pflegt,  dass  es 
mich  nur  wundert,  nicht  noch  mehr  Uebereinstimmung  zu  finden. 
Die  gerügten  Uebereinstimmungen  beziehen  sich  übrigens  lediglich 
auf  die  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten ,  die  man  in  jedem 
Lehrbuche  der  Dynamik  finden  kann,  wozu  man  „also  der  Hülfe 
von  Brix  nicht  bedarf. *' 

Tb.  Witlstein. 


Hiemach  kann   ich  nicht  unterlassen,    fiberdies  zu  bemerken» 
dass  Herr  Brix  die  eben  so  wichtige  als  fruchtbringende  Reduc- 


*)  Sollte  Herr  Coramissiontrath  Brix  da«  Urtheil  dietet  Sadi! 
•üindigeii,  alt  für  seine  Person  noch  nicht  hinlänglich  noparChaliich  ci^ 
klären,  «o  bin  ich  mit  Freuden  bereit,    der  Wahl  einei  Manne« 
treten,    der,    vielleicht  von  Herrn  Brix  Torgeschlageii,    von  ans 
völlig  gleich  nnabhäogig  erecheist 


X 


b  rar  das  liesondcra  gcrii;;!«  Secheei'k)  rcrfolßt.     In  dei 


der  Tr2iglieitsmoine»t»  von  nur  cinnndcr  rechttrinkti^^en  Axen 
155.  tncincs  Biiclii'«)  ßur  nicht  xii  kuniieii  scheint,  iiiilem  die- 
Satz  tn  6oin«r  fra^lkben  Abh:ki)dlunK  gänzlich  l'chlt  und  Herr 
[cwiss,  Itlitto  er  ihn  ^elciuiiil.  n'mut  den  el>cn  so  breiten  nie 
unisHndllchen  \VeS(  i;e«iilil[  hnlien  würde,  den  er  bei  Ab- 


rief* Mninrntes   l'ür    die    KreisHiichc  und    ftir   das  C'dyj 

0    ''Gl  '    ., 

le  mich    Herr    Brix   xu    tmnx    lieMonderni    Danke    veriiflithti^t 


T  rijat 


I,  hätte  er  diese  und  oridvrG  fVir  ihn  gfinKlicb  neue  Uftrstel- 
iiveinen  in  seinur  Polemik  (Uh  kann  nicht  gUuben  ubeiefatlich) 
Obersehcn. 

Endlich  habe  irh  hierzu,  als  reine  Wahrheit,  nur  tiledcrholt 
bereits  in  der  Vorrede  der  2.  Auflage  meiner  GeodymnRik  ge- 
ht« Ueiiierkun<;  z.u  Tilgen,  duss  Mindinfjs  Ableitimgiigaug  so 
StSndlg  von  dem  M«inii;<;ii  abneicht,  düsn  nur  der  /u  einen) 
srn  Urlhcile  gelangen  dann,  welcher  Mindings  Statik  (Uer- 
11438)  nicht  »Indirle  (ja  iib  iQusi«  xufägeu,  nicht  anuahl),  was 
im  I4iicb verständigen  schon  dadurch  einleuchten  dfirl'te,  weini 
aiifähr(<.  doss  Mindtng  ({j.  40,)  nach  dem  Vorgange  von  Mll- 
fl  (Statik  S.  317.  Leij.wg  183?)  unter  EinfübrunB  der  Kräfte- 
re  von  <-iiiciii  elatitiRch  blcgüainen  l'olvgiirie  ausgebt,  dict^es 
r  aiimittrlbar  an  die  vorliergcgaii^eiic  Betrachtung  eineM  «üllig 
|«aineit  PoKguiies  (Seile")  bii[i|>ß  (huh  auch  aicht  im  Enlfeni- 
en  in  der  von  mir  Hcwühlten  Darslelliinusweise  der  Fall  ist), 
er  auch  die  hetre^udc  Figur  '2H.  CMiüdiiie^  mit  Figur  HO. 
Ibius)  Obere  in  Hlinimt  u.  s.  n.  Ducb  genug  liiervoti  und  nun 
cwelteo  Hauptfrage. 

Ol«  Priorität  der  Einführuns  der  Trügheit»«momente 
der  Borechnung  de«  Biegungswiderutandes  l'eater  Körper  gc- 
irt  einEig  uud  allein  Poncelet. 

Die  erste  Ansgnbe  seiner  Im  April  1H29  *)  erschienen  Meca- 
ne  tndnHlrielle  iHsst  hienlber  (so  wie  namentlich  auch  die 
!  folgenden  Beispiele)  nicht  den  mindesten  Zweifel,  indnm  «s 
elbst  Troisieme  Partie")  No,  75.  unter  der  besonderen  Heber- 
rift  „  D^formatinn  d'nuc  piece  smmiiMu  n  une  tnrce  de  tlexinn, 
iCaHlrtie  par  un  bunt"  also  beisst  aud  nachstehende  Formel 
[cruhrt    wird: 

....  en  nnmmaot  J  le  mument  d'inertie  de  la  sectinu 
MTer^alc  par  rnpport  ä  im  axe  qui  iiasse  par  le  rentre  de  gra- 
de la  section  et  iland  le  plan  de  ceite  derni^re,  E  le  coelÜcient 
asticit^,  et  L  la  longueur  de  I«  piece,  an  tronve  la  tische  de 
iun: 


•)  AUo  lä  Jahr  frfilicr  u!i  illn  AliliitnJtung  dri  ll<-rni  Hrii. 
*•)  Ein«    AbtiirituDg   die««  Wcrhi    linbe    i<!h    in   ittr  BihliollieL  dn 
igt.   Gewcrhe-In«tliii(*    in    Berlin    gefunden,    dndi    Wpi«    ich    nivtit 
,  all  *■  die  hier  dtiris  in. 

•■)  DicsFlh«   Formel,    welch«   Brii  S-   ^-    (Hiner   Abbaniflonf } 
No.  3.  nnitct 
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Teile  est   lexpression  de  la  flache  qui  prodait  tine  force  P  im 
reztremlt^  libre  etc. 

Weiter  findet  sich  unter  No.  TO.  des  Pon  cel  et  sehen  Weikei 
von  1829  ein  Artikel  mit  der  Ucberschrifl  ,,  Deformation  d'uocpfece 
encastree  soumise  a  une  force  de  torsion  appliquee  sur  sod 
antre  extremit^'S  woselbst  e«  in  der  Folge  heisst: 

Nommons  m  Tarc  decrit  k  Tunit^  de  distance  dana  le  plan  U 
la  section  extreme  du  cdte  de  la  force  P,  L  la  longneur  di 
cylindre,  K  la  longueur  du  bras  de  levier,  J'  le  moment  d'ii* 
ertie  de  la  section  transversale  du  cylindre  par  rapport  k  Taie 
central  peqiendiculaire  a  cette  section,  t  le  coeHicieDt  de  torsion, 
on  a 


des  CoDstructIons  etc.    Metz,  Juillet  1834.  ^) 

Hier  findet  sich  zuerst  Seite  26.  ein  Capitel  mit  der  Uebtr- 
Schrift:  „Des  moroents  d'elasticit^  et'  de  rüpture  des  princimiles 
sections  transversales"',  woselbst,  zuerst  ebenfalls  von  den  Trag- 
heits -Momenten  ausgehend,  alle  Formen  BerOcksichtieung  lindeD, 
welche  sich  auf  Rectangel-  oder  Kreisflächen  zurfickfiinren  lassen, 
wobei  es  denn  auch  §.  51.  heisst:  „Relation  entre  les  monients 
relatifs  a  deux  axes  paralleles  dont  Tun  passe  par  le  ceotre  de 
gravite*'»  auch  sogleich  (natürlich)  die  Formel  aufjßeluiifi  wird 
Ui=^Q-{-abX^^  welche  Methode  etc.  Herr  Brix  insbesondeie 
als  seine  Ertinaung  in  Anspruch  nimmt. 

Von  §.  90.  ab  behandelt  Persy  eben  so  ausflihrlich  die  Tor- 
sionsfrage mit  Zuziehung  der  Trägheitsmomente,  so  wie  denn 
Reduction  auf  parallele  Axen,  und  was  im  vorhen^^hendea  vnd 
letztem  Capitel  irgend  wie  noch  zu  wünschen  übrig  geblieben  ist, 
wird  in  einem  Zusatz-Capitel  S.  79.  vollends  ganz  erschöpft,  ws* 
bei  er  unter  andern  (für  gegenwärtige  Streitfrage)  noch  den  hOcbst 
bemerkenswerthen  Satz  ausispricht: 

S'il  arrive  que  la  section  transversale  du  solide  soitfonn^de 
Tassemblage  cntinu  de  plusieurs  figures,  on  peut  avoir  k  d^tenni- 
ner  les  moments  de  celles-ci,  relativement  k  un  axe  oni  ne 
passe  point  par  leurs  centres  de  gravit^  particuliers,  mais  ptf 
celui  de  la  figure  enti^re.    Les  axes  et  moments   d'^lasticit^  res* 


*)  Unf^eachtet  dass  sich  diese  Formel  in  Poncet. et«  Werke-  voB 
1829  vorfindet,  wnndert  sich  Herr  II rix  im  Jahre  1847,  S.  öST.  d«i 
Archivs,  wie,  ausser  ihm,  noch  Jemand  auf  die  Idee  der  Einfähf«B|( 
der  Trägheitsmomente  hei  der  Berechnung  den  Torsion« Widerstan- 
des gekommen  sein  kann! 

*")  Also  immer  noch   10  Jahre  früher  nls   Herrn   Bris 
vom  Jahre  1844,    oder,    obwohl    es  eigentlieh  mich  and  die 
■ichts  angeht,  aoch  8  Jahre  früher  als  da«  von  Harm  Briz  dien 
Redactenr  des  Archivs  eingesandte  Heft 


trotit  (lans  reui  il'ineriie  rclalifri  uux  lii^res  [>lancs;  lo  throne  de 
(.■«s  demiers,  i|oi  »vait  ele  tir^liiri^e  conimc  {luremenl  spevuiatn'e, 
intvresH«  doni;   recllemeiit   i'uri   des   u'iiiHt-Tuctioiis  etc. 

Waa  hiernacl.  Hoirii  Brix  vom  Jahre  1834  ah  iio.li  211  ecfin- 
den  iilirig  l)Ieiberi  kmmte,  tiird  jeder  geehrte  Leiser  von  selbst 
eruicsüen.  *) 

In  einet»  ntntliema tischen  Werke  deutsuher  Siirochc  liiidet 
sich  die  Eitiftiliriing  der  Tfägheits-Mnniente  für  oie  rraglicheii 
Fillle  zuerst  in  der  „Industriellen  Alechanik"  von  Kuupler- 
A'iirnbere  (.Sf|ilt).}  irUl.  **)  (mit  dem  Znsntze  auf  dem  Titel:  „Nach 
Pmiuelet  ftc.  Iiearlteitet. ")  Niichdem  hier,  im  VIIE.  Alinclinitte 
des  II.  Theils  von  Seile  -234.  ah,  ixnnohl  Bieeimss-  als  Tursinns- 
Mnmenle  l^r  symmetrische  Queersvhnltte  abgehandelt  sind,  werden 
TOI)  Seite  '"ÜjÜ.  un  nicht  symmetrische  Queorschnitte  in  Betr.icht  f;e- 
Kogeu  und  wnsollHit  W  beiast:  „Hit  det  Quetfrschnitt  des 
Krupors  eine  nicllf  svmmetrische  Forin,  so  muf  a  man  den 
in  C^.  Abth.ß4.  dessefheiAVerkea)  erwiesenen  Satz:  T=:T'^,-^1H 
etc.  anwenden,"  Hierbei  Snden  sich,  dann  irieder  mehrere  der 
vnn  B  r  i  I  ^rwühlten  Beispiele,  so  d.iss  hier  Fig.  227.  gleich  Fi};.  7. 
bei  Brix.  Fig.  28,  gleich  Fig.  ft.  bei  Brix  etc.,  Bel^iele,  die 
sich  nuKirlich  andi  bei  mir  linden  und  woljci  mir  Herr  Brlx  vor> 
wirft,  ..ich  habe  selbh;e  von  ihm  entlehnt,"  •*") 

Endlich  itit  noch  in  Bexiiß  auf  die  fraiflicfae  Einnihiiitig  der 
Trfigheitsmnincute  aiiziiführcn : 

Mof^ely,  The  Mechanienl  Prineiples  nf  Engineering 
etc.  Liindon.  IM3.  -f-)  Derselbe  erwühnt  in  der  Vorrede  ans- 
drOcltltch,  dasB  er  hierbei  Pnncelet  gefolgt  sei,  wodurch  meine 
rmhere  Priorltntsungabe  nur  wiederholt   hesIStigt  wird.     Mfts«lj 

entwickelt  g.  300.  die  Gleichung  ^=-^'j  (Brli  §.  16.).  wobei  J 

das  Trägheifsmomont  hexeicbnet,  löst  mittelst  der  wiederholt  er- 
wähnten Axenrediiction  %.  367.  eine  8<:hrnie  praktische  Aufgabe  etc., 
kurx  lüsst  in  Bezu^  auf  „(irundansicht"  der  Sache  eben  so 
wenig  iiir  Herrn  Urix  etwas  übrig,  als  ich  mir  bereits  ton  Poa- 
celet,  Persy  und  Kuppler  nachzuweisen  erlaubte. 


*)  B«i  1*rra;  finden  lich  (iialdrlldi)  ancti  mi'hrere  der  Brix*chrn 
|li-;*|iiR[c  und  Pigurvn.  NamenllivU  Fig.  9.  bis  mit  12.  der  Brixiohen 
Afahandlimg. 

")  Ahi>  immer  noch  drei  rolle  Jolire  frülur  ala  die  ßrjxachc  Ab- 
linndliiii|{. 

***)  Wiihrhuft  unWpeifItch  iit  «■  dnlicr,  wenn  Herr  Orix  S.  äSH. 
4e*  Arrhiva  u.  A.  b«biii|tle[,  dual  der  Ilaliikreiaqikceracliiitlt  von  Htlltrren 
SehriflildIfTn  «arli  niri^cndi  hobanduJl  wordon  «ci.  Ich  Imbe  diane  Aaf- 
intbo  sucrft  in  Burg'a  «chÄlsbHror  Abhandlung'  (äo.  Bd.  (isa9.)  der 
1Vi«iirr  jahrbrioher) ,  ADaf^uicbnet  dorcli  dne  Muwc  wirklich  n<!ucr 
Roiapicile,  Rcfiiiidu),  woRctbut  iibcrliaii{>t  lininabu  die  Ilölftc  der  Quecr- 
aoltBitUf armen  vorkoioinrn ,  die  Herr  Brix  oU  von  ihm  erfunitunc  Bei- 
■l^ale  bcseicluiet. 

■|-)  Nnoh  ein  Jahr  fnther  bU   Herr   Brii   aiiiiie   Abhuulliing   bekannt 
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Durch  fleissiges  Studium ,  zur  Zeit  des  Erscheioens  der  Brix- 
schen  Abhandlung  von  1844  mit  allen  er^Tähnten  Werken  vollstlii- 
die  bekannt 9  war  en  klar,  da«s  ich  bei  Brix  ausser  einigen  Bei* 
spielen  ganz  und  sar  nichts  Neues  finden  und  bei  der  Bearbeitoiig 
meines  Buches  allein  eine  eigenthumliche  (neue)  klare ,  bündige 
(vielleicht  sogar  elegante)  und  trotz  dein  ganz  elementare  Dar- 
stellune  als  mein  Eigcnthuiii  bezeichnen  konnte,  welchen  Aus- 
spruch icii  gewiss  hiermit  mit  Fug  und  Recht  wiederholen  kann.  *) 

Hiermit  glaube  auch  ich  das  Meinige  gethan  zu  haben,  od 
die  Polemik  des  Herrn  Brix  gebührend  zu.  würdigen 

Hannover,  im  März  1848.  D.  Ruhlmann. 


Fermischte  fi^cliriflen. 


The  Cambridge  and  Dublin  matheraatical  JonrnaL 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.,  F.  R.  S.  E.,  Fellow  of 
St  Peters  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Natu- 
ral Philosophy  m  the  University  of  Glasgow.  VergL 
Literar.  ßer.  Nr.  XU.  S.  594. 

No.  XV.  On  a  Princlple  in  the  theory  of  surfaces  of  tbe 
Second  Order ,  and  its  application  to  M.  Jacobi's  Method  of  Gene- 
rating the  Ellipsoid.  Continued.  By  R.  Townsend.  —  On  the 
Values  of  a  Periodic  Series  at  certain  limits.  By  Francis  W. 
Newman.  —  On  »a  General  Transformation  of  any  Quantitativt 
Function.  By  George  Boole.  —  On  the  Theory  of  EliminatiM« 
By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Expansion  of  Integral  Functions 
in  a  series  of  Laplaces  Coeflicients.  By  Arthur  Cayiey.  — 
Notes  on  Hydrodynamics.  By  G.  G  Stokes.  —  Note  on  the 
Axis  of  Instantaneous  Rotation.  By  G.  G.  Stokes.  —  Remiik 
on  the  Theory  of  Homogencous  Eiastic  Solids.  By  G.  G.  Sto- 
kes. —  On  tne  Mathematical  Theory  of  Electricity  in  Equilibrian. 
By  William  Thomnon.  —  Geometrical  Investigations  with  refe- 
rence  to  the  Distribution  of  Electricity  on  Sperical  Conductois- 
By  William  Thomson.  — 

No.  XVI.  will  he  published  on  the  27th  of  May  1848. 


*)  Herr  Brix  citirt  mir  Seite  5S8.  des  Archive  einen  Fehler,  den  idr 
(wie  ich  aus  den  Heften  meiner  Schüler  nachweiten  kann)  bereici  1844 
nach  Navier  auf  die  Weise  corrigirte,  wie  aus  meiner  Vorredete 
von  Kavenschen  Ucbcrsetzung  des  Andantschen  Werke«  ni  cntnehaaB 
ist,  und  wobei  ich  nur  bemerken  mochte,  das«  dieser  Gegeattaad  In 
meiner  Geostatik  als  eine  blosse  Nebensache  anftritt.  wahrend  Herr  Qrls 
bei  einer  andern  Gelegenheit,  nämlich  der  Entwickelung  einer 
für  ZapfenreibnnfT  in  den  Berliner  Verb  and  Inn^^en  und  ala  hei 
Hauptsache  (da  er  andere  mathematische  Sfttse  dieser  Abhandlaag 
für  sich  in  Ansprach  nehmen  kann)  ebenfalls  Fehler  begehl  «ad  «iMr 
falsche  Formel  entwickelt,  wie  ihm  dies  Herr  Profetsor  Weia%aJA* 
beetüomt  nachgewiesen  hat.  Dies  nnr  aU  Beweift,  wie  wir  Alle  «liriHri 
irren  können.  ^i:  i.i 


ülterarlisclier  Bericlit 


Cteschiclite  der  Illatliematik  und 

Physik. 


Geschichte  der  Mathematik  in  übersichtlichen  Cm- 
ssen  nebst  INonienclatur  der  berühmtesten  Mathema- 
cer  von  den  ältesten  bis  auf  die  neuesten  Zeiten  u.  s.w., 
n  Heinrich  V.  Gerstenbergk.  Eisenberg.  1848.    8.   9  Sgr. 

Ein  ganz  miserables  Producta  welches  so  schlecht  ist,  dass 
eigentlich  gar  nicht  verdient,  dass  man  nur  eine  einzige  Zeile 
mms  seinetwegen  verschwende.  Wie  kann  eine  deutsche  ßuch- 
Ddlung  nur  noch  solches  Zeug  verlegen! 

Die  Entdeckung  der  Differentialrechnung  durch 
iibniz  mit  Benutzung  der  Leibnizischen  Alanuscripte 
f  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Hannover,  darge- 
ellt  von  Dr.  C.  J.  Gerhardt.    Halle.  1848.    4«.   '20  Sgr. 

Die  vorliegende,  iiir  die  Geschichte  der  Differentialrechnune 
1  der  Mathematik  überhaupt  wichtige  Schrift  enthält  die  Kesut 
8  der  schätzbaren  und  sehr  verdienstlichen  Forschungen  des 
irm  Doctor  Gerhardt  über  diesen  viel  besprochenen,  aber 
her  immer  noch  nirht  hinreichend  aufgeklärten  Gegenstand, 
ch  der  Vorrede  enthält  die  Schrift  von  S.  7.  bis  S.  28.  die 
schichte  der  Entdeckung  der  Differentialrechnung  durch  Leib- 
,  durch  welche  unserni  grossen  Land^manne  zuerst  vollständige 
rechtiekeit  widerfahrt,  und  die  daher  von  keinem  Mathemati- 
'  angelesen  bleiben  darf.  Besonders  interessant  sind  aber  auch 
!  Beilagen,  in  denen  der  Herr  Vf.  mehrere  bisher  ungedruckte 
fsätze  ILeibnizens  veröffentlicht,  deren  Inhalt  wir  daher  hier 
;h  in  der  Kürze  angeben  wollen.  Beilage  I.  Ueber  dieselbe 
;t  der  Herr  Vf. :   „die  vorliegende  Schrift  war  bereits  vollendet, 

ich  in  der  ungedruckten  Correspondenz  zwischen  Leibniz 
1  Jacob  Bernoulli  die  folgende,  hiichst  interessante  Notiz 
idy  die, als  ein  frischer,  rücksichtsloser  Erguss  gegen  einen  bo- 

Band  \11.  44 
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freundeten  Mathematiker  gewiss  vulliges  Vertrauen  verdient.  Leib- 
niz  hatte  sie  als  postscriptiim  eines  Briefes,  datirt  Berolini 
April  1703,  entworfen,  darauf  aber  wieder  durchstrichen  und  ein 
anderes  von  ganz  verschiedenem  Inhalte  daför  gesetzt.'^  Es  thut 
uns  leid,  dieses  interessante  Schriftstück,  in  welchem  Leibnii 
eigentlich  in  kurzen  Zus^en  den  Gang  seiner  ganzen  mathematischen 
Ausbildung  darlegt,  hier  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen 
nicht  vollständic^  roittheilen  zu  können;  jedoch  wollen  wir  wenig- 
stens den  Schluss  desselben  den  Lesern  des  Archivs  mittheileo, 
welcher  so  lautet:  „Paruin  tarnen  movebar,  cum  obvia  viderem 
semel  bis  Imbuto  tironi .  animadverteremquc  superesse  multo  aitioia, 
sed  quato  novo  calcull  genere  indigerent.  Undc  Ariihmeticam 
meam  Quadraturam  similiaque,  licet  magno  plausu  Galli  Angliqne 
excepissentp  nee  editionc  digna  putabam,  pertaesus  haerere  in 
minutis ,  dum  se  Oceanus  qui<leni  aperirct.  Caetera  ut  proccsi«erint 
nosti  et  comprobaut  literae  meae  ab  Anglis  ipsis  editae.  —  Bei- 
lage If.  11.  Novembr.  1G73.  (Muss  heissen  1075  fügt  der  Herr 
Verfasser  in  einer  Note  hinzu.)  Methodi  tangentium  inrersae 
exempla.  — -  Beilage  III.  ^21.  Nov.  1676.  Pro  methodo  tangentium 
inversa  et  aliis  tetragonisticis  specimina  et  inventa.  Trigonometria 
indivisibilium.  Aequationes^  inadaequatae.  Ordinatac  convemn- 
tes.  usus  sinffuluris  centri  gravitatis.  —  Beilage  IV^  '22.  No- 
vembr. 1675.  Alethodi  tangentium  directae  compendium  caiculi, 
dum  jani  inventis  aliarum  curvarum  tangentibus  utimur.  Quaedam 
et  de  inversa  methodo.  —  Beilage  V.  26.  Jun.  1670.  Nova 
IVlethodus  Tangentium.  —  Beilage  VI.  Jul.  1676.    Methodus tan- 

g^ntium  inversa.  —  Beilage  Vif.  (Verschiedene  mathematische 
emerkungen.)  —  Beilage  Vlll.  Novembr.  1676.  Calculus  Tan- 
gentium differentialis.  —  Beilage  IX.  11.  Julii  1677.  Methode 
generale  pour  mener  les  touchantes  des  Lignes  Courbes  sans  cd" 
cul ,  et  Sans  reduction  des  quantites  irrationellcs  et  rompaes.  — 
Dem  Herrn  Vf.  gebührt  der  wlirmste  Dank  aller  Mathematiker 
für  seine  verdienstlichen  und  mühevollen  Forschungen,  und  ist  zur 
weiteren  Fortfuhrung  derselben ,  auch  auf  anderen  Gebietes  der 
Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften,  aufzumuntern,  um 
so  mehr,  da  nur  wenige  Mathematiker  sich  derselben  zu  widmen 
geneigt  zu  sein  scheinen.  , 


Oe  ometrie. 


Die  geometrische  Formenlehre  in  Verbindung  mit  dem  geome- 
trischen Zeichnen,  zum  Gebrauch  an  Gymnasien,  Realschalen 
und  gehobenen  Volksschulen^  so  wie  zum  Selbstunterricht  bear- 
beitet von  Präccptor  C.  W.  Scharpf,  Lehrer  der  Mathematik av 
untern  und  mittlem  Gymnasium  in  Ulm.  Mit  einem  Anhang,  kon^ 
Wiederholung  der  Sätze  enthaltend,  nebst  '21  Fiffureatafeln.   Obk 

1848.    8.    1  Rthlr. 

■ 

Italien    zur    SelbstbeschSftignn'g    der    SchitM| 
'.unterrichte  in  der  ebenen  Geometrie  too  Dh- 
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tor  Christian  Helorich  Magel*  Kektor  der  Realaostalt 
io  Ulm.  Zweite  bedeutend  vermehrte  Auflage.  Mit 
3  litbographirten  Tafelo.    Ulm.  1848.    &    9  Sgr. 

Dieses  Schriftchen  bildet  ursprunglich  den  Anhang  zur  dritteo 
Auflage  von  des  Herrn  Vfs.  Lehrbuche  der  ebenen  Geometrie, 
ist  aber,  was  jQ;anz  zweckmässig  erscheint,  wohl  namentlich  fflr 
den  Gebrauch  der  Schüler,  besonders  abgedruckt  worden. 

'  ^ammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  Geo- 
metrie, Stereometrie  und  Trigonometrie,  nebst  den 
Grundzii£;en  der  neueren  Geometrie  von  G.  Jäugling, 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  K.  Landwirthschafts- 
und  Gewerbsschule  I.  Classe  zu  Erlangen.  Mit  drei 
Figurentafeln.    Hegensburg.  1848.    8.    2&i  Sgr. 

Diese  Sammlung  von  Sätzen  und  Aufgaben  aus  den  auf  dem 
Titel  genannten  Wissenschaften  verdient  namentlich  deshalb  den 
Lehrern  an  allen  höheren  Unterrichtsanstalten  recht  sehr  zur  Be- 
achtung empfohlen  zu  werden,  weil  dieselbe  überall  auf  die  soge- 
nannte neuere  Geometrie  gebührende  Kficksicht  nimmt,  was^  so 
viel  wir  wissen,  noch  in  keiner  ähnlichen  Sammlung  (ausser  etwa 
in  dem  Anhange  zu  der  Bearbeitung  von  van  Swinden's  Geo- 
metrie) in  gleicher  Weise  geschehen  ist.  Da  das  Buch  eine  Ein- 
theilung  in  eine  grossere  Anzahl  einzelner  i^bschnitte  oder 
Kapitel  nicht  enthält,  so  müssen  wir  uns  leider  versagen,  näher 
und  genauer  auf  die  Angabe  seines  Inhalts  einzugehen,  wünschen 
aber  nochmals  recht  sehr,  dass  die  betreflfcnüen  Lehrer  nähere 
Kenntniss  von  demselben  nehmen  mögen.  Die  Hauptabschnitte 
sind  übrigens  folgende:  /.  Ebene  Geometrie,  I.  Vorübun- 
gen und  Lehrsätze.  IL  Geometrie  der  Lage.  111.  Geo- 
metrische Constructionen.  Anhang.  (Die  regulären 
Figuren  und  der  Kreis.  Constructioii  quadratischer 
Gleichungen.  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie, 
nebst  Berechnung  geradliniger  Figuren.)  —  //.  Gonio- 
metrie und  Trigonometrie*  (Hiebei  auch  die  trigonometrische 
Auflösung  der  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades.)  — 
///.  Ränmliche  Geometrie.  —  IV,  Anwendung  der  Alge- 
bra auf  Stereometrie, 


llechaiiik. 


Resultate  für  den  Maschinenbau  von  F.  Redten- 
bacher,  Professor.  Mit  23  lithographirten  Figurenta- 
feln.    Mannheim.  1848.     8.    3  Rthlr.  15  Sgr. 

Diese  Sammlung  von  Formeln  und  Resultaten  der  praktischen 
Mechanik,  welche  für  praktische  Mechaniker  gewiss  vielfach  nütz- 
lich sein  wird,  hat  im  Allgemeinen  folgenden  Inhalt:  Geometrie. 
Festigkeit  der  Materialien.  Construction  der  Maschinentheile. 
Reibung  zwischen  festen  Körpern  und  Steifigkeit  der  Seile.    Resul- 

44* 
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täte  aus  der  Hydranlik.  Wasseri^der.  Tarbinen.  Die  Wfirme  und 
deren  Benutzung.  Dampfmaschinen.  Transport  tvl  Wasser  und 
zu  Land.  Arbeitsmaschinen  und  Fabrication.  Sammlung  von  Ta- 
bellen. —  Ein  weiteres  Eingehen  auf  den  Inhalt  verbietet  hier 
die  Besehränktheit  des  Raums. 


Astron  omie. 


Grundzüge  der  Astronomie  und  mathematischen 
Geographie.  Populär  dargestellt  voo  von  Morosowici, 
Lieutenant  im  Künigl.  408ten  Infanterie-Regiment  u. 8. w. 
Mit  5  Kupfertafeln.    Berlin.   1848.    25  Sgr. 

Ein  kurzes 9  ganz  populäres  Lehrbuch  der  Astronomie  nnd 
mathematischen  Geographie»  was  seiner  Deutlichkeit  wegen  för 
den  Zweck,  zu  welchem  es  wahrscheinlich  bestimmt  ist,  nämlich 
als  Leitfaden  bei  dem  betreflfenden  Unterrichte  auf  dem  Cadetten- 
Corps  zu  Berlin  zu  dienen  y  ganz  wohl  geeignet  zu  sein  scheint 
Einige  mathematische  Erläuterungen  sind  am  Ende  beigefugt 


iner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  |Costen   herausge- 
ben von  C.  L.  von  Littrow,    Director  der   Sternwarte 


Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  Secondo  1803—1813.  Tomo  Sesto 
1803-1804.  Vienna.  1847.  4.  Auch  unter  dem  Titel:  An- 
nalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Befehle 
Se 
geb 

und  o.  o.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k.  Univer- 
sität zu  Wien  u.  s^  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Stero- 
warte.  29ster  Theil.  Neuer  Folge  9r  Band.  Enthai 
tend  Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jahren  1803  und 
1804.    Wien.  1847.    4. 

Nach  den  Anzeigen  der  frühem  Bände  dieses  von  den  ver- 
dienten Herrn  Herausgebern  mit  so  grosser  Ausdauer  und  so 
grossem  Fleisse  fortgeführten  wichtigen  Werks  im  Literar.  fier. 
Nr.  XXXI.  S.  464.,  Nr.  XXXV.  S.^521.  und  Nr.  XL.  S.  678. 
bedarf  es  hier  nur  der  Angabe  des  Titels  des  neu  erschieneneo 
sechsten  Theils,  welcher  Piazzi's  Beobachtungen  von  den  Jahren 
1803—1804  enthält,  um  den  Herren  Herausgebern  von  Neaem 
den  Dank  der  Astronomen  zu  sichern. 

Kalender  für  alle  Stände  1848.  Herausgegeben  von 
C.  L.  von  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.    Wien.    8.    20  Sgr. 

Die  Einrichtung  dieses  sehr  empfehlenswerthen  Kalenders  ist 
aus  den  früheren  Jahrgängen  bekannt  genug.  Die  lehrreichen  Bei* 
lagen  desselben  enthalten:  Deutschlands  vorzüglichste  Stennrtf* 
ten  mit  sieben  Abbildungen  (schon  besonders  angezeigt  im  IMt 
rarischen  Ber.  Nr.  XL.  S.  578.).  Centrirmaschine  (ur  FumillÜi 
(für  Optiker  bemerkenswerth).    Kurzgefasste  Geologie.    Nack.'iiA 


gll«oh«n  der   Vestii*« 
4.  Aufloge. 


Urs 


die 
tiileri 


o'lcr  tKgtiche,  für  Jederinaon  lassUcli« 
licht  aller  Himmelserschcinunge?!  tm  -Inhre  1848. 
Zwecke  dt>r  tttinbuchlendeii  AstroniHiion ,  be- 
aber  auch  für  die  Bodtirlnisse  aller  Freuiidt; 
_  iroteii  Himmels  huarlieilet  und  zu^aiumenge- 
vuH  Ernst  .S<-hubert  und  Huso  von  Rotlikirch,  uud 
sgeg«ben  (»n  Ur.  P.  H.  L.  von  Buguslawskl.  Gl.>- 
847.  8.  1  Rthlr.  2S  Sgr. 
Zweck  und  EinrirhtiinR:  die^aea  Jalirbui;bs  fiud  aus  dem  Lilernr, 
.  Nr.  XXLX.  S.  44L  bekannt,  und  im  VVesontlicheo  ungeiln- 
rt  geblicboii;  dnber  t;euiigt  hier  die  eiufacbe  Anzeige  seiner 
irtsetzuu)^- 


italural   history  «fcreo 


Physik. 


fn^U: 


finde 


der  Physik  fiir  den  Untorritlit  in 
m  iibeten  Klassen  d«r  Gy miiaBimi.  su  wie  auch  Itlr 
ibildcte  Leser  überhaupt,  von  Karl  Koppe,  Prnl'es- 
und  Oberlehrer  am  Vyniiia».tum  xu  Snest.  Mit  Kahl- 
Ichen,  in  den  Text  ci>l^edrr](1kteIl  Holxüobuitten.  2ter 
leii.     Essen.  1H4N.    8.     JQ  ät;r. 

Der  erste  Theil  dieser  empreblenswerthen  Aiifangsgründe  der 
Talk  ist  im  Literar,  Ber.  Nr.  Sh.  8.  57!).  mit  geMühroiideiu 
ioe  tingezeigl  nurdcii,  so  dass  jetzt,  weil  alles  dort  Gestfüle 
eil  von  dem  zweiten  Theile.  dcsseu  Inhalt  (Abschnitt  9.  uud  10.) 
eil falU  sehn n  früher  angegeben  ivonleii  ist,  gilt,  die  einfache 
ijtabo  von  dem  nunmehr  errolgtcn  Erscbdoen  des  Kweiten 
leils  senägt,  um  die  betreffenden  Lehrer  von  Neuem  aufzufor- 
TD,    uein    enipfehletfswcrthcn    Buche    ihre    Aufmerksamkeit    zu 

Benkcii.  Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  der  xvi'eite  Theil  auch 
b  einige  Nachträge,  enlhalteml  hiHlorische  Notizen ,  Uemerkun- 
n  Aber  Stern schnuppcu  und  Meteorsteine,  ilber  die  gebrHiieli~ 
%elen  Hnhlmaassc,  Ober  die  neuesten  astro  au  mischen  Entdcckun- 
1,  lielert. 

üeber  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen 
heorie  inducirter  eleclriscber  Ströme.  Von  P.  K.  Ncu- 
ftnn,  Professur  der  Mineralogie  und  Phvaik  xu  Kilnigs- 
ere.  Vorgelesen  in  der  Berliner  Akailemic  der  W'ib- 
nschalteu  am  'l  August  1847.  Berlin.  1848.  4.  1  Rthlr. 
Diese  wichtige  Alihandlung  schliesst  sich  an  die  frühere  Ab- 
indluHg  des  Herrn  Vfs.  über  denselben  Gegeiistnnd;  Die  mathe- 
ntiscneri  Gesetze  der  Inducirten  elektrischen  StrGme. 
«Imer.  1S40.  an,  und  nimmt  besonders  auch  Hi'jckbicht  auf 
Weber's  Electrodynamische  Maasbestimniungcn. 
leipzig.  184t).  (besonders  abgedruckt  a.  d.  Schriften  der 
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I 

Konigl.  Säqhsiychen  Gesellschaft  der  Wissenschaften), 
mit  dessen  Resultaten  die  von  dem  Herrn  Vf.  gewonnenen  Re* 
sultate  sich  aber  nicht  ganz  in  Einklang  bringen  zu  lassen  schei- 
nen (m.  8.  S.  50.  ff.).  ^ 

Journal  de  TEcole  Royale  Poiytechnique.    Trente« 
uni^me   Cahier.     Tome   XVIII.    Paris.  1^47.    4.    4  Rthlr. 

Dieses  Heft  des  Journal  de  l'Ecole  Royafe  Poiytech- 
nique ist  eigentlich  ein  för  sich  bestehendes  Werk  und  verdient 
daher  eine  besondere  Anzeige.  Dasselbe  enthält  nämlich  ein  sehr 
ausgedehntes y  34  Bogen  starkes  Memoire  sur  les  halos  et 
les  ph^nomenes  optiques  qui  les  aceompagnent,  -par 
IMLA.  BraFais»  Lieutenant  de  vaisseau,  rrofesseurä 
i'Eeole  royale  Poiytechnique.  Dieses  Werk  ist  jeden&Us 
die  ausführlichste  und  vollständigste  Schrift«  welche  bis  jetzt  fiber 
die  Hufe  erschienen  ist.  Dasselbe  enthält  nicht  nur  eine  Beschrei- 
bung aller  bisher  beobachteten  Phänomene  in  grosser  Vollständig- 
keit,  sondern  auch  eine  Darstellung  der  verschiedenen  theoretischen 
Ansichten,  mit  den  nuthigen  kritischen  Bemerkungen,  —  wobei 
der  Herr  Vf  namentlich  auch  eine  sehr  vollständige  Kenntniss 
der  betreffenden  deutschen  Literatur  an  den  Tag  legt,  —  und 
neue,  demselben  eigenthiiniliche  Erklärungsversuche,  mit  sehr  aus- 
führlichen mathematischen  Noten,  ferner  auch  fast  Alles,  was  bis- 
her über  die  Krystallisation  des  Eises,  die  natürlich  für  die 
Theorie  der  Hufe  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  bekannt  geworden 
ist,  un<l  neue  experimentelle  und  theoretische  Untersuchungen  über 
den  Brechungsexponenten  des  Eises,  so  wie  Methoden  zur  kunst- 
lichen Nachbildung  der  Hufe.  Wir  können  leider  auf  eine  nähere 
Angabe  des  Inhalts  dieses  grossen  und  in  vielen  Beziehungen 
vorzüglichen  Werkes  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nicht 
eingenen,  machen  aber  alle  Phy$:iker,  welche  sich  für  die  meteo- 
rologische Optik  intercssiren ,  auf  dasselbe  aufmerksam,  und  sind 
▼ersichert,  dass  aus  vielen  Rücksichten  Niemand  den  Besitz  dci^- 
selben  wird  entbehren  können.  —  Beiläufig  möge  nurnoch  bemerkt 
werden,  dass  das  vorliegende  Heft  des  Journal  de  l'Ecole  Poiy- 
technique auch  noch  eine  ganz  kurze  Note  sur  la  throne 
des  Solution  singulieres.  Par,E.  Catalan,  Repetiteur  de 
Geometrie   döscriptive    ä    TEcole  Poiytechnique  enthält 

Gründliche  Darstellung  des  Electro-Magnetischen 
Telegraphen,  nach  dem  System  des  Professor  Morse, 
von  Alfred  Vail.  Aus  dem  Englischen  übersetzt  von 
Clemens  Gerke.  Mit  14  Abbildungen.  Hamburg.  ISiS. 
8.    74  Sgr. 

Diese  kleine  Schrift  ist  deutlich  verfasst  und  verdient  weitere 
Verbreitung. 


Vermischte  Sclirilten. 


The  Caruüridsc  and  Dulilin  luatbeualiL'al  JournaU 
Edilctl  bv  W.  Thoiu«oii.  «.  A.,  F.  R.  S.  E.,  FuMow  ofSt 
PflUr»  C'ollepre,  Caiubriilge,  aud  Pro  fcssor  »f  Natural 
I»hllii*nt.hy  in  the  Univcrsity  ot'Glassow.  Vcrgl.  Life- 
rar.  Ber,  Nr.  XLlll.  S.  622. 

No.  XVI,  (Jeunietrieal  Tiivostisalions  wUIi  relercnce  tn  llie 
Distrilinlinn  ur  FIpcIticiK'  »ti  äiihericul  CnnductDrs.  Cotitinued, 
By  William  Thomson."—  On  a  Princii.le  in  the  theory  ofSur- 
fnces  ol'  the  Seconil  Order,  and  itis  appliuations  to  AI.  Jacohi'd 
Melhod  of  Keneratlhi;  the  RIlipiEoid.     Tuiilinvod.     I(y    K.    To 

of  an  Elli 


I   Ol  Cm 


Ellipsoidi 
ben  B  is  a  po^^ 

Note  on  a 


send.  —  Theorems  nn  the 
By  M.  Uoberts.  -  On  tbo  value  of  f-fX. 
sitive  [iro|irr  Tractiori.  By  tbo  Kev.  W.  ('pnter.  — 
Re»ult  c>r  ElitniiL-itinn.  ßv  the  Rov.  George  Sal 
Geomctricul  Red[iro('ity.  By  Arthur  Cayley.  —  Oo  certain  Al- 
sebriüi;  Fuiictione.  By  Janrcs  Cockle.  —  Note  on  the  Minimum 
Vahie  of  the  Area  ol'a  Pnlyenn  circumscribed  abniit  a  given  Reen- 
tcrtng  Ciirve.  By  the  Rev.  Harvey  Good»  in.  —  The  Calculos 
of  Loi;i(!,  Hy  George  Boole.  —  On  a  cerlatn  Periodic  Function. 
By  Ifenry  Wilbrabam.  —  On  the  Application  of  a  Symbol  ol' 
Discontinuily  to  Question«  o{  Maxinta  and  Minima.  By  William 
Walton.  -  Note  OQ  the  Problem  of  Falling  Bodies  as  affected 
by  the  Eartb'^  Rotation.   — 

Nn.  XVH.  will  he  publislied  on  the  Ist  uf  November  IS18. 


PrctHauTgabe   der    Kaiserlich   <i»lcrreirhischcn 
Aliadoniie  der  Wissenscliaften  xu  Wien. 

Es  sind  die  ErHcheinungeu  der  cetciteten  Wurme  auT  eine 
mit  dei  Erruhrong  übereinstimmende  Weise  aus  lolassigen  Grund- 
HStzen  SU  crkifiren.  Von  einer  genügenden  Bearbeitung  dieser 
Aufgabe  emarlet  die  Akademie,  dass  durch  Versuche  und  Rech- 
nung nach cew lesen  «erde,  auf  welchen)  Hergan&e  die  Fortpflan- 
zung der  Warme  im  Innern  der  Körper  beruhe,  nach  welchen  Ge- 
setzen sie  vor  sich  geht,  uud,  sofern  diese  Gesetze  mit  der  ther- 
mischen Vibrationsbypolhese ' in  Einklang  zu  bringen  sind,  welchen 
Sinn  die  Ausdrücke:  freie  und  gebundene  Wärme,  Wännc-Capa- 
citSt  u.  8.  w.  im  Geiste  dieser  Hypothese  hallen. 

EinsenduDgstermin;  bi.«  Ende  December  1849;  Preis  1000  Fl. 
Conv.  Miin/e.  Spravhe  jede  in  der  (ietrerrcichiechen  Monarchie 
einheimische  oder  die  lateinische. 
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Preisaafgabe  der  Kunigllch-DäDischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Kopenhagen. 

Solutio  aequationum  numericarum,  unam  solammodo  quanti- 
tatem  incoffnltam  continenlJuni ,  quum  pei  nfethodum  a  Cef.  Dr. 
Graeffe  inaicatam  ad  calcalam  tarn  simplicem  reTocata  sit,  qoam 
per  naturam  problematis  tieri  posse  videtur,  societas  simile  qoid 
elicere  cupit»  ubi  de  aeqnationibus  agitur  plures  incognitas  con* 
tinentibus;  praemium  igitur  suum  proponit  ei,  ani  metbcMlani  in- 
venerit,  qiiae  regulam  caiculi  quam  fieri  possit  simplicissimara 
exhibeat  ad  omnes  tarn  reales  quam  imaginarias  dati  cajuscunque 
numeri  aequationum  totidem  incognitas  continentium  radices  per 
approximationem  inveniendas. 

Sprache  Lateinisch,  Französisch,  Englisch,  Deutsch,  Schwe- 
disch oder  Dänisch.  Einsendungstermin  vor  Ausgang  Auffust  1849 
an  den  Sekretair  Herrn  Johann  Christian  O erste d.  Preis 
60  Ducaten. 


Drack  fehler. 
Theil  VI.  S.  209.  Z.  7.  r.  o.  muss  es  statt 
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Anfforderung: 

IM   Jleraustjehern   äes  ^i-cAiVs   der  Jtfutheiuatik 


Für  Ucutsrhland.  welches  alle,  von  ileiivii  dit-  il^HWijke^ 
Spmclie  geredet  ivinl,  jt'lzt  nmhr  «Is  jemals  hi»l*I  in  Wnlir^   ] 
heil  ein  gemebiscliaflUches  A'atei-laiul  nennen  /.u   ilfirfiiii  Ac 
Hoffnung  und  das   wohl  erworbene,    in  nicltrercn  Jjitiiid^rii^^ 
tbeiier  genug  erkanfle  Recht  haben,  ist  ein  gemiUnä^vfi-'j 
liches  Maass-,    Miinz-  und   Gewicl^ls-S^srPTH  ^y*  - 
der   wichtig»^ten   Bedürfnisse.    M-icht^er    als  MfineWlf  Wtilll  ., 
glauben  mag.     Dies  hier  weiter  aus  einander  lu  Hfizi-M,  Ist 
nimtUhig  und  auch  jetzt  gar  nicht  meine  Absicht ;  von  Nefiem 
anfüliren  ivill  ich  jedoch,  was  der  grosse  Laplace  su  schitn 
und  in  kurzen  AVorten  so  bezeichnend  über  deu  ßir  jedes 
Land  so    hochwichtigen   Gegenstand  allgemein   eingelUIn-ler 
JVtaassc,  Münzen  und  Gewichte  schon  vor  langer  Zollt  ge- 
sagt hat: 

„On  ne  peut  voir  le  nombre  prodigleux  de  nwsii^ijij  cii 
»sage,  uou  seulemeut  chez  les  differens  peuples.  inaU  ilans 
la  m^me  nation;  leurs  divisions  ttbarpes  et  iiiconunoden 
[)Our  les  caiculs;  la  dilHculte  de  les  connattre  et  de  les 
comparer;  enfin  l'embarras  et  les  fraudes  qui  eu  resulteiit 
dsiis  le  eoiiuuerce,  saus  regarder  commc  Tun  despln^i  grantls 
Services,  que  les  gouverneuienls  puissent  rendre  h  la  noiSili, 
l'adoption  d'un  Systeme  de  mesures  dont  les  diviNioB&  tuii- 
formes  se  pr^tent  le  plus  facilement  au  calcul.  ct^mdirrt- 
vent  de  la  uionitrc  la  mohis  arbitraire  d'iute  uie^in-e  Ton- 
dameiitale  indii|u^e  par  la  natui'e  elle-mi'me.  Un  peuple. 
qut  se  donnerait  un  semblable  syst^iue.  rennirail  k  Tavan- 
tage  d'cn  recueilllr  les  premiers  fruits  cclt«  de  voir  soii 
exemple  smvi  par  les  autpes  peuples  dont  il  devieudrdi 
tdnsi  le  bienfait«ur;    car  l'euipire  lent  niai«  irresistiblc  tnt 


la  raibsoii  l'emportc,  k  la  longae,  sur  les  jalousies  natioiia- 
les,  et  sormoiite  tous  les  obstacles  qui  s'opposent  au  bien 
ffeneralement  sciiti." 

Dass  dieser  Gegenstand  in  Deutsehland  bald  eifrig  in 
Angriff  genommen  werden  wird  oder  vielleicht  schon  genom- 
men worden  ist,  kann  nicht  bezweifelt  werden;  wer  aber 
die  grossen  Schwierigkeiten  desselben  kennt  und  mit  kla- 
rem Blick  zu  übersehen  gehörig  beßihigt  und  im  Stande  ist, 
miiss  MÜnschen ,  dass  man  sieh  dabei  weniger  als  bei  irgend 
einem  anderen  von  dem  gemeuisamen  Interesse  Deutsclilands 
gleich  lebhaft  in  Ansprach  genonnnenen  Gegenstande  über- 
eile, damit  man  nicht  Gefahr  laufe,  am  Ende  doch  eine 
Einrichtung  getroffen  zu  haben,  welche  sich,  wenn  erst 
der  scharfe  Prpfstein  des  täglichen  Verkehrs  und  des  Han- 
dels und  Wandels  überhaupt  an  dieselbe  gelegt  wird,  als 
unzweckmässig  und  unpraktisch  erweist.  Insbesondere  ist 
aber  auch  sehr  zu  wünschen,  über  diesen  Gegenstand 
möglichst  zeitig  die  verschiedenartigsten  Stimmen  ans  den 
verschiedensten  Ländern  zu  vernehmen,  damit  derselbe  nicht 
allein  und  ohne  alle  Vorberathung  von  anderen  Seiten  her 
der  Entscheitlung  der  in  Zeiten  wie  die  jetzigen  so  belieb- 
ten Committees,  Conmiissionen  oder  Dcputitionen  duheim 
gestellt  bleibe.  Deshalb  hat  der  unterzeichnete  Herausge- 
ber des  ..Archivs  der  Mathematik  und  Physik", 
welcher  der  fiir  das  gemeinsame  deutsche  Vaterland  so 
wichtigen  Uebereinstinmmng  der  Maasse,  Münzen  und  Ge- 
wichte schon  seit  langer  Zeit  besondere  Aufmerksamkeit 
«gewidmet  hat,  inid  an  den  liestrebungcn  der  G (»genwart, 
ohne  für  den  Umsturz  alles  Bestehenden  ohne  Unterschied 
zu  sein,  den  lebhaftesten  Antheil  nimmt,  sich  entschlossen, 
mit  dem  Anfange  des  bahl  erscheinenden  Isten  Hefts  des 
I2tcn  Theils  sc^incr  weit  verbreiteten  Zeitschrift  in  derselben 
der  Einfiihnnig  eines  wahrhaft  zweckmässigen,  fiir  Handel 
und  Wandel  wirklichen  Nutzen  und  wesentliche  Erlcichte- 
nu)"*  versprechenden  gemeins(*haftlichen  Maass-,  Münz- 
und  Gewichts- Systems  in  I)euts<*liland  eine  besondere  Ru- 
brik unter  der  Uebersclirift:  ..Deutsche  Maasse,  Mün- 
zen und  (Jcwichte'^'  zu  "widmen,  und  hofft  in  ücberein- 
stimmung  mit  der  Verlagshandlung  die  Einriclitung  so  za 
treffen,    dass   die   diese   Rubrik   enthaltenden   Bogen    aadi 


Ll)t^x«n<]«Y.  von  der  ci^ntlichen  Zeilsrhrift  zu  ciiieni  ganz 
^ringRii  Preis«  verkäoflicti  sind,  deshalb  Auch  mit  tieson- 
fnrtlaufcinteii  Scileiizaltteii  vws«heii  werden  sollen  und 
Itfinfiigfain  KU  fiiiviu  tiesnitden^n  ^Ve^i(cllen,  dem  dann  aucli 
lin  t'Btepri^irheiider  eigener  Titel  heigogcben  wcnlen  wird, 
iiit  einander  vereinigt  wtT<len  kjiiineii.  In  diese  Rubrik 
Itlnl  der  Herausgeber  Alles ,  wits  über  die  Kiiiitihnmif  eines 
leineiiischnftliehfn  Maas»-,  Slilnz-  nnd  Gewielits- Systems 
DeutKchland  Irgend  zu  .seiner  Kenntniss  gelangt,  anfneli- 
^n;  weil  aber  liiebei  nur  geuieiiiscbafUielie  Kräfte  mit  ge> 
ifiriger  Nachhaltigkeit  nirk«ti  küiinvn.  so  l&sst  derselbe 
licht  bloss  an  die  Mathematiker  und  die  Leser  setner  Zeit- 
ichrift ,  sondern  an  all«  und  jede ,  welche  fiir  den  besprochen 
höehst  Mächtigen  Gegenstand  sich  in  irgend  einer  Be- 
gehung interessiren .  ferner  auch  au  die  politischen  Klubs 
ler  Arten  und  Farben,  in  allen  Läudero  Iiiermit  die  Auf- 
'orderuug    ergehen: 

ihui,  die  Einführung  eines  gemeinsehaft- 
licheu  Maass-,  IVIÜuz-  u.  Gewtcbts-Systems 
in  allen  Ländern  ileulscher  Zunge  betref- 
fende ansführlichere  Aufsätze^  oder  auvb 
bloss  daliiii  zielende  einzelne  Vorsehlftge 
baldigst  und  in  rcichlirhstem  MaasHc  zum 
Abdruck  in  der  geuaituteo  Rubrik  einzu- 
RCUileu. 
Für  den  schleunigsten  Abilnick  aller  irgend  zur  Auf- 
lobmc  geeignet  seheinenden  Mittheilungen  wiril  gcimsen- 
,nft  Sorge  getragen  werden.  Die  Bedingungen  der  Anf- 
lahinc  üind  die  fftr  «Ins  Archiv  überhaupt  geltenden  und 
Utmien  als  BUgcmein  bekannt  angesehtui  werden;  Qhrigcns 
<rlheilt  die  dem,  ersten  Theile  beigegebene  aasffitirliche  Aii- 
lüiirtigimg  dariiber  iveitcren  Aufscliluss,  und  wHrd  nur  be- 
icrkt.  dass  luv  keine  der  mehrere  Hunderte  tlhersteigen- 
len  trefl'lichon  Abhandlungen ,  die  in  den  bereits  ersctiieneneu 
ilf  Tlieilen  des  Archivs  wilJMiUeii  sind,  irgend  ein  Honorar 
leznldt  worden  ikI  .  und  nach  den  stets  festzulialtenden 
besetzen  des  lustttul»  auch  nicht  bezahlt  werden  darf  und 
^ann. 

Der  Herausgeber  halft    .-mf  «lern  vorher   nJlher  bezeich- 
CUli  Wege  in  dem  Hpüterliin  aus  den  einzelnen  Bogen  des 


Archivs  zu  bildenden  besonderen  Werkehen  eine  mit  der 
Zeit  selbst  fortgeschrittene,  und  mit  der  succes- 
siven  Ausbildung  eines  gemeinschaftlichen  Maass-, 
Münz-  und  Gewichtssystems  in  Deutschland  stets 
gleichmässig  Schritt  haltende  und  mit  derselben 
zugleich  entstandene  Sammlung  wahrer  Acteu- 
stücke  zu  bilden,  welche  eben  deshalb  für  alle 
Zeiten  einen  wahren  historischen  Werth  haben 
und  nothwendig  eine  weit  grössere  Auctorität 
und  Authenticität  besitzen  wird,  als  die  nach  der 
ersten  französischen  Revolution  in  gleichem  Falle 
bekanntlich  in  sehr  grosser  Mannigfaltigkeit  in 
Frankreich  erschienenen  Schriften  grösstentheils 
besitzen. 

Dass  Aufsätze  der  bezeichneten  Art,  deren  Zusendung 
wie  gewöhnlich  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  über  Leip- 
zig mit  der  Aufschrift:  „Für  das  Archiv  der  Mathe- 
matik und  Physik  (Koch's  Separat-Konto)"  erbe- 
ten Avird,  reichlich  eingehen  mögen,  wünsche  ich  sehr,  und 
bitte  zugleich  die  Herausgeber  anderer  Journale  oder  auch 
blosser  Localblätter ,  welchen  die  vorliegende  AufTordcmug 
zufällig  zu  Gesicht  kommen  sollte,  zur  möglichst  weiten 
Verbreitung  derselben  durch  deren  Aufnahme  in  ihre  Zeif- 
schriften  im  Interesse  des  gemeinschaftlichen  deutschen 
Vaterlandes  das  Ihrige  kräftigst  beizutragen. 

Greifswaid  im  Mai  1848. 

Der  Herausgeber 
des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik. 

J.  A.  Grunert 
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